Seminar Geometrische Gruppentheorie 21. Mai 2025 Virtuell freie Gruppen

Definition (virtuell). Ist P eine Eigenschaft von Gruppen, so heifit eine Gruppe G virtuell
P, falls es eine Untergruppe H < G mit [G : H| < oo gibt, die P ist.

Beispiele.

e Endliche Gruppen G sind auch wvirtuell endlich (z.B. mit H = G), sogar virtuell trivial.
Hat allgemeiner eine Gruppe G die Eigenschaft P, so ist sie auch virtuell P.

e Die unendliche Diedergruppe Do, = (a,b | b* = 1,abab = 1) ist virtuell zyklisch mit
Z = (a) < Dy, [Ds : (a)] =2 (vgl. Vortrag 3).

e Die freie Gruppe Fy vom Rang 2 ist virtuell frei vom Rang 3 (Vortrag 5).
Satz (Ziel des Vortrags). Seien A, B endliche Gruppen. Dann ist A * B virtuell frei.

Motivation: Fiir endliche A, B ist A & B endlich. Erzeuge dies als homomorphes Bild von

A x B, dann hat der Kern des Homomorphismus endlichen Index und ,alle Relationen“ von
Ax B liegen in A ® B.

A®B

Relationen,
aber endlich

{1} Ax B

Kern(yp)

frei

Satz (Universelle Eigenschaft des freien Produkts). Sind A, B, G Gruppen mit Gruppenhomo-
morphismen pa: A — G und pp: B — G, so ezistiert (genau) ein Gruppenhomomorphismus
p: Ax B — G, sodass das folgende Diagramm kommutiert.

Ay AxB <2 B
Xfa%
G

Bemerkung. Dies ist analog zur universellen Eigenschaft bzw. Definition freier Gruppen, die
als freies Produkt unendlicher zyklischer Gruppen aufgefasst werden konnen.

Satz. Sei p: Ax B - A® B der mithilfe der universellen Figenschaft aus den Finbettungen
A— A® B, B— A® B induzierte Homomorphismus. Dann ist Kern(yp) eine freie Gruppe
mit freiem Erzeugendensystem

S={la,b]|acA\{14},be B\ {1}}.

Korollar (Ziel des Vortrags, genauer). Seien A, B endliche Gruppen. Dann enthdilt das freie
Produkt A x B einen Normalteiler mit Index |A| - |B|, der frei vom Rang (|A| —1)(|B| — 1) ist.

Beweis. Mit ¢ wie oben ist [A x B : Kern(p)] = |A @& B| = |A| - |B| und Kern(y) ist frei iiber
S mit |S| = (|A] = 1)(|B] = 1). O
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Betrachte Zy * Z3z = {(a,b | a* = b®> = 1) und dazu den bireguliren Baum T3, auf dem
Zy * Z3 wirkt, wobei a und b jeweils um einen Knoten vom Grad 4 bzw. 3 drehen. Wir zeigen

Proposition (Ziel des Vortrags, konkret). Sei p: ZyxZs — Z4®Zs der mithilfe der universellen
FEigenschaft aus den Einbettungen Zy — 7Ly ® L3, Tz — Ly ® Z3 induzierte Homomorphismus.
Dann ist Kern(p) eine freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem

S ={[a,b] | a € Zy\ {1a},b € Z3\ {15}}.
Fiir die eingeschrénkte Wirkung K = Kern(y) ~ Ty 3 gilt
Lemma. K wirkt frei auf Tys.

Beweis. Die Kantenstabilisatoren sind trivial. Die Knotenstabilisatoren sind konjugiert zu Z,
bzw. Zs und solche Konjugate haben mit K trivialen Schnitt. O]

Die Charakterisierung freier Gruppen durch freie Wirkungen auf Baumen liefert direkt

Korollar. K ist eine freie Gruppe.
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Abbildung 1: KERN (schwarz) und Fundamentalbereich (grau) der Wirkung von K auf 7, 3. Der
KERN enthélt 7 = 3 + 4 Knoten und der Fundamentalbereich dariiberhinaus die benachbarten
Halbkanten. Die gestrichelte Linie markiert eine Identifizierung ~ der Halbkante hyy,, die den
KERN mit NL verbindet, und der Halbkante hgpn durch die Wirkung von K.

Die Identitéaten in Z, & Z3 ergeben folgende Identifizierungen von Halbkanten.

[&, b] =1 ab="ba| hg ~ hgLs ab? = b%a hsr ~ hgrs
CL2b = bCL2 hWL ~ hELW CL2b2 = bga2 hWR ~ hERW
(lgb = ba3 hNL ~ hELN a3b2 = b2a3 hNR ~ hERN

Da alle Halbkanten am Rand des Fundamentalbereichs mithilfe von Kommutatoren identifiziert
werden, erzeugen diese Kommutatoren ganz K.
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