
Link zur Visualisierung

Seminar

Bsp für unendliche Torsionsgruppen (die leicht zu bauen sind
-Jedes Element ist eine endliche Folge wie z.

B
.

(1
,
0
,
1
,
0, ... )

- Jede Komponente ist aus2 . Also mit endlicher Ordnung 2
- Es gibt unendlich viele solcher Folgen1)2020 ...

0 + 7 = 7 neutr.
Elt

Vq =E gilt b . (q+) = b .(+x) = a+ 7=7= 0
i+7 :

...-,..

Das Element q+ hat Ordnung b
, da Q/ eine additive Gruppe ist↑+ :... -=...

2)Q(x = (q +7qq)

Das Ziel ist es nun eine endlich erzeugte
,

aber dennoch unendliche Torsionsgruppe zu konstruieren

Dafür brauchen wir eine Struktur
,

die

1. endlich Lokal (= nur endliche Erzeuger

2. unendlich global (Liefe und rekursive Vorgänge erlaubt)

Ein verwurzelter ternärer Baum bietet beides.

Hier ist ein Link zur Visualisierung des Baumes und der Symmetrich :

Definition 6
.

1 Lin verwurzelter Baum beinhaltet einen Baum und einen ausgewählten Knoten v,

welcher Wurzel gen annt wird
.

(Verwuselte Bäume werden Typischerweise mit der Wurzel an oberster

Stelle und den restlichen Knoten und Kaufen nach unten verlaufend gezeichnet.
Mit dieser Konvention macht es Sinn die Nachfolgenden Knoten eines ausgewählten Kundens v als Kinder.

Bzw .

die danach folgenden Knoten als Enkel
.

Die adjazeten bzu
.

benachbarten Knoten können als

Geschwisterkunden bezeichnet werden
.

Ebenso wird ein Knoten w Nachkommen von v genannt,
wenn du

einzigartige Pfad von w zur Wurzel durch v verläuft
.

Der einzig gemeinsame
Kurten zwischen dem Weg W-V und dem Weg v-Wurzel

ist genau v
.

Bze w liegt in der Teilunterstrutur des Baumes
,
die unterhalb von v hängt.

Ein verwurzelter Baur
,

bei dem jeder Knoten
,
der kein Blatt ist

, genau n Kinder hat wird verwurzetern-ärer Baun genannt.

Man beschritte die Knoten mit endlichen Sequenzen nnz... Ar ,
wo nies

Wurfel entspricht der le even sequenz

Nachkomme der beidenist Kind von Un.. na
und Venommen. he· Also Knoten V... neueste

· Da es versch .
Ebenen ine Baun T gibt, werden die Kurten auf Ebenste diejeniger mit Label

der Länge k

· Die Gruppe Aut(T) für einen verwurzelten 3-Baum beinhaltet alle Symmetrien von T

· Also die Gruppe aller Automorphismen (d .
h

. aller bijektiven Kanten- und Wurzelerhaltende Abb
.)

· Es ist klar
,
das jede bel . Symmetrie von T die Ebenen beibehalten muss

· Symmetrie o erklären(Vm ... ne) = Vane - -- Shuffle vorstellen
· Teilbäume erklären (Jeder Knoten kann als Wurzel einer Teilbaumes fungieia) Unine ... ne T

n142 -- nk· Dann lässt sich o auf den Teilbaum Turne anwerden und wird mit Omne...s bezeichnet↳ Dieser Shuffle fixiert
, dessen Indess nicht mit Nele... ne beginnt

Also folgendermaßen Vine_name Vnnz.net+1)... ne

https://www.figma.com/proto/p5kQGe73KBeyQ6eVTJBtzp/Gupta-Sidki-Animation?node-id=69-3104&t=yqqoe2kNhVDvjHUT-1


·Nun lassen sich noch kompliziertere Automorphismen als unendliches Produkt von Shufflen schreiben

· Eine wichtige ist Der Wasserfall w=
1.

Teilbäume unter vo Shuffler
· Genau wie Wasser das über Stufen von Links

2. Teilbäume unter Un invers shuftler nach Rechts abwärts fällt
,

daher auch
3. Teilbäume unter vo shuffen

: usw Kaskadierende Symmetric genannt
3

· Wir erkennen auch das durch w nur ve und deren Kinder finiert werden
· Genauso wie bei o lässt sich w nicht nur an der Wurfel ansetzen

,
sondern an bet .

Kunden

iWn....p
ist der Wasserfall beim Knoten Unins

Wu
...g

kann als unendl. Produkt von Shufflen geschrieben werden
,

in dem man zu jedem Shuffle der Präfies n...

zu alles In dies beifügt

Bsp) :

=.. Betrachte
der Wasserfall unterhalb Knoten

Satz 6
.

2 :

Sei U eine UG von Aut(T)
,
erzeugt durch o und w .

Dann ist U eine endlich

Gruppe ,
in der jedes geG endliche Ordnung besitzt. Darüber hinaus ist die

Ordnung jedes Elementes eine Potenz von 3.

· Wir beweisen den Satz vollständig mithilfe von ein paar Rechenregeln und Lemmata

Det 6
.

3

Es existieren Ubienvon Aut(T)
,

welche isomorph zu U
.

Für jeden Knoten-label ninz -.. Des in T wird U als die UG von Aut(T)
,

die erzeugt wird
n,2 ... nk

· On ... es ) der Lokalen Swaps an diesem Knoten
& = 0

. 08%

· und Wennder dazugehörigen Wasserfall Symmetrie

· Also Innerhalb dieses Teilbaums verhält sich UmnatTung exakt so wie die ursprüngliche Gruppe U auf gesamt T



Beweis : Vol

Der volle 3-Baum T und sein Teilbaun unter vo ,
den wir To nennen sind als verwurzelte Bäume

kanonisch isomorph :

Schiebt das Wort
:T-> To Wi <Ow (Wist ein Wort in 20,

1
, 23

*) bau .
des Knoten nur nach unter

Unter entspricht der Leere Pfad (Wurzel) von T des Knoten Vo in To
,

ein Kind in in T landet auf dem Knoten Diw in To

Die Konjugation durch T induziert einen Gruppenhomomorphismus
8: Aut(i) -> Antito) +1 > TotoT+

Da UEAuH(T) und MozAut(To) genau die jeweiligen von 20,W bzw. 40, wob erzeugtenUber
-

Schränkt sich &) zu folgenden ein T :U -> Ko
Generatoren Abbildung
Unmittelbar prüft man #(0) = TOT-10 E(w) = Tw5 = wo

Kinder von Vo sind Voo
,
Von

,
Voz selbz Spiel

↑ (of" (voi))) =TP(vi)) = Y ( Vi+%3) = Vo
,

i +1 %

Also genau o unter Vo

Da a,w I evreuges und do , wo Ho erzugen Und Erzgrant Erzar abgebilcht werden ist surjektiv auf Up

E ist injektiv ,
da bijektiv ist & Konjugation stetz injektiv ist

,
da es ein innerer Automorphismus ist

Aljo ist ein Gruppen isomorphismus und er gilt Ho = U
.

Lokale Konjugationsregel
Regel General Conjugation
opt= 00 o o

n
...nk (n

,
+1)% 3 ,42... nk

&1:

020 = 02Goir

Es ergeben sich folgende Gleichungen
① WoGoOrte ...: = w = (06) (GOroes ...) = Go" We

② ·W8-1 :=1000-1) (058-1) (0600) (0) ...
= 8,"Go,Goo=

⑤ oo =oo"wozployool)(2,
04= 0

,%w

⑳Wowo

#) - undo wirken nur ich Teilbäumen1 d) der ersten Ebne

- während alle Faktoren von Wo in Teilbaum unter Ast 0 Operier
=> Disju Kle Wirkungsbereiche Element kommutieren



& 0102 wor)=wo"(wo = wo =: 0x
,

# (wo-1) = 000 = ow

Di= 0wo-1
# (020-20 = a(woo0 = 0(wo) =: x

,
0

Lemma 6
.

4

Jedes geh lässt sich als gi abe ... In schreiben
,

wobei Diezw,
swo,also

Berl : Da Z die Gruppe ,
die durch und w generiert wirdist

.

Kann jede ge2 dargestellt werden als Wort in 30,0 W
,
wDa weiter sist

o = 01 und we=0 lässt sich jedes geht darstellen als Wort aus 20
,
wi

Sei
g = eigen ... In mit yit40, w] und ye-w .

Suche in den Wort von Linko nach Rechts das erste Auftreten von o

Angenommen er ist an Stelle te
.

Also In= 0
,
d.

h
. Ya . 1

= W .
Somit haben wir an Stelle (h-1

, k) der Wortheit wo stehen welcher

nach I dasselbe ist - wie wo = o
2wo: 01

, Also (otwor)

Somit kan dasou nach linke verschoben werden
,

in den man die Wis zu (zwär's verwandelt

Alsio
g = wiy

... In-z(wo)Yp+1
... Un =olyyy

cok-2 we-3 h-1 Itations

↳R. - m u

g = 00y... Ypzw0Yk+... In
=01 ... Yp0Yk. In = 00y, ...YYY=out-1 ype ... Y

Suche in Ihre ... In das nächste Links liegende o.
Angenommen an Position I

,

dann ist Jet -1

The!Ze
= W

⑳it,byper ...=opype -. Geeign = ootheye+ 1
-.yn

um

(2- (+ 1) - 1
= cl- k- 4

h-1Nun steht dort a = wer=... = 0x

Also insexant cit2kye + 1 ... yn

Wieder das gleiche Prinzip angeweckt sonst lässt sich jechs o nach vorne verschicken und

dieDie Es
, 23 wobei=W hinzu kont

,
da wom zu. ab Inde v birn kein o mit aufferent

,
bleib

derBest bestehen. B

Folgende Prozess wird weiterhin verwendet. Um das festzuhalten ,
datiniern wir die OperatiZ

auf Wörteren D,... EEW,wo-1
, 02wo-2}

z(w) = 02a= z(awy = =(0)) = w= z(0
:y= z(x) = wwo-=:e

Dann erweitern wir z(e ... () = z(x) ... (n)
-

Wie im obige Angunet ausgenutzt wurde
,
besagen Gleichungen I

, III schlicht
, dass o = o Z(i) VeitEr,

⑳wo-,
Durch wiederholte Anwendung dieser Tatsache folgt dann

,
das o'wat 3

#p: Anworden von Prozess auf das Wort
Wowowowo

... 0 =0[(x...) Fritzw
,
erot

,or
*

wowowowo -> o Z(w) [/w) wowowo -> o2[4w)[4w)[(W)wowo ->04w)[w)["(2)[(W)was

->o 47Y/z"(r)[3(r) [rt[(r)[(w) =0(020-2) (2) (000-1000 2)2

Kongrue kommt zustande
,
da das Element or und die Operation Z beide Ordnung haben

.



Algorithmus Bew.
zu Lemma 6

.4Slide o Left"
1. Reduktion der Inversen :

- ersetze in g alle Vorkommen von - durch 02
- ersetze all wi durch wa

2. Schreibe g als =eige ... In mit getho,wid W
,
da gell

-> Da Z die Gruppe ,
die durch Wund w generiert wirdist

.

Kann jede ge2 dargestellt werden als Wort in 20,0 W
,
w

-

wegen der Reduktion lässt sich nun g als Wort aus 20, Wi
*

&0
,
0 ! w

,
wil

*

bedeutet alle
endlichen Verkettungen(Wörter) diser

Symbole , inklusive der Geren Wertes

Isodass y ,
= ro - falls o-Prätie JF0 -

yn=0)
3. Initialisiere R = jmod 3 ,

h = 181 , ...,
Em)

4. Wiederhole
,

bis h nur aus Ew,
we,ww besteht :

(2) Finde in h von links die erste o an Position p .

#

Dann steht an Position p-1 zwangsläufig ein w.

(b) Ersetze im Teilwort 2... Yp. durch

- 0 . 10will Regell : wo =o(owoll
OPER

0 . (0wal Regel1 : (WE20= 0 . 10wol

ODER
- ow Regel I: (owo-u = On

(2) Erhöhs R= K+ 1 und setze h := (neuer Teilwort) . Rest
5

. Am Ende stehen g=ak ...In mit jedem e:w,
wwo,wiworl

Wähle die so entstehenden n-minimal und setze ((9) = n (+1
,

falls R=0)

=>Ergebnis g in der gewünschten Normalform

Lemma 6
.

5
Es es . ein Homom . D :U-

s dessen Kern Keine
UG von U ist

, welche erzeugt ist durch Ew,owOlwol]



Bewu :

Ebene R sind alle Knoten
,

deren LabelLänge k hat
.

Für k= 1 sind das genau die drei

Kinder Vo
, V

, Ve der Wurzel
.

W wirkt dort als 3-Eykel auf die Kurden
.

und wland auch seine

Konjugate wiwoi fixiert alle drei Kinder V:
auf der Ebaze 1

.

Allgemein bilden Or und w Knoten auf Ebene be zu Kuoten auf Ebene k ab
. Hür bel. 130)

.

Also gilt für die gesamte Gruppe 2

dass Knoten auf Ebene k zu Kote auf Ehene h abgebilkt werden . Somit gilt für ein fies k , existiert eine Abbildung
von 2 nach Sym (3)p.

In diesem Beweis konzentrieren wir uns auf die Wirkung von I auf die drei Kunden Evo
, ve ,Ve3.

denn wist ein mende. Produkt aus Permostationen, die immer auf Unterbäumen unterhalb von Ebene 1 wirken.

Die Symmetrie o induziert die Zyklische Permutation (123) kaut der Indizest .

Während w die triviale Permutation induziert

Damit sind die einzigen Permutationen auf der Bild von ① sind Bild(d) = Ge,
(123)

, (132)] = <(123)) =:As Also 0:-Ageis

Betrachte gehl auf Evo
, K

,
VB .

Diese Wirkung ist ein 3-Zykel (VoVVelt mit med
,

1
, 23

.

Setze &(2) = Mmodsels
Es ist klar

,
das ein Gruppenkomm . ist

,
weil Hintereinanderausführens von Permutationen

,
die entsprechende Exponenten addiert

Da schon das Bild von o allein ganz As ausfüllt
,
ist surjektiv.

Weil wekern(d) = K mac K normal in 22 ist
,

ist die Menge Ew,
owoi

, o'wock
Ka

Also ist H =<w,wwwos)I & HEK
Es genügt zuzeigen

,
dass jedes Erzenguelement von H unter Konjugation durch die Erzeuger von U

,
nämlich o und er in H bleibt.

Wenn gett
,
dann gibt nach Lemna 6. 4 g =we... Mit die Ewwwo

,
vary .

Somit jedes gell ham

als gahh dargestellt werden mit he50,123 und helt. gH = (okh/H = anH = ORH

Also U/ = EH,
oh

,
NET,

Zyklisch Gruppe von Ordnungs

Insgesamt Hal und K = Kern(d)U & DHEXs und NIKE Ze
und mit HaK folgt : 1 : H= Mikk = H = K

Der ursprüngliche alsH eingeführte UG ist genau der kur K
,

erzeugt durch Eu,
wo,was,

Die Behauptung ,
das 2 endlich erzeugt ist

,
ist offensichtlich.

Die Behauptung ,
das ze unendlich ist folgt aus Lemmag . 6

.,
da in einer endlichen Gruppe

kan kein echte Untergruppe auf die Ganze Gruppe surjektiv abbilden.

Lemma 6.

6 :

Der Kern K surjeziert auf 22.
Beur : Die UG K ist die Sammlung von Elementen in Z

,
welche Vo ,V und Ve fixieren

.
Jeder einzelne Erzeuger von k,

& w,wo diwill kann als Produkt von Elementen der o
,
o: und wilies) dargestellt werden wir in00. gek lässt sich als (Eig ,Elt

,,
glt)

Tripelschreiben
Da die drei Teilbäume To

,
J

,
und J

,
sich nicht überschneiden

,
kann jeder Erzeuger von K als Element von VoxUXWe

betrachtet werden
,

wobei jeder U
,

wie in Det
. 6 . 3 ist

.
Es folgt dass KVoxUXUz ist

.

Wir können nun die Projektionsabb.
Yl:K-U

: z . B.

haben wir unter To folgendes Wl)
ist ein Gruppenhomomorphismus Swat-Wo

Tolk) = Bild(no) = 20
, % = H Wa

Damit ist die Projektionsabbildung surjektiv
O

Da UoEU folgt die Behauptung ,
das K auf U surjeziert.



Unter all diese Darstellungen ex. Wegen der endlichen Erzensermenge mind
. eine mit kleinsten n

Zu aller Erst definieren wir eine Länge" für jedes gell .

In dem man g
als solch ein Ausdruck schreiben kann g

= wie...
,
wobei ,... Ew

, wwo-
,
vor

und n so klein ist wie möglich . Dann lässt sich folgendes definieren

((g) : = [u+ 1 :R
um sich erzustellen

,
das ((0)=1

,
1(02)= 1

,
1(w) = 1 gelten und

=0 ist nur für das neutr. Element übrig bleibt

k= 0:

i

Was ist den eigentlich die Bedeutung von I ?

1. Jeder Faktor Ew,
wwör

,wähz führt einen Wasserfall genau
unter dem Knoten Vo

,
V
, Ve aus-Also jeweils eine Ebene tiefer im Dann

2. Wenn man diese hintereinander schaltet große, ... n,dann wirkt gabsolut trivial

auf alle Ebenen oberhalb der Ebene und nicht-trivial ab dieser Ebene nach unter

Also f(g) = d bedeutet g wirkt trivial auf Ebene d-1 und aberhalb

Und erst ab Ebens d
,

entstehen die nicht-trivialen haskadierenden Shuttler

Aso wie weit in die Tiefe des Baumes g seine Wirkung hinein fährt
.

Lemma 6
.

7 Jeder gel hat eine dreier-Potenz als Ordnung



&W : der Bareis geschicht per Induktion auf 1(8) .
Der Basisfall

,
das 118)=1 beihaltet es zu zeigen

,
das die Ordnung dieser

Elate 0
, 000m

,
Go Ordnung I haben

# ((g) = n +1 gilt und für jedes hell mit (h) <1(g) gilt bereits ord (h) = am

IS : Man muss folgend 3 Fälle betrachten

Fall 1 :

g = 0x1...n

Sei no die Anzahl der Vorkommen von w entlang der Di Somit n= no
+

h+ 12
Sei n

, die Anzahl der Vorkommen von entlang der Di
Sei ne die Anzahl der Vorkommen vonwie

entlang der Di
3 # der Kaskedivenden Shuffle

Da wir gü,... angenommen haben folst

g= x...x...0x ... x = [2(x...
x)[(x, ... (n)(x...an)ek

Im resultierenden Ausdruck vongt taumt w also no-mal in (, ... n)
,

n
,
- Mal in Z

,...,) und nimal in 24...) auf.
Also insgesamt n = noth, the mal

. Selbermaßen tauchen (war) n-mal und (wo) n-mal auf.

Betrachtet man Kals eine UG von KoXUle ,
wie in Lemma 6

.
6 sehen wir

,
das 93= /80, E,) ,

wobei E
,
El,

Wendet man die Glg'se D
.0, an sehr wir

. g i
kann als Wort in Ewi

, o, di
*

von der Länge zu
,
mit genau n Vorkommen

, jede Wi ,
di und o

Durch anwenden von Regel D,schen wir
,
dass a und anach Links verschoben und gestrichen werden können .

Was in einem Wort von Länge n resultiert

mit Benutzung des Alphabet Swi, W,W, 02}
Per Induktion istdierdnung der gi eine Potenz von 3

,
was bedatzt die Ordnung von ist eine Potenz von J und damit ist Ordnung von

and Potect rond Ord(gi) = zm
weil gekcHoxHexU2

Warum ?
-
.

((zi)= ncn+1 =1(y) 2. Ord(2)= KeV(ord (80)
,ord/g1)

, ord(e))= KSV/ymo
, ym, ymy = yM

Also g : eine Potenz von 3 wobei M =max(mo
, my, ma) ,

da 3 prim

3. Da Ord(g) = 14 ist = (g3)3= 1 = g3M
+

Ist d = ord (s)
,
so ist do das kleinste mit ga = 1

Weil gMt= 1 = d/zM+1

Jeder Teiler einer Primzahlpotenz ist selbst eine Primzahlpotenz
=> ord(s) = d = j mit 0xN = M + 1

Fall2 :

g= 02... an

Das Vorgehe ist sehr ähnlich zu Fall 1 : Step 1 : Ausdruck von g= (02...?
Step 2 : Sliding o Lett mit D-B und D- bzw.

den Algorithmus

Step 3 : Restriktion auf die drei Teilbäume

Step 4 : IA und IV verwenden

Step 5 : Ord(g auf Ord (2) zurückführen

Falls :

g= x
, ..,n,n +1

Wir haben wieder n = nothin .

Wir können annehmen das zwei von Noch, ha nicht Null sind
,

denn ansonsten wäre g eine Potenz von

&, rogewörz und damit wäre ord (8) = 1 oder J
.

Also können mir annehmen
,
das jedeo nizu ist .

Da niek geh und damit g = (80
, d, 22) E UoXU

, XU2
Anwender von D. 0 G Liefert das jecs si als Wort der Länge n +1 dargestellt werden kann in 20,

W*
Wir missen sogar genau wie viele Element dieses Alphabets auftreten . Z .

B
. Wo tritt ne-mal in Ge auf

,
W
,

tritt ne-mal in 2,
auf

, we tritt normal in ge aut

Aus g, bauen
.
Dann glt, = gi

.

In den drei Faktoren 24
, ...) verschobe->z(,

...in)
, (. ... ) werden die Original-Index-Werte 0

,
1

,
2 Eyklisch um + 2,t1erNun ersetzen wir in jeden gi di mit o werdending zu Lett" an mit der Technik von Lemma6. 4

g) = 24... )z(... )(... ) = A . B . CAlso lässt sich jedes zi darstellen mit 2= 032, ...mi gi = ght = Alti Bli (ht
,

wobei...m, &Wi, Wiw, oMagist
*

und Mi = Mit
· A wirkt auf Ti genau an den Stellen

,
an den im Wort ag den Indee jägi-2 hat

· Bericht auf Ti genau an den Stellen
,
an deren Egi-1

· & wirkt auf Ti genau an den Stellen
,
an deren jegi

Länge abschätzen

Miz + p
= n

um

#:Wi.23 #Eji1} #wi}

So gilt sofort 1/2i)< + =(19)
Genau diese Kombination aus endlicher lokalen Verzweigung und unendliche Tiefe macht der

verwursten ternären Bau zur perfekten Bühne
,
auf der die Gupta-Sidki-Gruppe ihre endliche Torsionseigenschaft

ausspielen kann
.



Die Gupta-Sicki Gruppe widerlegt die Ursprüngliche Vermutung,
dass Exponent 3 plus endliche Erzeugung auch Endlichkeit erzwingt.

Sie ergänzt damit das Bild
,

dass B12
, 3) zwar endlich aber B(3, 3) und dat über hinaus unendl sein kann

.

Wichtig:

· Exponent alleine reicht nicht : Man muss sehr feingliedrig konstruieren
,
um endlich erzeugte Torsionsgruppe mendlich zu machen


