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Ziel unseres Vortrags

Wir fiihren zundchst die Serre‘s Figenschaft FA ein. Dann diskutieren wir, wieso
endliche Gruppen diese Figenschaft iiberhaupt haben. Als Ndchstes diskutieren wir
wieso die Automorphismengruppe der freien Gruppe ¥, fir n > 3 FA hat. Damit
kénnen wir folgern, dass fir n > 3, dies auch fir GL,(Z) geht. Zuletzt geben wir
einen Ausblick, dass es eine Charakterisiereung von der Fingenschaft FA fiir abzihl-
bare Gruppen gibt und beweisen dann, dass die Eigenschaft fir Glo(Z) nicht erfillt
15t.
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1 Endliche Gruppen wirken auf Baumen

Motivation: Bevor wir mit dem Seminar beginnen, stellen wir uns zundchst die
Frage: Was ist die Abkiirzung FA eigentlich? F kommt aus dem FEnglischen und
heifst “fired” und A kommt aus dem Franzdsischen und heifst "Arbre”, auf deutsch
"Baum”. Also beschdftigen wir uns in diesem Seminar iber five Baume. Auf deutsch
gesagt: Die Serre‘s Figenschaft der Fizbdume. Ziel unseres ersten Kapitels ist es zu
zeigen, dass jede endliche Gruppe diese Eigenschaft hat. Dazu fiihren wir zundchst
folgende Definitionen ein:

(1.1) Definition (Bahn). Sei v € T jeder Knoten von 7 und sei die Bahn von v die
Gruppenwirkung unter GG, dann gilt

O(w)={g-v|geG}

(1.2) Definition (Serre‘s Eigenschaft FA). Sei G eine Gruppe. Dann sagen wir, dass
G die Serre‘s Eigenschaft FA hat, falls fiir jeden Baum 7 mit der Gruppenwirkung
T G gilt, dass ein v € T existiert mit

Stab(v) = G.
(1.3) Theorem. Jede endliche Gruppe erfillt die Serre‘s Eigenschaft FA.

Beweis. Sei G eine endliche Gruppe und sei 7 v G die Gruppenwirkung von G auf
T . Sei T der Teilbaum, welcher sich durch die Vereinigung aller Knoten und Kanten
von T entsteht, die im kiirzesten Pfad zwischen Elementen von O(v) auftreten wobei
v € T ein Punkt in 7 ist. Da auferdem g-O(v) = O(v), fiir jedes g € G, folgt, dass

G auf To(,) wirkt. Wir definieren nun 7&3}), als den Baum durch dass entfernen der

Blétter, also Knoten mit nur einer einzigen Kante und wir definieren 72§?3), als den

Baum, welcher sich nicht weiter in Teilbdume zerlegen lasst.

Fall 1: 7;;?3) ist schon erreicht
Es gilt stets, dass wir unseren Fixpunkt erreicht haben also Stab(v) = G.

Fall 2: 7?578) ist noch nicht erreicht
O(v) enthélt Knoten mit Valenz 1. Die Gruppenwirkung O(v) v» G muss diese
Blatter Permutieren, so auch alle nicht-Blatter-Knoten. Sei nun 7&2) der Baum
durch das Entfernen der Blatter. Somit konnen wir diesen Prozess immer weiter
durchfiihren solange es Knoten mit Valenz 1 gibt. Wir erkennen auch, dass die
Teilbdume ’Tg&;l) alle dann weiterhin auf G wirken. Da wir endliche Gruppen G

vorausgesetzt haben sind alle Teilbdume 7;;?1;1) endlich so auch der letzte

Teilbaum 72578) Und da dieser letzte Teilbaum sich nicht weiter in Teilbdume
konstruieren lasst gibt es keinen Knoten mit Valenz 1 und es gilt Fall 1.

[l
(1.4) Beispiele.

(1) Sei G =Id mit T v~ G. Wenn wir einen Punkt v € 7 wéhlen, dann enthélt die
Bahn nur diesen einen gewéahlten Punkt.
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Also haben wir stets diesen Fixpunkt gefunden und es gilt
Stab(v) =1d =G

Also hat G die Eigenschaft FA.

(2) Sei G = Z/2Z. Wir betrachten 7 v G, wir wéahlen v = 0 (rote gestrichelte Linie)
und v = 1/2 (blaue gestrichelte Linie), da wir gerade mit Spiegelungen auf Z wirken
z.B. wir spiegeln bei v = 0, dann liegen —3 und 3 auf der gleichen Bahn und wenn
wir bei v = 1/2 Spiegeln, dann liegen —2 und 3 auf der gleichen Bahn. Also erhalten
wir folgendes Bild:

N

S = A
4 NN 1 2 ¥ 4

- - -

Nun kénnen wir, wie im Beweis Theorem 1.3, Teilbdume konsturieren. Also erhalten
wir folgende Baume:

Fall 1:
i il i v i Ve -y
3 2 -1 0 1 2 3 o)
Fall 2:
e
\ \ \ \ | 7~(1)
-2 1 2 \3 o)

Nun koénnen wir durch entfernen der Bléatter, also Knoten mit nur einer einzigen
Kante zu einen neuen Teilbaum konstruieren. Somit erhalten wir folgende Teilbau-
me:

Fall 1:
I A A A 72
2 10 1 N2 O(v)
Fall 2:
— — — o
\ \ | 2
1 2 729(1))
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Diesen Prozess fithren wir jetzt solange durch, bis wir wie in dem Beweis keine wei-
teren Teilbadume konstrieren kénnen. Somit erhalten wir folgende Teilbédume:

Fall 1:

Fall 2:

g1

Also erhalten wir im ersten Fall dann Stab(0) = Z/2Z = G und im zweiten Fall
Stab(3) = Z/2Z = G Also hat G sowohl im ersten also auch im zweiten Fall die
Eigenschaft FA.

(3) Sei G = Z/37Z. Wir betrachten T« G, also die Wirkung durch Rotation um
einen Knoten in einem 3-Valenten Baum. Wéhlen wir v € T als den Ursprungspunkt
in der Mitte des Baumes dann gilt stets Stab(v) = G. Wéhlen wir v € 7T nicht als
den Ursprungspunkt, dann existieren durch Rotation zwei weitere Punkte die auf der
Gleichen Bahn liegen. Dann existiert ein kiirzester Pfad zwischen den drei Punkten
die auf der gleichen Bahn liegen. Nun fithren wir den Prozess aus Theorem 1.3 durch
und erhalten Stab(v) = G also hat die Gruppe G FA. Dies kann man sehr gut sehen
wenn wir den Punkt v = Dyy; wahlen:

221

322 222
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Nun kénnen wir wieder durch das Entfernen der Blétter einen Teilbaum konstruie-
ren, also erhalten wir 7252)

b

Oy

Wir fithren den Prozess weiter durch. Wir erhalten den Teilbaum 7;;2)

Y5,

A

Nun fiihren wir den Prozess noch ein einziges Mal durch und erhalten somit den
Teilbaum 72538}), welcher sich nicht weiter in Teilbdume zerlegen lasst

Ay
[

Also haben wir einen Fixpunkt v' = A; gefunden, womit wir folgern konnen, dass
Stab(v') = Stab(A;) = Z/3Z = G.

Also hat G Eigenschaft FA.

(4) Die Gruppen Z ~ Z, D4, haben keinen Fixpunkt v € T, also gilt Stab(v) = Id,
somit haben die Gruppen Z und D, nicht diese Eigenschaft.

(1.5) Korollar. Sei T ein bipartierter Baum und sei G eine endliche Gruppe eingebettet
in Sym™ (T) dann gilt: G fiziert einen Punkt.

Beweis. Da die Gruppe G endlich ist, gilt nach Theorem 1.3, dass G die Eigenschaft
FA hat. Somit gilt, dass in G stets ein Fixpunkt fixiert. n

(1.6) Korollar (Virtuell freie Gruppen von I. Griesbach (Korollar 3.30)). Die der

Knoten des Baums die einem freien Produkt A x B zugeordnet sind, sind Konjugate
von A und B.
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(1.7) Korollar. Sei H eine endliche Untergruppe von A x B, dann ist H konjugiert zu
einer Untergruppe von A oder B.

Beweis. Nach Korollar 1.6 sind die der Knoten des Baums, die einem freien Produkt
A *x B zugeordnet sind Konjugate von A und B. Nach Korollar 1.5 existiert eine
endliche Untergruppe H von A x B, welches einen Knoten fixiert.

Somit gilt

H<A =g 'Ag oder H < BY=g¢g 'Bg

fiir ein g € Ax B. Also folgt, dass H konjugiert zu einer Untergruppe von A oder B
ist. [
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2 Serre‘s Eigenschaft FA und unendliche Gruppen

Motivation: Wie im letzten Kapitel diskutiert, haben die oo-Gruppen Z, D, mit
der Gruppenwirkung

Z 7, Dy

keinen Fixpunkt, also besitzen diese Gruppen kein FA. Wir haben im letzten Kapitel
gesehen, dass jede endliche Gruppe FA hat. Wir haben auch gesehen, dass es Gruppen
der Ordnung co gibt, welche die Eigenschaft nicht haben. Daher stellt sich die Frage:
Gibt es Gruppen der Ordnung oo mit FA? Im Allgemeinen, mit der Defintion ist
FA schwer zu zeigen! Ziel unseres ndchsten Kapitels ist es zu zeigen, dass die A-
Bedingung erfillt ist um zu zeigen, dass die Gruppe FA hat.

(2.1) Definition (Fixpunktuntermenge). Sei G eine Wirkung auf einer Menge X.
Dann ist fiir jedes Element g € G die Fixpunktuntermenge definiert als

Fix(9) ={r € X | gz = z}.
Fiir eine Untergruppe H < G, setzen wir
Fix(H) = () Fix(h).
heH

(2.2) Lemma. Sei G eine Gruppe, die auf einem Baum T wirkt. Dann ist entweder
Fix(G) = 0, oder die Fizpunktmenge ist ein Teilbaum von T .

Beweis. Sei G eine Gruppe, die auf einem Baum 7 wirkt. Wir nehmen an, dass
Fix(G) # 0. Wenn v, w € Fix(G), dann gibt es genau einen kiirzesten Kantenweg,
welcher v und w enthélt. Somit muss dieser punktweise von G fixiert werden. Also
ist Fix(G) ein zusammenhéngender Teilbaum von 7. O

(2.3) Lemma. Sei G eine Gruppe, die auf einem Baum T wirkt, und seien H, K < G.
Dann gilt:

Fix((H, K)) = Fix(H) N Fix(K)
Beweis. 7 C” Wir wissen, dass H, K < (H, K). Somit gilt
Fix((H,K)) C Fix(H) wund Fix((H, K)) C Fix(K)
Also gilt hiermit, dass Fix((H, K)) sowohl in H als auch in K drin liegt, also folgt
Fix((H, K)) C Fix(H) N Fix(K).

7 D 7 Wir setzen x € Fix(H) N Fix(K), denn dann wird  von allen h €
H und k € K fixiert. Wir kénnen ein beliebiges Element in (H, K) als Produkt
hikihoks - - - hypky, fir h; € H und k; € K schreiben, wobei i € {1,--- ,n}. Also gilt

2.(hiky - hokn) = ((zha)ky - Buky) = (2.k1)hoks - hukn) = - = (2.hn)kn) = 2.k = .

Also fixiert x jedes Element (H, K). Also folgt
x € Fix((H, K)).
Und somit gilt
Fix(H) N Fix(K) C Fix((H, K)).
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Korollar. Sei G eine Gruppe, die auf einem Baum T wirkt, und seien
H,, H,, .. . H, <G. Dann gilt:

FiX(<H1, HQ, ce 7Hn>> = FlX(Hl) N FlX(HQ) N---N FlX(Hn)
Beweis. Wende den Beweis aus Lemma 2.3 auf n € N Untergruppen an. O]

Proposition (A-Bedingung). Sei G eine Gruppe, die von drei Untergruppen Hy, Ho
und Hy erzeugt werden. Wir definieren H;; als die von H; und H; erzeugte Unter-
gruppe also H;; =4e5 (H;, H;), furi,j € {1,2,3},1 < j. Wenn H; und H;; endlich
sind, dann hat G die Eigenschaft FA.

Beweis. Sei G = (Hy, Hy, H3). Wir zeigen:
Fix(G) # 0

Wir setzen voraus, dass H; und H;;, fiir alle 7,5 € {1,2,3},7 < j endlich ist. Dann
gilt nach Theorem 1.3

Also kénnen wir folgern, dass

Fix(H;;) (= Fix(H;) NFix(H;)
J N Vs J
240 Lemma?2.3 -£0

Damit aber dies gilt muss auch Fix(H;) # (), denn angenommen Fix(H;) = (), dann
ware Fix(H;;) = (), was zum Widerspruch fithren wiirde. Also gilt

Fix(H;) NFix(H;) # 0.
——

N——
£ #0

>
Wir wahlen nun v € Fix(H;)NFix(Hs) und w € Fix(H)NFix(H3). Denn dann liegen
v und w sowie der kiirzeste Kantenweg zwischen v und w vollstandig in Fix(Hs).
Da v,w € Fix(H;) U Fix(H;) und dieser ein Teilbaum ist liegt der kiirzeste Pfad

zwischen v und w in Fix(H;) U Fix(H3). Also liegt auch der Weg von v nach w in
Fix(H,) N Fix(Hs).

J/

Y

Nav
N

Also folgt, dass der kiirzeste Kantenweg Fix(H;) N Fix(H3) schneiden muss. Somit
gibt es ein Schnittpunkt zwischen Fix(H,) und Fix(H;) NFix(H;). Also existiert ein
Punkt in

Fix(H) N Fix(Hy) N Fix(H3).
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Nun wenden wir Lemma 2.4 an welches zeigt, dass

FIX(G) = FiX((Hl, Hg, Hg)) \:// FlX(Hl) N FIX(HQ) N FlX(Hg) 7é @

Lemma?2.4
Also folgt Fix(G) # 0. O

(2.6) Lemma (Ebene Spiegelungsgruppen von C. A. Genua-Noguera (siehe No-
tizen (2.Lemma)). Seien Dy Drehungen und S; Spiegelungen um einen Untervek-
torraum U CV, k. j € {p,¢'}, p,¢" €[0,2n] dann gilt

.5 = Dy

(2.7) Beispiel. Wir hatten uns im zweiten Kapitel unseres Seminars die Ebene Spie-
gelungsgruppen von C. A. Genua-Noguera angeschaut. Dazu hatten wir uns drei
Untergruppen dieser Spiegelungsgruppe angeschaut, also H; = (r), Hy = (s) und
Hjz = (t). Nun gilt, dass Hy, Hy und Hj isomorph zu C5 sind. Nach Lemma 2.6 von
C. A. Genua-Noguera folgt, dass His, Hi3 und Hsz isomorph zu der Diedergruppe
mit sechs Elementen sind, also D3 dann folgt, dass |H;|, |H;;| < co. Also folgt nach
der A-Bedingung, dass diese Spiegelungsgruppe FA hat.
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Die Gruppe Aut(F,) der freien Gruppe F,

Motivation: Wir haben in den letzten zwei Kapiteln gesehen, dass die endlichen
Gruppen FA haben und allgemeiner auch Gruppen, welche die A-Bedingung erfiillen.
Nun stellen wir uns die Frage, fir welche n € N, die Gruppe GL,,(Z) FA hat. In
diesem Kapitel zeigen wir nun, dass fir n > 3 die Automorphismengruppe Aut(F,,)
der freien Gruppe F,, FA hat, und damit folgern wir dann, dass fir n > 3 auch
GL,(Z) FA hat.

Definition (Elementare Automorphismen). Die elementaren Automorphismen
von Aut(F,,) bestehen aus drei Typen von Abbildungen, welche die Erzeuger der frei-
en Gruppe F,, transformieren:

1. Permutationsautomorphismen:
;0 = Ziy, o0 € Sym(n)

2. Inversionsautomorphismen:

1 .
o x] ) 1= j
Tjly =
xj, sonst
3. Nielsen-Automorphismen:

rix;, k=1 .
xkﬂz‘jZ{ ’ i # ]

7
Tk, sonst

Bemerkung. Die von den Permutationsautomorphismen aufgespannte Unter-

gruppe, sind isomorph zu Sym(n) und die von den Inversionsautomorphismen

aufgespannte Untergruppe, sind isomorph zu (Z;)®" = Zy @ - -+ @ Zy. Diese bil-
—_——

n—mal
den zusammen €, = (0,¢;) < Aut(F,) mit |Q,| = 2" - nl, fiir 0 € Sym(n) und
j €{l,---n} wobei in dem (o,;) alle Erzeuger sowohl von den Permutationsauto-

morphismen als auch von den Inversionsautomorphismen enthalten sind.

Definition. Wir definieren drei Automorphismen von F,, der Ordnung 2.

Ty = T122,
9. F, —F,, x2l—>x2_1,

¢ _
To = T3
7:F, = TF,, ’
XT3 = Ta,

( ~1
Ty Ty,

) 1
n:F, =, {xy—a],

\l’l"%fﬂi, 1> 3.

Weiter definieren wir drei Untergruppen Hy; < Q,,, Hy = (J) und H3 = (7).
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(3.4) Bemerkung. Die Automorphismen ¢, 7 und n haben Ordnung 2, da fiiri € {1,--- ,n}
gilt:

P =, wri=x;, xn=ux;, YVieEN

Das folgende Theorem (zuerst bewiesen von Nielsen im Jahr 1924 [5]) ist nicht allzu
schwierig, und der interessierte Leser findet eine gute Darstellung davon in [6].
Die Details sind jedoch zu umfangreich, als dass wir sie hier vollstindig aufnehmen
kénnten.

(3.5) Theorem. Die elementaren Automorphismen erzeugen Aut(F,).
(3.6) Korollar. Die Gruppe Aut(F,) wird von €, und p12 erzeugt.

Beweis. Nach Bemerkung 3.2 wissen wir, dass Q,, = (o,¢) < Aut(F,,) mit
|2,,| = 2™ - nl. Wenn nun o ein Permutationsautomorphismus ist, dann gilt

P?j = 0_1pij0 = Pio,jo
Zunichst zeigen Wir Z,(1)p7y = To(1)P0(1),0(2)- Betrachte hierfiir:

To)Ply = To) (0 p120) = (Teyo 120 = T1p120 =

(2122)0 = (210)(220) = Zo(1)To(2) = To(1)Po(1),0(2)-
Als letztes zeigen wir x;p{, = ;. Dazu schauen wir uns z;, fiir ein j = {1,--- ,n}
mit j # o(1), also o71(j) =i # 1. Also gilt
2ip7y = (07 p120) = (2;07 ) p120 = (X3p12)0 = Ti0 = To(s) = To(o-1(j)) = T;
Also folgt insgesamt
P12 = Po(1)0(2)s o € Sym(n), beliebig

Also haben wir gezeigt, dass durch Konjugation von pj, mit Elementen o in Sym(n)
alle anderen p;; erzeugt werden konnen. Somit folgt insgesamt

<Qn7 1012> = Aut(Fn)
[
(3.7) Lemma. Fir n > 3 der Untergruppen Hy < Q,, Hy = (9), H3 = (1) von Aut(F,)
erfillen die A-bedingung.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass HyUH>U Hj eine Erzeugendenmenge fiir Aut(F,,)
ist. Sei also o;; der Permutationsautomorphismus welches die Erzeuger x; und z;
tauscht. Konjugieren wir den Automorphismus o3, € H; mit einem Element 7 € H,
dann erhalten wir oy, dies liegt daran, dass mit Definition 3.3 gilt

—1 0O3n -1

T T

xr1 — Ty — T, — 1
T o3n T

To — T3 — Ty — Tn
T o3n T

T3 —> Ty — Ty —> T3
T O3n T

Ty — Ty — Ty — T4
T O3n T

Tp—1 — Tn—1 ? Tp—1 — Tn-1
T o3n T

Ty — Ty — T3 — To.
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Konjugieren wir ¢,, € H; mit 09, dann erhalten wir 5. Konjugieren wir o3, mit og,
dann gilt o93. Wir erhalten dann auch ¢y = o937 und 015 in (Hy, He, Hs), welches
dann 7¢1t9 entspricht. Damit enthélt die von H;, fiir ¢ € {1,2,3} erzeugte Unter-
gruppe alle 0;; und alle ¢; fiir i € {1,--- ,n} und somit auch €2,. Da ¥ € Hy und
Ly € Qy, folgt p1o = Vg € (Hy, Hy, H3). Somit enthélt (Hy, Hy, H3) sowohl Q,, als
auch pio. Daher gilt nach Korollar 3.6, dass

<H1, HQ, H3> = Aut(Fn)

Wir wissen, dass |H;| < oo. Jetzt ist noch zu zeigen, dass |H;;| < oo.
Wir zeigen zunéchst |Hys| < oo.
Da (Sym(n — 2), t,,) = 2,2 wobei Sym(n — 2) auf {x3, 24, - ,z,} operiert. Somit
gilt His = (2,2, (9, 7n)). Da die Erzeuger miteinander kommutieren folgt, dass
His = Q, 2@ (9, n). Nach Bemerkung 3.4 folgt, dass ¥ und n die Ordnung 2 haben.
Das Produkt 9n hat Ordnung 3. Da 97 # nd, folgt insgesamt, dass (¥, n) = D3 Also
folgt, dass Hys = ,,_o® D3. Somit folgt, dass |Hia| = [Q,—2a® D3| = [Q,—2|| D3| < 0.
Nun zeigen wir |Hy3| < oo.
Da H,3 von Elementen (2,, erzeugt sind folgt, dass Hy3 < §2,,. Also folgt |Hi3| < oo.
Jetzt miissen wir nur noch zeigen, dass |Has| < 00.
Da Hs3 = (¢, 7). Nach Bemerkung 3.4 haben ¥ und 7 die Ordnung 2, und das
Produkt J7 hat die Ordnung 4. Somit hat (J,7) insgesamt die Ordnung 8. Da
zusitzlich 97 # 70 gilt, folgt, dass (¥, 7) = Dy also folgt Hes = Dy und es gilt
|H23| < Q0.
Da |H,|,|H;;| < oo, folgt nach Proposition 2.5 die Behauptung.

[

Theorem. Die Automorphismengruppe der freien Gruppe I, firn > 3 hat Serre‘s
Figenschaft FA.

Beweis. Aus Proposition 2.5 und Lemma 3.7 folgt stets, dass Aut(F,,) Eigenschaft
FA hat. O

Lemma. Wenn G Eigenschaft FA hat, dann hat auch der Quotient von G die Fi-
genschaft FA.

Beweis. Wir setzen voraus, dass G die Eigenschaft FA hat. Wir setzen G/N = H.
Nun kénnen wir eine Wirkung von H auf 7T stets zu einer Wirkung von G auf T
fortsetzen, mittels der surjektiven Abbildung

0:G—H

und damit erhalten wir G — H — Aut(7). Da G und H das gleiche Bild in Aut(7)
haben, und G einen Fixpunkt aufgrund von FA hat, hat auch H diesen Fixpunkt.
Also folgt, dass der Quotient von G auch die Eigenschaft FA hat. O

Korollar. Fir n > 3 erfillt GL,(Z) die Eigenschaft FA.

Beweis. Wir betrachten den Epimorphismus
v Aut(F,) — Aut(F, /[F,,F,])

Durch [F,,,F, ] erzeugen wir gerade Kommutatorelemente. Die Idee ist nun alle Kom-
mutatoren rauszuteilen indem wir F,/[F,,F,| haben. Da wir alle Kommutatoren
rausgeteilt haben erhalten wir gerade nur Elemente in [F,,, also Erzeuger die, die



3 DIE GRUPPE Aut(F,) DER FREIEN GRUPPE F,, 13

Struktur Z" respektiert. Dies konnen wir also so vorstellen, als hdatten wir die Funk-
tion

w : Fn/[FnaFn] — Zn,l'i — €;

Dadurch erkennen wir, dass jeder Erzeuger x; bijektiv auf ein Basisvektor e; ge-
schickt wird. ¢ ist offenbar ein Homomorphismus, also folgt F,,/[F,,, F, ] = Z". Nach
Theorem 3.8 wissen wir nun, dass Aut(F,) fir n > 3 Eigeschaft FA hat. Da auch
der Quotient nach Lemma 3.9 Eigenschaft FA hat, hat auch Aut(F,/[F,,F,]) Ei-
genschaft FA. Also gilt, dass

Aut(F,/[F,, F,]) = Aut(Z")
fiir n > 3 auch die Eigenschaft FA hat. Also folgt, dass fiir n > 3 auch
Aut(Z™) =2 GL,(Z)
die Eigenschaft FA hat. Also folgt die Behauptung. ]

Nun haben wir gezeigt, dass fir n > 3, Aut(F,) und GL,(Z) die Eigenschaft FA
haben. Was ist mit dem Fall n < 3. Haben die Gruppen dann immernoch FA oder
wird diese Eigenschaft verletzt? Fir n = 1 haben wir Aut(F;) nun ist zu prifen ob
diese Gruppe endlich ist. Da

Aut(F,) = Aut(Z) = {+1} = Z/27.

ist die Gruppe endlich, also kénnen wir Theorem 1.8 anwenden, womit wir daraus
folgern konnen, dass Aut(Fy) die Eigenschaft FA hat. Nun prifen wir ob GL1(Z)
endlich ist. Da

Gl (Z) =27 =2 {£1}

ist auch GLq(Z) endlich, also gilt hier auch nach Theorem 1.3, dass GLq(Z) die
Figenschaft FA hat. Nun zun = 2. Also schauen wir uns Aut(Fs) an. Nach Korollar
3.10 hatten wir gezeigt, dass Aut(Z") = GL,(Z), d.h. Aut(F,,) ist sehr eng mit der
Gruppe GL,,(Z) verbunden. Weiter wissen wir irgendwie, dass die Gruppe SLa(7Z) ein
amalgamiertes Produkt ist. Aber das erfahren wir im ndchsten und letzten Kapitel
d.h. der Beweis, dass SLy(Z) ein amalgamiertes Produkt ist bleibt in diesem Kapitel
zundchst erstmal offen.
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Charakterisierung der Figenschaft FA fur abzahl-
bare Gruppen

Motivation: In dem vorherigen Kapitel haben wir bewiesen, dass sowohl Aut(F,,)
als auch GL,(Z) firn > 3 FA hat. Am Ende des vorherigen Kapitels haben wir dies
auch fiir n = 1 direkt gezeigt. Nun war aber die Frage ob fir n = 2 die Eigenschaft
FA dieser beiden Gruppen erfillt ist und hier wollen wir uns einem Theorem witmen,
welches in [4] gezeigt wurde. Damit konnen wir zeigen, dass SLa(Z) kein FA hat. Wir
stellen uns also zundchst die Frage: Was ist {iberhaupt ein amalgamiertes Produkt?
Wir fithren dazu die folgende Defintion ein:

Definition (Amalgamiertes Produkt). Seien G1,Gy zwei Gruppen und seien
A < Gy, B < Gy zwei isomorphe Untergruppen. Sei ¢ : A — B ein Isomorphismus.
Das amalgamierte Produkt von G; und Gs bzgl. ¢ : A — B ist die Faktorgruppe
von G * G bzgl. des normalen Abschlusses der Menge {(ap)a™ | a € A} und wird
als G x4—p G5 bezeichnet.

Lemma. Die Gruppe SLy(7Z) ist ein amalgamiertes Produkt.

11

Beweis. Wir betrachten die Translationsmatrix 7' = (O 1

) und die Spiegelungs-

0 —1
1 0
R= <(1) _11) . Die zugehoérigen Ordnungen sind Ord(S) = 4 und Ord(R) = 6. Wei-
ter wissen wir, dass R = S? = —1Id. Also erhalten wir die folgende Prisentation
von SLy(Z).

matrix S = ( ) Nun bestimmen wir R = ST'. Dies gibt uns die Matrix

SLy(Z) = (z,y | z* = y° =2%y° = 1)

Nun betrachten wir A = {Id, 2%} und B = {Id, y*}, dann gilt A = Cy und B = C,
daraus folgt A = B. Nun setzen wir G; = Cy und Gy = Cg mit A < G; und B < G,
dann existiert ein Isomorphismus ¢ : A — B welches die Faktorgruppe von Cy x Cg
bzgl. des normalen Abschlusses der Menge {(ap)a™' | a € A} ist. Also erhalten wir
per Definition das gewiinschte amalgamierte Produkt C x¢, Cs. Nun betrachten wir
die Abbildung

r— R

’QZ) . 04 *Cy C@ — SLQ(Z), {
s— S
Dann gilt

()0 = Td, (s8)' =14 (re))(s0)° = Id

Also ist ¥ nach dem Dyckschen Lemma ein Epimorphismus. Nun ist noch zu zeigen,
dass v injektiv ist. Sei also g € Kern(v¢), dann kénnen wir

g=r%" a,beZ
setzen. Also gilt

g = (r"s")y = (r9)(s") = (rd)*(s¢)’ = 1d
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& (ry)* =1d, (sy)’ = 1d

=a=60b=141
Also ist g = Id. Somit ist ¢ injektiv. Also ist ¥ ein Isomorphismus. Also folgt
SLe(Z) = Cy x¢, Cs.
O

Theorem. Sei G eine abzihlbare Gruppe. Dann besitzt G die Serre‘s Eigenschaft
FA genau dann, wenn die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

(1) G % G1 * A G2
(2) IN <G :G/N 27
(3) G ist endlich erzeugt.

Beweis. "="

"(FA) = (1)" Wir machen einen Widerspruchsbeweis: Angenommen, die Gruppe
G ist als amalgamiertes Produkt G = A x¢ B gegeben, wobei G; # A und Gy # A
gelten. Nun betrachten wir einen Baum 7, mit einer Gruppenwirkung 7 -~ G, wo-
bei das Segment PQ als Fundamentalbereich dient. Das bedeutet, dass die gesamte
Gruppenwirkung auf 7 durch die Wirkung auf dieses Segment beschrieben werden
kann. Die der Punkte P und @ sind gegeben durch Stab(P) = G; und Stab(Q) = Gb.
Da G ein amalgamiertes Produkt ist, folgt aus der Definition, dass G; # G5 folgt,
dass kein Element von G das gesamte Segment hélt, also gilt Stab(PQ) = Id. Das
bedeutet, dass ein Gruppenelement, das Segment PQ)

fixiert. 4

Widerspruch zur Annahme: Da G; # (s, existiert kein Fixpunkt. Also war unsere
Annahme falsch. Also gilt G # A x¢ B.

"(FA) = (2)" Wir machen einen Widerspruchsbeweis: Angenommen es exis-

tiert der Quotient G/N = Z dann kénnen wir den Quotienten durch die Wirkung

Z ~ G /N durch Translationen auf einer zweiseitig unendlichen Kette wirken lassen.
— —

\ \ \ \ \ \ \ \ | e
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 z

Sei x € 7Z dann gilt aber Stab(z) = Id, also existiert ein Fixpunkt. 4.
Widerspruch zur Annahme, da durch Translation alle Punkte bewegt werden und so-
mit keine Fixpunkte existieren. Also war unsere Annahme falsch. Also gilt G/N 2 Z.

"(FA) = (3)" Wir setzen voraus, dass G abzéhlbar ist. Dann existiert eine un-
endlich aufsteigende Kette von endlich erzeugten Untergruppen G, Gs, - - - , G, mit
der Gestalt

GicGyCc---CcG,C---

Nun konstruieren wir einen Graphen 7, dessen Menge der Knoten die disjunkte Ver-
einigung der Mengen G /G, ist. Nun werden zwei Knoten P und @ durch eine Kante
verbunden, wenn diese zu zwei aufeinanderfolgenden Mengen G/G,, und G/G,,+1 ge-
horen und dementsprechend unter der kanonischen Abbildung 1 : G/G,, = G /G, 11
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korrespondieren. Nun stellt sich heraus, dass 7 ein Baum ist und somit dann 7~ G
auf natiirlicher Weise wirkt. Da wir vorausgesetzt haben, dass G die Eigenschaft FA
hat, existiert ein Knoten = € 7 mit Stab(z) = G. Falls zusitzlich € G/G,, dann
folgt G,, = G. Da G, nach Konstruktion endlich erzeugt ist, folgt somit, dass auch
G endlich erzeugt ist.

"<"  Nun setzen wir voraus (1), (2) und (3) gelten und X ~ G. Falls T = G\ X
dann ist die Fundamentalgruppe m1(7) = G. Denn angenommen 7 (7) ist eine freie
Gruppe dann gilt m1(7) = 1 # G. Also ist es unméglich die ganze Gruppe zu kon-
struieren. Also ist 7 ein Baum und somit existieren Teilbdume von X. Nun kénnen
wir die Gruppe als G = lim(G, T) identifizieren, wobei Gy die Grenze des Bau-
mes von Gruppen sind die durch die Gruppen G p und Gy definiert sind, welche die
Knoten P bzw. die Kanten Y von 7T fixieren. Nun folgt, dass G die Vereinigung der
Gruppen G7' = lim(G,T") ist, wobei T’ durch die Menge der endlichen Teilbdume
von T lauft. Da wir (3) vorausgesetzt haben gilt, dass G endlich erzeugt ist, also
gibt es einen Baum 77, sodass G = Gp. Also hat G einen Fixpunkt und es gilt, dass
G die Eigenschaft FA hat. Falls aber (3) nicht gilt, dann besitzt T einen Endkno-
ten P und 7" = T’ — P somit ist dieser ein Baum. Falls also Y die einzige Kante
bezeichnet die P mit 7" verbindet, dann gilt

G=Gpr =T"+4aGp, A=Gy

Also gilt aufgrund der Minimalhypothese zu 77, dass G+ # G und Gp # G. Dies
zeigt, dass G ein amalgamiertes Produkt ist. Also ist (1) nicht erfiillt. Somit zeigt
sich, dass G die Eigenschaft FA dann nicht erfiillt. O

Nun kommen wir zum alles entscheidenen Theorem!
Theorem. Die Gruppe Glo(Z) erfillt die Serre‘s Eigenschaft FA nicht.

Beweis. Angenommen GLy(Z) erfiillt die Eigenschaft FA. Bevor wir den Beweis
durchfiihren, stellen wir uns die Frage ob GLy(Z) als ein amalgamiertes Produkt
schreiben lasst? Wenn ja sind wir nach Theorem 4.3 fertig und diese Gruppe hat
dann kein FA! Nach /3] hat O. V. Bogopolski erwahnt, dass sich GLy(Z) tatséchlich

als amalgamiertes Produkt schreiben lésst, also
GLQ(Z) = D4 *Dy D6

Wir zeigen also GLy(Z) = Dy *p, Dg. Da wir nach Lemma 4.2 gezeigt haben, dass
SLy(Z) ein amalgamiertes Produkt ist, betrachten wir nun die Translationsmatrix
T = ((1) }) und die Spiegelungsmatrix S = ((1)
0 —1
1 1
sind Ord(S) = 4 und Ord(R) = 6. Da wir nun verschiebungen anschauen, die
nach endlich vielen schritten wieder den Ursprung erreichen, brauchen wir zwei

_01> . Nun bestimmen wir

R = ST. Dies gibt uns die Matrix R = . Die zugehorigen Ordnungen

verschiedene Spiegelungen, fiir zwei Présentationen, also wahlen wir P = ((1) (1])

1 0
und @ = (0 1
aus, mittels Matrixmultiplikation. Dadurch landen wir in der Diedergruppe. Also
gilt fiir die eine Présentation

TPZTP=((1) D ((1) é)ZG (1))

. Nun rechnen wir die Matrizen mit der zugehorigen Involution
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0 —1\ /0 1 -1 0
SP:SP:(l 0)(1 0):(0 1)'
0 -1\ /0 1 -1 0
RP_RP_(1 1)(1 0)_<1 1)'

und fir die andere Prasentation
11 1 0 1 -1
To=TQ= (o 1) (0 —1) - (0 —1>'
0 —1 1 0 0 1
SQ:SQ:(l o)(o —1)2(1 0)‘
0 —1 1 0 0 1
RQ_RQ‘(1 1)(0 —1)‘(1 —1)'

Nun priifen wir, dass wir durch diese Matrizen die Struktur sowohl fiir D, als auch
fiir Dg bekommen. Wir betrachten die folgenden Prasentationen:

Dy = (x1, 29 | av‘ll = x% = ($1x2)2 =1)

Do = (Y1, 92 | ¥ = ys = (y1y2)? = 1).

Nun setzen wir z; = S und x5 = @), dann erfiillt dies die Struktur fiir Dy. Setzen wir
11 = R und y, = P, dann erfiillt dieser auch die Struktur fiir Dg. Nun betrachten
wir

A={Id, 2], 29,101} und B ={Id,y}, v, y201}

Dann folgt A = Dy und B = D,. Daraus folgt A = B. Nun setzen wir G; = D4 und
Gy = Dg mit A < G und B < (G5, dann existiert ein Isomorphismus ¢ : A — B,
welches die Faktorgruppe von D4 * Dg bzgl. des Normalen Abschlusses der Menge
{(ap)a~ | a € A} ist. Also erhalten wir nach Definition 4.1 das gewiinschte amal-
gamierte Produkt Dy xp, Dg. Nun haben wir herausgefunden, dass wir durch diese
Matrizen die wir konstruiert haben, Plus die der Definition 4.1 ein amalgamiertes
Produkt existiert. Nun ist zu zeigen, dass dies auch die Gruppe GLy(Z) ist. Wir
wissen, dass die Matrizen Tp, Sp und Rp invertierbare Matrizen mit Determinate
gleich 1 sind. Also sind die voraussetzungen fiir GLy(Z) erfiillt. Wir betrachten die
Abbildung

r— S
s— R
t— P
u— Q

77/) : D4 *D, D6 — GLQ(Z),

Dann gilt
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und

(s0)° = Id, (t)” = 1d, ((st)46)? = ((sv)(tw))? = Id

Also ist ¥ nach dem Dyckschen Lemma ein Epimorphismus. Nun ist noch zu zeigen,
dass 1 injektiv ist. Wir betrachten g € Kern(y). Somit kénnen wir

g=r%s"tu?, a,b,c,d €
setzen. Also gilt
g = (r's"tu)p = (r*y) (") () (up) = (r)*(sv)" (t)“(up)? = 1d
& (r)*(sv) (1) (uyp) = 1d
& (rp)* =1d, (sv)? = Id, (ty)° = Id, (u)? = 1d

=a=4,c=d=2,0=6.
Also folgt g = Id. Also ist v injektiv. Also ist ¥ ein Isomorphismus. Also folgt
GLQ(Z) =D *Dy D6.

Also haben wir gezeigt, dass sich GLg(Z) als amalgamiertes Produkt schreiben lasst.
Also folgt nach Theorem 4.3, dass GLy(Z) Eigenschaft FA hat. 4. Widerspruch zur
Annahme, da GLy(Z) = Dy *p, Dg aber GLy(Z) 22 D4 *p, Dg gelten sollte. Also war
unsere Annahme falsch, also folgt, dass GLy(Z) die Eigenschaft FA nicht erfillt. O

Wir haben also gezeigt, dass tatsichlich die Gruppe Glio(Z) die Serre‘s Eigenschaft
FA nicht erfillt. Wir hatten im Kapitel der Aut(F,,) bewiesen, dass auch die fiir
n > 3 FA besitzt, was die Frage aufwirft, fir welche n € N die Innere Automor-
phismengruppe Inn(F,) oder die dufiere Automorphismengruppe Out(F,) FA haben
konnten. Eine systematische Untersuchung dieser Gruppen konnte zu einer allgemei-
nen Klassifikation fihren, fir welche Gruppen G die Automorphismengruppe Aut(Q)
diese Eigenschaft besitzt. In [7] wurde bereits gezeigt, dass Automorphismengruppen
freier Produkte FA besitzen. Besonders spannend wdre die Untersuchung, ob auch
pro-endliche Gruppen diese Fizpunkteigenschaft erfillen, was neue Verbindungen
zur algebraischen und topologischen Gruppentheorie erdffnen konnte.
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