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I Honologie Ideen und Axiome

I 2 Höhere Honotopiegruppen

Erinnerung Sei X x punktierter Raum
Dann ist

Tz X x r I 0,2 X x

O

mit r Cr 8,8 wobei

8 8 E 82 2E

für
Ost 572

8,12 2 MS ES 2

die Fundamentalgruppe von X x

Cape Tz S E K T T E 23
Tz Zg I E az Sa ag.bg I aibiaib
Tz ST E 2 für n 72

Gilt S E S als n Xo X E Tz ST R

T IS I x E Tz s r E 2

also nein

Suchen Verallgemeinerung Tin Idee Sei DIE IT O

Def I 2.2 Die a te Homotopiegruppe ist die Menge

F X x f I JI X x

mit
Verknüpfung f g fg wobei



fg x s a
f G

für
Ost s

f 2x l Xy X St St

Geometrische Alternative Wegen I JI ES gilt
LI JI X to und ft f ist eine Bijektion

gut Also F t.to Homyorop s IXxd
und J g 57 SuS 7 X

Äquatorkollabieren

wie zuvor gilt für az 2

Ta X Xo ist eine Gruppe
Ta ist ein Faktor Hotop

zu
der über HoTop faktorisiert Top Es Groups

Neu ist aber

Satz I 1.2 Für az 2 ist an X x abelsch

Be 4 2

ts IEEE IEEE g t
genauso D

Xo

Es gilt
Tr s für

k s

O h n

Beweis später und 3 B Tg S E g ER mit dem



Hopf Bündel EIS S s du o

z t t ZYZ

Berechnung schwer Die Gruppe Te s sind für 99422
nur zum Teil bekannt Problem Tz Top Group
erhält geeignete Pushaats

A Y Falt Tz T
Kofaserig

EI z a fl
FIX Z

aber Ka Top Ab für nzz nicht

g B 11415 v5 D aber 14153 N

Suchen Invariante die höherdimensionale

Objekte unterscheidet und leichfler zu
berechnen ist Homologie

I 2 Die Idee der Homologie
Grundbausteine vieler top Räume ist das

Standard a Simplex

A Xo x X e IR Ex I too

4 0 d I n 2

n z j 3 Ai



Äquivalent 1 ist die konvexe Hülle der

Standardbasis no we un des M Notation

A no we Na

Wir nennen ve das i te Verfex Pl Vertices

von 1 und no Üi in die infe Seite
weggelassend

V2

pfff
Genetisch liegt die ate seite

gegenüber des ü ten Verfex

Vereinbarung Vo hat 0 als

einzige Seite

Viele relevante top Räume z B glatte Mfken
kann man durch Verkleben von Simpleren erhalten

2 Zu der Ein
Rand ist

Eine a Kette sei eine Wahl endlich vieler u Simplere

entspricht später einer n Kette mit Korff in 72
Ein n Rand ist der Rand einer net Kette

die a Kette die aus den Seiten der Simplere
der latz Kette besteht an denen keine gerade
Zahl meist zwei von Simplexen anliegt



Ein a Zgkel ist eine a Kette mit leerem Rand

Jeder n Rand ist ein u Zylel denn der

Rand des Randes eines net Simplex ist ber
Die a te Homologie misst die Abweichung von

der Umkehrung

Halt Zh 2
a Ränder

d.h wir identifizieren zwei u Zykel wenn

sie gemeinsam den Rand einer net Kette

bilden wenn sie homolog sind

iI
Schon zu erahnen es gibt Bezüge zwischen Fn
und An aber auch große Unterschiede z.B

Hals 0 für hin nach Def
I 3 Simpliziale Homologie

Ziel Präzisierung der obigen Begriffsbildung Rstaltk
Seien JA Eva hi v und Ä AIDA
Rand und Inneres des a Simplex



Def.I.si Ein A Komplex ist ein top Raum X mit einer
Familie von Abb Ta 2 X für jedes u20 od

Ii Jede Abb T in ist injektiv
C Jeder Punkt xe X liegt in Bild von Tätin
für genau ein ri

Iiii Jede Einschränkung Täler w v
ist gleich

einen Tit wenn wir Evo nö un mit

Vos Vans identifizieren durch den eindeutigen
linearen Homöo der die Ordnung der Vertices
erhält Fortan so vereinbart

ir Eine Teilmenge A EX ist offen g d er

Hä A E I offen ist für alle E

Wir nennen Tj I X ein u Simplex des A Kpf X
Wir haben eine Filtrierung X EX E VE EX

durch n Gerüste oder n Skelette
X U Bild Oö

E

din X h falls X X und X X
din X N falls es kein solches d gibt
X habe endlichen Typ falls es für jedes 4

nur endlich viele u Simplere gibt
X sie endlich falls es nur endlich viele Simplexe

insgesamt gibt



Def I 3.2 Ein Simplizialkomplex ist ein A Komplex
bei den jeder Simplex durch seine Vertices bestimmt ist

Kombinatorische Beschreibung möglich
abstrakter Simplizialkomplex

Bope von A Komplexen
no I no no I no y 9 vo ja

5bn ab be v5 be v5

Vo o Vo o Vo

KleinscheTorus T
Flasche

reelle pragEbene Rp z
a b Fläche
von Geschlecht
2

Beachte T als Sings Apx hat mindestens 14 2 Simplere
21 1 Simplere und 7 Vertices

Def I 3.3 Sei X ein A Komplex Der u te simpliziale
Kettennodul Cat X ist der freie 2 Modul mit

Basis ä 1 X

Formal der Verginfunktor G 2 Mod Set

hat ein Link adjungiertes F Set Z Mod und

CECH FC ri.si X

Elemente von Cat X sind also formale K

Linearkombinationen2h5 E Cat X wobei k 0

für fast alle x und heißen u Ketten



Def I 3.4 Die m te Randabbildung oder Differenzial
ist der Homomorphismus

Ja CE X E X

ri E IT cnn.ir in

Wir setzen noch formal CH 0 für n so

also In 0 für n O

Jenna I 3.5 Es gilt Junoda 0

Beda
2 E 7 I Cro ü un

EI Ei 2 Ivo is do 3

Eil 2 Ivo dj v 0 D

Nach dem Lemma of CI X Jr ein Kettenkomple

also eine Folge von R Moduln über einem
kommutativen Ring mit I in unserem Fall R Z

mit Homomorphismen

can C C

sodass Ja d 0 oder äquivalent Bild JaEkerIn
oder in Worten u Ränder sind n Zykel



Def I 3.6 Die U te Homologie eines Kettenkomplexes
2 ist der R Modul

Hull Ker
Bild du

Def I 3.7 Die a te simpliziale Homologie eines
A Komplexes X ist der 2 Modul

H X Hal ICH
Zwei u Zykal z z E ZalX Ker In definieren
also dieselbe Homologieklasse z z e Hält
Wear Z Zz E B X Bild Jae ein U Rand ist

Bsp 2 X 5
e

Cf X O go 2e Zu 0

I e u u 0 d.h der Kettenkomplex hat
nur triviale Differentiale und deshalb HÄLT CIA
also

1 0 2
Hals O sonst

Bsp 2 X RP w i n Aus den PfeilrichtungU
an civa ergeben sich die Abb.eu

rätw



8 a a b c

L a b c

d a v w

d b u w

d c u u 0

E i
e o Ei E ä o

Aus d h o folgt In m und zu 0

also 2 8 Somit Z X 0 und HE X 0

Es gilt Ja o
g
d er ke l also

Ker 2 ff k me und wir haben

d EEG Setzen p res und daher

Bild d ftp.ng p.ge 2 Mit m htm

erkennen wir HI X E 722 Schließlich folgt
aus Bild d I Mez dass HÖCHER

erzeugt von 8 Bild S Zusammenfassend



R K O

HE IRI E Kz 1 2
O sonst

Ein algorithmisches Verfahren zur Bestimmung der

Homologie eines Kettenkomplexes freier Moduln
mit endlichem Rang über einem Haupfidealving H R

R liefert die Smith Normalform Zu Ae Mathe e R

gibt es Se Gill R und Te GL k R sodass

mit n min k e

SAT Yano und a la l an
a O

Die a heißen Invariante Faktoren und sind eindeutig
bis auf Assoziation Also haben auch Homomorphismen

abstrakter freier R Modul mit endl Rang wohldefinierte
invariante Faktoren

Jenna I 3.8 Si z C Ä Co ein Kettenkonplex

von freien R Modeln mit endlichen Rang über einen
HR R Dann gilt

H C ER Ray Bean

wobei a die ihr Faktoren von 2 bezeichnen und

b Rang Kerk n



Beg C der ist frei und hat ein freies Komplemente
sodass C E Ci Ci Finde Basen von G und G
sodass d C Co Smith Normalform hat Wähle

Basis von C und Co beliebig Mit der zugehörigen

Matrixdarstellung von J und 7 ist das Lem alle

I 4 Relative simpligiale Homologie mit Koeffizienten

Ziel Für einen kommutativen Ring R mit 2 und

einen Teilkomplex ASX erkläre HILX A R

Def I 4.8 Sei X ein A Komplex Ein Teilkomplex
oder Unterkomplex ist ein Teilraum A EX der

Vereinigung von Simpleren ist X A heißt A Paar

Notiz Weil 2 A Vereinigung von Teilsimplexen
von A ist ist ein Tilkomplex AEX inner

abgeschlossen

Def I 4.9 Der u te relative singsliziale Kettenmodul
von X A ist der Faktor modul CECK A A

Wegen d CELA ECE A erhalten wir

In Cat X A Cat X A

und noch immer gilt Ja 0dm 0 d h

CELIA 2 ist ein Kelterkomplex



Ein relativer Zykel ze Z_ X A her d
ist nun eine Kette mit Rand in A

SIEHE
Def I 4.20 Die ante relative simpliziale
Honologie eines A Paares X A ist der E Modul

Hält A HalCÄCIA
Bsp Si X A A 21 mit der

kanonischenA Struktur Dann gilt

Cat X A
hin

KAM

Insbesondere verschwinden alle Differentiale und

somit gilt auch

HECK A

ein

Eta

Sei nun R ein kommutativer Ring mit I
und C X R der freie R Modul mit Basis

ä A x Wegen LER gibt es auch
2 ER somit gibt es auch In C R IHR



wie in Def I 3.4 Setze

CECK A R HIRYCELA R

und wegen Jn CELA R E Cat A R bilden

diese Moduln einer Keltenkomplex von freien R Models

die Sinplexe in ä A X deren Bild nicht

in A liegt bilden eine Basis Wir erhalten
die u te relative Homologie mit Korff in R

HE X A R Hu CELIA D

Wir definieren CECK R CA X 0 R und

HECK R H X 0 R und beobachten
H X 2 H x

Bsp X RIP R V22 ein Körper d L

R Moduln sind Vektorräume Ergebnisse der

L.A sind anwendbar

a a

Rang Jr 2 Rang 8 2 Mit dir Formel

He RIP 2 2

1 0,1 2

O sonst



Intuition Hält A R misst wie sehr Hält R
von Hält R abweicht Wollen präzisieren

Def I 4.22 Eine Folge A I B 99C von

Morphismen in R Mod heißt exakt an der

Stelle B falls Korg Bild f
Beachte g injektiv f o

r f surjektio 9 g
0

Eine lange exakte Folge LES in Renard
ist eine Folge

An An An
die an jeder Stelle exakt ist

Satz I 4.22 LES Zu einem A Paar X A

gibt es eine lange exakte Folge
ÄH A R H CX R H K A R 7 Hm A D

Hierbei ist Y Z X Z X An n EIEEE.IE
Wir unterdrücken off den Koeffering R in der Notation

Bus Exakt an der Stelle HEIA Sei z BECA e

Kerin Dann gibt es ce Cim X mit de z



also CE Zitz X A und dann let Butz X Af
Zt BE A Sei umgekehrt zu BECA E Bild daz

Dann gibt es CE Zucht A mit Je z

also ze Bat X d.h in Zt BECA O

Exakt an der Stelle HE X R Sei z BEL E

Ker ja Dann gilt ze Bilk A d h es

gibt Ce CE X mit z de eG A und

wegen Ilz de Jz 0
sogar z See Zi A

Wir erhalten in Z Ja BE A z da BE X
z Bit X Sei umgekehrt zt BE X E Bild in

Dann gibt es CECE X sodass z Ja e ZECA
also ze BECK A d.h ja z BEX 0

Exakt an der Stelle HE X A selbst B

Kor I 4.23

Hat x A O fürn O ES HELA E HACH fürn O

Frage Gilt stets HELA EHE X und H CX A E

Halt H A

Aufwarf Nein sondern nur wenn due 0 und da 0
Dann ist

o HEIA HECK HECK A O

eine kurze exakte Folge SES



Frage Gilt in diesem Fall stets HECHE H A HELMA

Antwort Nein nur wenn die SES zerfällt
Lemma I 4.25 Zerfällungslemma Su

o A Bis c so

eine kurze exakte Folge von R Moduln Dann sind äquio
Li Es gibt p B A mit poi ida
Cii Es gibt s c B mit jos idc
Iiii Es gibt einen Joo BEA C od

o A BIC 70 kommentiert
Ätsch

Bear Iiii i und iii Iii sind klar

ii Iiii Z.z.BE Bild i Bild s Wir zerlegen

dazu b b s lj b Stgb wohe b s jeb e

e Kerl Bild i Falls be Bild lil n Bild s

gilt b s j bi für ein b EB Weil Bild i

Kerl gilt 0 jlbl jlslg.CH jlb
also b si j b slo 0

i iii Z.Z BE Bild i Ker p Dazu
b b il pls i pls und aus be Bild i nkerlp

folgt b ilpla für ein ae A und O p b

plc pla pla also bei pla ilo o

Noch z.z Ker p EC für jedes CEC gibt es be B mit
j b c und bei la Ä also j b jlicalth jet
Falls kekerps Keri folgt 1 0 weil Kerj Bilder die j Küper



Notiz Wegen ii zerfällt eine SES immer wenn

C ein freier R Modul ist

Das Zerfällungslenna gilt nicht in Graz Bsp
Für 2 A 53 2 2

gilt ie aber nicht i weil man II nicht

zu einem Normalfiler in S hochheben kann

Satz I 4.26 Ausschneidung Sei X ein A Komplex
und seien A EY EX Unterkomplexe mit As

Dann induziert die Inklusion von A Paaren

XIÄ TI Ä S CX A

für alle nz 0 Isomorphismen

HELXIÄ TI Ä R E HECK A R

Bene Zeigen stärken dass j einen Iso

CE XIA YI Ä R EIS CICKY R

von Kettenkomplexen stiftet Die Kommutativität

jun In In ja ist klar Zeigen ja ist surjektiv
Sei dazu et CE Y E CE X Y und o B d A habe

e keine Simplere in T Weil XIYEXIÄ ist
etc TI Ä ein Urbild unter ja Zeigen je ist
injektiv Sei CELTIÄ eher je Dann gilt
CECELLI Ä n Y CECYLÄ B



I 5 Die Eisenberg Steenrad Axiome

Ziel Axiomatische Beschreibung der Homologie
Nachteile singsligialer Homologie

nur für A Paare definiert
Kategorie der A Paare ist unhandlich

wenn Hat I pairs R mod ein Funktor
werden soll
Unklar ob aus füg auch Hilf Hilg folgt

Daher folgende Wunschliste

Homologie soll eine Familie von Funktoren
An Top R mod sein mit

Hotop

Topas Es R nod
2 einer LES für jedes Raumpaar X A
3 einem Ausschneidungsino für ASTE X sd

Ä EY
Def I 5.2 Eine Homologietheorie mit Werten in R nad
ist eine Familie von Funktoren Ha nee
Ha Top R mod

mit einer Familie natürlicher Transformationen
In Ha Han J

wobei d Top Top J X A 1A 0

J f X A CY B FIA A 0 B 0 od



1 Honotopieinvariang Falls für fig X A Y B

gilt fing mit halt E B für alle FEI dann

Half H lg
2 LES Zu X A gehören die Inklusionen

c A 0 X 0 und j X O X A

und diese induzieren die LES

Halt 0 E H CX a E Halt A ÄH_ A

3
Ausschneidung Seien A TEX Teilräune sch

Ä E Dann induziert die Inklusion

j XIA YI A X A für jedes ne Ina

H_ XIA KIA Halt A

Die Honologietheorie heiße zudem gewöhnlich
falls das Dimensions axiom gilt
4 H_ 0 0 für n O

Andernfalls heiße sie verallgemeinert Wir schreiben

kurz Halt für H CX 0 Die R Moduln Hal
heißer Koeffizientenmoduln der Homologietheorie

Notiz Ist H de eine Homologietheorie so

induziert f X A LT B eine kommutative
Leiter mit exakten Zeilen



e Hat CX Ä I A A x Halt A

Harilft ng.infoYHlAfuHnlflfoH.lf
Hat LY B H_ D H_ Y H CY B

Ja MB



 

I Singuläre Homologie
Ziel Konstruktion einer gewöhnlichen Homologietheorie

II Definition der singulären Homologie
Si R ein kommutativer Ring mit 2 Wir definieren
HII als Komposition zweier Funktoren

top Rio ÖRn
Morphismen in R chain sind Kettenabbildungen dt

Familien f Dag von R Modul kam od

d f finden also

Cnn ü c en s

fait o f to f
Dax EFD Den

Für ze Keren gilt d falzt fan lc.CH 0

also da here_ Ker d und für be Bilden
b can x gilt f b fallen x da f x

also fat Bild c s Bild dar

f induziert Half H C H Dr

Halgeofer Halg Half Halide ida.cc
Her Ria mag ist ein Faktor

Sei nun X ein top Raum



Def I 1.2 Der a te singuläre Kettenmodul EIER
ist der freie R Modul mit Basis r A X

5 stetig Vereinbarung C CX R O für n o

Single weil alle stetigen Abb.eu r I X

erlaubt sind egal wie singulär A 7 Ä
Singuläre Randabb Ja C LX D Cay Ct D

T 2 421 T
Cro

In das 0 wie zuvor
Für X A Obig definiere C t D alt D C CAD

f X A Y B induziert
C Lf R C CHA D C CY B R

En X for
Nach Konstruktion ist Cal R funkteriell
Ja Cal A R I Can A R also erhalten wir

In C_ t A R Cnn X A R

Offensichtlich gilt d C f Calf Ja also

ist C f eine Kettenabbildung
C R Topf Richie ist ein Funktor

DefII Die a te singuläre Homologie eines Raumpaar
X A mit Korff da R ist der R Modul

Hält A R An CC X A R

Notiz HEY Hno C R ist ein Funktor



Noch zu konstruieren nat Trafo
J CX A HEY X A R H A R

II 2 Die LES eines Raumpaars
Zieh Konstruiere die nat Trafo Jn Hä Hi J
rein algebraisch und zeige das LES Axiom für HÄd

Lemma II 2.1 Schlangenlemma
Ein Diagramm in Rna

0 A I B I c 0

o ii k id.no
mit exakten Zeilen induziert eine natürliche
exakte Folge
o her f her

g
her 4 cocker f

Coker
g

coker h 0

in folgendem Diagramm

o

ref srergskerhOsAisB gcSoiIiEE.so
cotuf sctorerg ctorerh n.io



Beweis Diagrammjagd Zur Konstruktion von S
Zu eher h wähle be B mit j b e Weil

j gib hej b ahle 0 ist ges eher j
Bild i Also gibt es ale A mit il la

geb Setze 8 c a t Bild f e coker f
Falls b b EB mit j b j bi e e kerl
dann b b ila für ein a EA

also o la al gib b glitao i flad
d h a a flache Bild f weil i injektiv
Seien C e e Mark und

8 a a Bild f 8 c az t Bild f
sic c sag t Bild f und bi
Urbilder von ai unter g wie oben

Dann gilt ifa ai ai gesiebi b
und g bits b c te la c 0

also gibt es a et mit ila bit bi bi
und damit ifa tai a glical ülflas
aber aitai aj f.la e Bild f weil
i injektion B

Eine karge exakte Folge SES von Kettenkomplexen
ist eine Folge von Kettenabbildungen

o A Bs C 0



sodass für jedes 482

o An B 9 c 0

eine SES von R Models ist

Satz II 2.2 Eine SES von Kettenkomplexen
O D E 0

induziert eine natürliche LES von R Moduln

Harz Ex IH IC H D H_ E

Beweis Betrachte

O Canz Dayz Enz O

o i ii II o

Schlangendenna Ca B c DYB.cc EYB.ie exakt

Betrachte
O Ca z Da z Eu O

o ii ii EE o

Schlangenlemma O Z_ G Zu_ Dg Zu_ E exakt



Betrachte
C
B C DVB G EYBTEI
L at it

O Z G Zu_ D Zu_ E

Schlangenlemma

Ha G H D H E Hm G H n D Han E

ist exakt und natürlich D

Sei X A ein Raum paar Anwenden auf
O CII A R CI R CESCHA R 0

liefert die nat Trafos da Hi Hit J
als Randabbildung S und

Satz Das Paar HÄH erfüllt das LES Axion

einer Homologietheorie mit Werten in Rand

Bemerkung Für ein Tripel BEA EX ergibt die SES
0 A B R X B R X A R O

allgemeiner die CES

H X AR Halt D R Halt B R H G A D



I 3 Homofopieinvariang
zieh zeige füg H f Hitlg
Def I 3.2 Eine R Kettenhonotopie von R Kettenabben

f Ige Dad
ist eine Familie von R Modulhom.es

ha Ca Dass
sodass gilt fangen hm Cat das oha

Can C C

DIE E
Notation f Enge
Jenna 3.2 Aus f eng folgt Half H g für ne
Beweis Für ZE Z_ gilt
f.cz g z

the TÜTE
Notiz Kettenhonotopie ist eine Äquivalenzrelation
Für fi g Da fi gi D Er
mit fing und fi g gilt f fi gi fi

Die Umkehrung von Jenna 4.9 ist falsch Hausaufgaben



Eine Kettenkomotopieägnivaleng ist eine Kettenab

f G D de
mit einem Kettenkonotopieinversen g D sodass

g of idc und f 0g idig
Notation G Cx EgalDet de

Lemma II 3.3 Für G G Egal D d ist H Cfa
ein Isomorphismus für alle ne

Beweis Aus Jenna 4.9 folgt
A gr fr Halide und Half g H lid
Weil wir schon gesehen haben dass

An R chain R noch ein Fenster ist folgt
Holger H f ida.cc und Half Helge ida.cn

Bemerkung A teilige Umkehrung Ist R ein

Hauptidealring und bestehen und Da aus freien
R Moduln dann ist eine Kettenabb f Das

mit Half H C Ha D für alle ez

eine Kettenkomotopieägnivaleng ohne Beweis

Zeigen zunächst Falls fig X 34 füg dann

Hilf Häg Setze f CIA g
C

g
It Jenna 4.9 zu konstruieren f P Gr
Pa CI CX R CILLY R Zur I
betrachte



Ä I ÄXXI EY
und definiere

Palo EIL 2 Fofrid
wo wo wo wer

wobei no wo Vertices im Prismaboden Ix o

und wo wa Vertices im Prismadeckel Ex 2

ÄEIIEF
7 z Jax 0Pa g fn Pay du

1 i I
BodenRand des Prismas Deckel drei Wände

Formal

Jan Palo 2 252 21 04 id
no wo was wa

2 Il 2 Foto idI Ica ü wo woOsjfisa

Ejaz l 2 Foto ida Icu www sn w 3



E FolixidI Ivo was
Ü O

E FolraxidI Icu wo woo o

IC E C

Fo r id
wo w

FolitidI
no ung

Eg C 2 C 2 Foto id Icvo wo wo

21 2 Foto id Icvo ü ve ni

g r f r Pn salons

Für f g LX A Y B füg Felt EB

für alle FEI gilt nun Pal CELA RDECIE BSR
also erhalten wir

Pa C x A R CY CY B R

und noch immer g f tue 0Pa Pagode
Somit gezeigt
Sat I 3.4 Das Paar Hj d erfüllt das Honotopie

invariaagasion einer Honologietheorie mit Werten in Rand



I 4 Ausschneidung
Ziel Zeige für A ET EX mit ÄCY dass

HEY XIA KIA R E HEJ X Y R

Erinnerung Für A komplexe ACYCX mit ACT

gilt CE XIA TIA R E CI X Y R Einen solchen

Iso auf Kettenkomplexebene kann man für sing
Honologie nicht erwarten
Idee Unterteile simplex
damit sie entweder in XIA
oder in Y liegen

Dazu betrachten wir allgemeiner eine Familie

U U von Teilränner Ug EX mit ylj X.se

Cid X D 2 ÖLER r In X Eli EU fürein
der Unterkomplex der U kleinen

KetteringHaben außerdem Inklusionen CI Uj R C

von Unterkomplexen für alle j

Prop I 4.7 Die Inklusion in CÄCK R CILER
hat ein Kettenkonotopieinverses r C R CYCIR
mit Foix idegg R Und Ex V F Idc ER
sodass Er C Ug ECII.la für alle j



Satz I 4.2 Das Paar H d erfüllt das

Ausschneidungsation einer Homologretheorie mit

Werten in R mod

B Seien AS 4 EX mit Ä E Setze ZEIT XIA
dann gilt Yu XIA Fu XIA X Erhalten

r CI X R CYCK R

und Ü 0T p idc KR wie in Prop 4 22

Haben

CISCK R CIS CIR E CICK R

und daher weil V1 cis R IDEE R

CYLIRK.in CESCX R
KISTER

US
CII X Y R

CESIXIAIR ÖFEN S y Rnicht direkteSumme

S
CII XIA TIA R

Wie F CII CT R E CILLY R folgt
CII XIA TIA R E CII X Y R

und mit Jenna 4.20 folgt die Behauptung B



Wir beweisen nun Prop 4.12 Idee zur konofr.co F
Iterierten barggentrische Unterteilung bis die Kette

U klein ist
1

i

iii

t

Problem Dies definiert deine Kettenabbildung denn

es kann passieren dass 0 unterteilt werden muss

aber 20 nicht wie im Bild sodass

C H c X

Eineiii
nicht kommutiert Brauchen Korrekturferne
Nun zum formalen Beweis Erklären barggentrische

Unterteilung Jedwede pet Punkte von up E 1

definieren eine affin lineare Abb AP 19 die

wir missbräuchlich mit T Cro up bezeichnen
Si Lp 19 R EC S ATR der freie Untermodul

erzeugt von affen linearen p Simpleren in 1

Jeder fixierte Punkt nett definiert einen



Kegeloperator
r Lp AT Lp a IT

r wo la Vos Up

Für r Cro up sei T Iz Vo t Vp das

Barggentrum von T

Def I 4.3 Der barggentrische Zerteilung operator
Bp Lp 19 R Lp A R wird induktier

definiert durch Bo r T und Bp r GB dpa

Für p L und T no v23 gilt also
B r Tbdpa ob v2 Cro

tz vorn v2 22 rote wo

Für p 2 und r vo v v gilt
Be r r Baldo r Balla v Cro r Cro
ob klar v2 v I C neu v Kloten r

2 roten wo zlv.tv v KG.tv v03

L Klux r r klu.eu r frei lv.tv v

rs hlu.tv wo los klv.eu v ö Knorr rot

Ob Cro tv V2



Es
G I

v
F an

Vereinbaren noch Bp 0 für p O

Jenna 4.4 B 19 R LIA R ist

eine Kettenabbildung
Dew Z.Z Ipo Bp Bp go Jp durch Ind nach p

Anfang für p so gilt Ip 0 also ist die Gleichheitklar

Schritt Für r Cro up und ve 17 gilt
Jpeg vs ots 2 En no Jo Vp

r r Zpo
Es folgt Ip Bpa Jp r Bp dpa

Bp_ dpa o dpa Bpa dpa
I B_ dpa r Bpftp.zldpr Bp dpa D
vor

Lemma I 4.5 Der Durchmesser eines Simplexes in

Bp r ist höchstens fez Dian o

Ben Klar Durchmesser wird realisiert durch r u

für ein i wenn r vor Vp Die Verlängerung
von E ni schneidet die Ente Seite in ihrem



Baryzentrum Gibt not do t up d.h

ob_ gfzritpe.ve
Dennoch ist die Strecke von Vi nach ob der Fite
Teil der Strecke von Vi nach Tib netze a B d A v o

und daher
11 ob will tz Hoi voll Ja Diam r D

Lemma I 4.6 Definiere G L ATR 4 2 ATR
induktiv durch hp 0 für p 0 und

hp r r T hp dpa Dann gilt ich Bs

Deg 7 z id
p Bp hp so Jp Jpghp durch Ind nachp

Anfang trivial Schritt

dpal hp o Jpeg r T hp dpa
T hp a Ipr r Spla hp dpa
r hp_ Ipr Ncap r t obdplhp.az dpa

Nach Ja d vor gilt
Ip hp_ Ipr dpr Bp ldprl hp nltpzldp.rs
Ipr Bp dpa

Oben einsetzen ergibt
pealhp r T 4 dpa ALLG

Fdp r r Bp dpa
id r Bp r hp dpa D



Sinnbilder

ho i h ÄTIE hi

Sei nun X ein top Raum Wir definieren
eine nat Trafo in X mit Komponente
B X C S X R CÄCK R

or ng Cijlo R Bp lids

und eine hat Trafo in X mit Komponente
het

p
C X R CELLER

TP C TP R hplidap

Jenna I 4.7 B 8 ist eine Kettenabb und

KEINER Thy B

Bee Für p so jeweils klar Für p 0 sei

fit von ü Up no up die i te

Seitenabb Für OPEC D X R gilt
Bp_ X dpa 2 1 2 C op fi Bp Lidap

Eins c or Gif Bpslide_D

E C 25C r Bp Ifo
c 3com Bp a Eic zif



c lo Bpa Ip idap
Cop r Sp Bp Lida

Ip C op Bp lidap d BA r

So ähnlich folgt mit Lemma 4 28 idee Rj xp

Dennoch gilt auch B X BC B X

B x B X id
E HR

Eine Kettenkomotopie von idea R nach
B X ist

GI EI hC o B 8 denn

2 2GI G 2

II In hC OB X 4 z B C 22

II d 24C 4 X 2dg B 8

Iii id B 8 o B X

id B 8

Sinnbild

a



Lemma II 4.8 Sei U ni eine Familie von Teil

räumen U EX mit Ui X Zu jedem TP AP X

gibt es 920 sodass B 8 plo U klein ist

Bar Wähle ein Lebesgue S für Gr Ü und

ke IV sodass alle Simplere in Beplidap
Durchmesser kleiner 8 haben Lemma I 4 5 Dann

ist B 8
g r U klein B

Bee von Prop I 4 1 Sei U ni mit Kai X

Definiere Fp C p LX R CELLER
or Gj TP

wobei klon EN minimal wie in Lemma 4.21 Setze

rplor B X CTP Gj dpa Faldpor
J J T

Simplex U klein Rand wieder Rand Urklein
machen gesammenkleben machen

Es gilt r LEISLER ECKIX D denn

die Differenz G Spor Fp dpa besteht

nur aus U kleinen Simpleren Mit G haben wir

p
TP Gern

p Ip TP OP B C rp

Jpefp TP Fp Iglo TP rp TP

Daher Jprp TP ZpoP J Fp Ip r Tp IgloT
I auf4 mit pop z
anwenden auf Ip OP anwenden



Also ost 4 eine Kettenabb und

da ER Fg 07

Außerdem gilt Moin ich denn klar 0 für
Te CÖLER und F CI kj ECI kj
weil die Kette Fp r dasselbe Bild hat wie Tp B

Satz I 4.9 Das Paar H d erfüllt das

Dimensions axiom einer Homologietheorie mit Werten

in R mod und hat den Korff model HÄH R

Bee ist terminal in Togo Also ist CEC R

in iii ii
O PEICH

denn für TP Age giltEi C 2 Tp no ü ups Art p O

Sat I 4.10 Das Paar H 3 d ist eine gewöhnliche
Homologietheorie mit Werten in R mod und Koeff
modul H R

Bee Sätze 4.6 4 22 4.23 4.22 D

Sei nun M ein beliebiger R Model Für ein Raum

paar X A sei

C X A m CELIA R GM Seid

und setze Hält A M H C X A m



Dies definiert eine gewöhnliche Honologietheorie
mit Werten in Ruh und H C M denn

Dini Axiom klar
ES Axiom i

QR M ist nur recht exakt
C Aim CHAM CIICX.AM 0

aber CII X A R ist frei d.h die SES

CELA R EI.CI CHR EE CKA RI sO

zerfällt also haben wir tatsächlich

C A CIA m CIICX.AM 0

Weil P ihn und Fg ich wieder Ketten

homotopien sind folgen Homotopieinvariang
und Ausschneidung

Existengsatz Zu jedem R Modul M gibt es
eine gewöhnliche Homologiebheorie mit Werten in

Red und Koeffizienennodul M D

Später Eindeutigkeitssatz für sog Zellkomplexe

I 5 Singuläre Homologie in Grad null und eins

Zil Bestimme A X M und Hz X

Sei M ein R Modul und X ein Raum

Satz II 5.1 Wir haben einen hat Joo

HEJ X M E

xaen.CH
iICXx M

Been Für Ne CI X R ist ELA EX



wegjahgd also folgt C X R E CICK D
KETCH

und diese Zerlegung wird von Jr und

C RM respektiert Natürlichkeit ist klar D

Genauso sieht man dass HIP M Koprodukte
erhält

Sat I 5.2 CHEF 2 erfüllt das Additivitätsaxion
Die Inklusionen Xj Ez Xo stiften einen Iso

E H CX E H_ X für alle ne

Bemerkung Bereits in Hausaufgaben 4.4 gesehen

Jede Homologietheorie erfüllt endliche Additivität

HEY erhält i A keine Pushouts Man hat aber

für
4 eine 4 E S später

Kofasernftigt

Satz I 5.3 H S X M E Foy M

Bee Nach 4.25 bleibt z.z Holt 1 EM falls
weggolgd und nichteur Wir augmentieren den

Kettenkomplex Cjd X R durch
E C X R R Eriri Eri
Klar E ist sarjektiv Bah Ker E Bild Ja
Z klar E Sei Eric O d.h Er O

Wähle Xo EX und Pfade 8 D X mit Jolo Xo und

Jo 2 r v EX Interpretiere So als Tit 12 X



dann gilt
22 Err Eri rita Tier

Iro rollen Er Titans roti

Also ost
C X R FC X R S R 0

exakt und bleibt exakt nach Anwenden von C 0pm
Es folgt
HEJ X m TBied Sz idm

IM
der E idm M

Sei X nichtler Betrachte wieder Wege f I X

als f A X Dann ist f ein 2 Zykel
g d er f eine Schleife ist

Satz 1.5.4 Satz von Hurewig in Grad eins

Hur Tz X x HIS X 7

f m ft Bält 2

ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus und
natürlich bzgl punktierter Abben Falls X wegginge
ist induziert Hur einen Joo

Haras Tz X x ÄH S X

d h Ker Hur Tz X x Tz X x



Der Wohldefiniert Sei S2 EIL S
t mer

EH s

die Fundamentale lasse von S Dann gilt
Hur f HÄLT S

mit IS

ja
also folgt die wohldefiniertheit
aus Satz 4.22

Homomorphismus Seien f g E Tz X x

Sei r I X gegeben durch

g
g

no Y v Cro u Es X
v

Es gilt dä g fg f e Ball d h

fg f t Lg in HÄ X 2

Natürlichkeit Für g X x Y y gilt
HIS g Hurl Cf HEY g Hilf s

His go f s Hur gof
Hur Talg f

Sei nun X weggolgd Wähle Tx I X 8 10 Xo

8 12 X für alle EX und F ex Definiere

4 CIS X 2 Tz X x ab

k x crm fräse Ä
z.z Für alle TECH X 2 gilt die kert

Seien fig h die Seiten von E Dann gilt



204 41 f g h 4 f 41g 41h

E für Trug treu tough Freu Ias
Fcn fgh Tom as Cx ab weil die

Schleife fgh durch das Innere von r zu
einer konstanten Schleife homotop ist

Erhalten T HEJ X 24 a ab

Z.Z To Huras id x x und Haras T idHis x

Haras f as 71ft Ba G f E Jas

f ab

Haben Fortsetzung 8 CIA CIO X

Für CE C X 2 folgt Hur Tlc Mda Bz
Daher Haras T z B2 Zt 8127 Da z Bz A

Ep Hä 2g Z E Tz Ig Ja E

an bis ag b 1 E a b aitbit a
E 78

HEJ K 2 a b I üb ab KORK 2,2
E 202 22

Für f I stemenit gilt
A

Haras f Hi lids Cst
S also 4 018 2 879



 

I Homologie Berechnung und Anwendungen
Zieh Entwickle Berechnungsmethoden nur aus den

Axiomen Beispiele und Anwendungen
II 2 Relative und absolute Homologie
Zh Kläre den Zusammenhang von Halt A und

A X A Konstruiere den Einhängungsino
und berechne die Homologie der Sphären

Jenna II 2.2 Zopf Lemma Betrachte

iEEE

in R Mod Die durchgezogenen Stränge seien

exakt der gepunktete Strang sei ein Ketten

komplex Dann ist auch der gepunktete Strang exakt

Beweis Diagrammjagd Z.B exakt bei I Sei

i E Ker up Dann lplugli 0 also gibt es e GE

mit la le i daher la lugte 0 und es gibt a et

mit an a up e Weil up le la la up e UA a

0 gibt es halt mit an 4 e la la Somit

da h delay h la le la la i e Bild lit D



Sei nun H d eine Homologietheorie mit Werten in EMod

Satz Tripelfolge Für jedes Rauntripel
X A B gibt es eine nat exakte Folge

Halt B A x D H CX A ÄH IA B

Bee Definiere Jn H CX A ÖH_ A An A B

A HAT H IAEH CBIIH.nl
H A Halt Hay A

4 B Hat LKA A B

Noch z.z H_ A B Halt B Halt A ist null

Halt H A H.CA A Itu A ÄH_ A
Ü D

Betrachte Hz Top Rhof X x X x

ist ein Nullobjekt initial und terminal

H a e 0 s Hausaufgaben
Suchen eine Modifizierung Ä von mit

ÄH O

Def I 7.3 Die a te reduzierte Homologie von V0 ist

H X Ger Ha X Hal



Funktoriell denn

rügt
H CX Half
Y.at

faullhonotop HI f O denn XII in H.to
Sei nun EX r X xd j X x X 0

O Ha xo Halt H_ X x o
T sFr

lj kerning
Ker H_ r E H_ X x

Ä CX E Hu X x H_ X E Ä C Hal

tot H Jg gewöhnlich folgt
Holt E I 4 Hol und
H 7 E ÄH für n 0

Prop 2.4 Sei X A eine Kofaserung Dann induziert
die Kollabierabbildung G X A XIA AA Json

Halt A Es HIX A

Zur Vorbereitung
Lemma II 2.5 Sei
A 4 ein Pushout in Tops Ist in die Inklusion

eines abg Teilraums so auch j und

XIA E ZIT



Bee 2 ZE X Tas ices Also gilt nur jly g y

falls y y e Bild f und falls es die fly gibt
mit ilan i Can Ist i injektiv tritt dies nicht ein
und j ist ebenfalls injektiv 7 z j ist abgeschlossen
Sei also EY abgeschlossen Dann ist g

c abg denn

F j j C IHK C

ist abg weil i abg Weil fing eine Identifizierung
ist ist je abg D

2 Flynn X IA 714 ist eine stetige Bijektion
Sei UEXIA offen Dann ist 4 EX offen weil

A abg ist Weil f Ij identifiziert ist flu EZ

offen und auch flu 4714 offen weil YEZ abg B

Bee von Prop I 2 4 Betrachte
Laut Lemma III 2.5A

IT ist Milt E Cola und also

Mi Ii Milt Ax 0,2 E Col CAI

Weil X A starker Deformationsretraht von

Milt A x 0,2 ist haben wir

X A T X A A A

L TE Sat VI 4.6 Eaf Top
Col CA 1 Ci CA

also faktorisiert g durch Joo u dt Homofopie

invariang und Ausschneidung B



Satz II 2.6 Si X A eine nichtbere Kofaserung
Dann haben wir eine nat C E S

Hlt ÄH ÄH A Ä A

Bear Wähle a EA und betrachte die Tripelfolge
Halt a Ha X x H CX A
15 Us S II 2.4
I CA ÄH Ä CX A D

Ein punktierter Raum X x heißt wohlpunktiert
falls X x eine Kofaserung ist Ist X x wohl

punktiert und Y y punktiert so ist X Y Y eine

Kofaserung denn Y und

x ski
Lemma II 2.7 Ser

Arts T ein Pushout in Top Ist i eine Kofaserung

ti so auch j

Lear Si H 4 I W
g

Z W A XI Y XI
µ

mit gaj Ho Weil i eine Kofaserung I I Eiji
ist setzt sich Holfxid mit

öAufbed gof zu H fort
Dann ist H die gesuchte Fortsetzung von H bzgl g B

Bemerkung Mit vorherigem Lemma A T

Ei
I NDR j NDR

D



Betrachte KÖ X 4 also

Ä Y Ä CX T Ä X 9 In_ 4

Es folgt In LX 4 EH X Ä T d h

erhält endliche Koprodukte in Topic
Später Ist Hz addition erhält Ä auch unendliche

Koprodukte in Topf

Def II 2.8 Sei X ein top Raum XE CX die Basis

inklusion in den Kegel Dann heißt SX Xp die

Einhängung von X

Alternative Beschreibung
Cx

küsst
Boy 515 S Genauer
S s CS D

g Ens
Un Ex s tra lax UX ZE 2 U VI CEI

öff



Esgilt auch 515 SCO Fg 40 so

Notiz S Top 7 Top ist ein Funktor

Satz I 2.9 In X E Inez SX nat in X 0

B Weil X X eine Kofaserung ist erhalten wir aus 5.7

Änne CX 9 In_ SX ÄH X II ICH
denn CX E 0 B

Korollar II 2.20 Ha D 5 E Hals E Hs al d.h

Hals E Ha al Hal Ist He gewöhnlich folgt
Hol für den

Held S
o für hin

Hals E Hool für k 0 oder kenn

sonst für n so

Ho so E Hol Hol

Ber Ha D STEH IDYS EINSTEILS so

EE Is S E He also JE Hana e B

Def II 2.22 Für X x ist EX SX
xd sei

die

reduzierte Einhängung

2 Top Top ist ein Funktor

Falls X x wohl punktiert ist gilt EX SX d h



HI EX E H X

für wohlpunktierte Räume Reduzierte Einhängung
ist links adjungiert zum Schleifenraum Funktor m

Honig X x Y y
E
Honig X to DIY

s Top Top er X x Homills X x

mit KO Topologie Homrop X Y hat Subbasis

f X Y f k Eu für k EX kompakt UEY offen
Die Adjunktion respektiert Homotopie und wir erhalten
so auch eine Adjunktion in Hotop Für X x s

besagt diese

Inez Y y
E Tin m Y y

vgl Inez EX E H X

Hinweis auf honotopietheoretische Konstruktion
von Homologie durch Spektren

I 2 Gleichheit von simplizialer und singulärer Homologie
Ziel Zeige Hält A R E HEJCt A R für A Paare X A

Unterdrücken R in der Notation
Aus I 2.20 wissen wir HEY 1 JA ER



Prop II 2.2 Hä A 21 ER wird erzeugt von ich
Ber Induktion nach u Anfang n O klar Schritt

Sei at JA I v um das nullte Horn von 1

Hä I E EHE S JA 1 FEI JAYA
H A 01 2 EE HEILE JA Dieser Iso

bildet ida 3 auf ideen ab Also ist idee

Erzeuger nach Indien D

Lemma F 2.2 5er Lemma Das Diagramm
A ES DICH DIE
at rd rd s1 ed
Al Ä BI ICH DIES Er

in R Mod habe exakte Zeilen a sei sarjektra
E sei injektiv und P und S seien Iso Dann ist

auch Dein Iso

Bee Diagrammjagd 8 injektiv Sei ceker 8

Dann gilt 0 1 Hd 8 hlu also klo 0 weil

Sing Wegen Exaktheit bei C gibt es beB mit jes c

wir haben j pls Tej b Hd 0 also gibt es
ate A mit i la p b Weil a sarg gibt es
a e A mit ala a Es gilt p b ital

Ü la i ala 0 Weil fing folgt b ila

d h j b j lila 0 lt Exaktheit bei B
8 sarjektier selbst B



Sei nun X A ein A Paar Betrachte die Kettenabb

CIX A C IX A

die einen Simplex in X als sing Simplex interpretiert

Satz
2.3 Der induzierte Homomorphismus
HECK A HEY IX A

ist ein Isomorphismus für alle ne

hear Sei zunächst A 0 Betrachte

HE X H X H X 1
I I

Hält Hi X HP X x
Z Z L ist ein Joo

Weil CE X X 0 für den gilt HE X 8 E

RT für k n

CI LX X
o für den

Außerdem haben wir

KAI JA E X X

at it
1 4 4EMEA

und Kh Kh ist eine Kofaserung nach
Lemma II 2.7 denn JA Xk t

Is Le



Mit Prop II 2.4 ist Hilf ein Iso

Aus der Additivität von H ergibt sich

EH AE EHMIAE JA EHSATEist E
HEI HÄ AL Ist Hä 4
Mit dem Ser Lemma ist auch ß ein Iso
Mit Prop II 2.2 schließen wir

HEY Xe Xe t ER Cida für k n

0 für htm

Weil die Erzeuger aufeinander abbildet ist dein Iso

weil offensichtlich H X ÄH O X folgt
mit 5er Lemma durch vollständige Induktion dass

HE X HEY LX Nutze E EX
ist kompakt also

für alle k I O und somit rettete für hno

HECHE colima HE X E colin HEJC EH
HACH A EHE X A für A 0 folgt erneut aus
dem 5er Lemma D

Bemerkung Definieren wir CI X A M CÄCK A 0pm

für einen R Modul M folgt genauso
HE x A M E HEILX A M



Korollar 2.4 Lässt ein Raumpaar X A eine A Paar

Struktur zu mit endlich vielen Simpleren außerhalb
von A und ist R ein Haupfidealiing dann ist
HEY X A R endlich präsentiert
Bear Nach dem Satz gilt
HP X A R E ZEHNYBE X A R

und nach vor ist C X A R ER Über

Harpfidealringen sind Untermodeln freier Moduln
mit endlichen Rang wieder frei mit endlichen Rang B

I 3 Die Mager Vietoris Folge
Ziel Für Z Ugo Un oder III entwickle 4 E 5

die Hdz mit Us az bar HHA CH 4

in Verbindung setzt
Sei wieder H Jr eine Homologietheorie mit Werten

in R Mod

Def 3.2 Seien X X EX Teilräume mit X X u X

Dann heißt die Triade X X X schnittig falls
die Inklusion X X n X X X für jedes
ne 2 einen Joo Halt X n E A X X induziert

Bern X X X schnittig X X X schnittig
Diagrammjagd



Bey Sind X X offen X X u Xr so ist
X X X schnittig denn für Y X A XIX

gilt Ä A ET T und nach Ausschn axion haben wir

H_ XIA TIA E H LX Y
115

H_ X Xin Xi Halt X

Sat 3.2 Mager Vietoris Folge Für X X X

schnittig und A EX n X Xo gibt es eine nat L.ES

1 Hallo A ETHIK A Halt A ÄH IX A

mit in Xo A Xs A und j Xr A X A k 7,2

Be Natürlichkeit der Tripelfolge ergibt
Hallo A Ha X A Hulk Xo Han Xo A

Eitan HÄTTE
Definieren d wie eingezeichnet Natürlichkeit von

Jn folgt aus Natürlichkeit der Tripelfolge Land
ist sonst klar Exaktheit Diagrammjagd
Bei HanfXo A Sei ze Ker Haylig n Ker Hun li
Dann gibt es z e Halt Xo mit di z z

Betrachte z als Element in Hu X X A K
Dann gilt Ja Zz

0 also gibt es zielt CXA
mit Hall z za Damit folgt d z

Ja Hall z Jalz z also ze Bildda



Sei umgekehrt ze Bild In also auch ze Bild 2

und deshalb Han Cz z 0 Außerdem folgt für
z Jil Hall z dass Han c z 2m Hall z

O also ze Ken Han c n Ker Han i

Exaktheit an den anderen zwei Stellen selbst B

Erinnerung ein homotopiekonnutatives Viereck

A T heißt homotopiekokartesisch
fit
g Z

oder Honotopie Push out falls
in dem von g of in Geofe

induziertem Diagramm alle vertikalen Pfeile sind

A XI Mfa

Pms Mist
Kofaserung

FEI
sogou.am

jijiii

n

Sei A F Y

gg gg
homotopiekokartesisch Dann gibt
es eine nat L E S

A ÄH_ x A 4 s t.YH.cz



Beef Haben Ax o 2 Mf

rig t.fi

IEEE
und Mfi f Mf if ist schnittig B

Im Spezialfall iffy
mit einer Kofaserung i

haben wir für BE A B s Y mit f B E B die nel Vers

H_ A B H CX A H LT B H_ Z B

Setzen wir A e X n X im Satz II 3.2 erhalten
wir

Hält ÄH Ä X Ä CX HI A
für eine schnittige Triade X X X2 Der Beweis

von Sat II 3.3 liefert somit auch

HI A ICH Ä T Ä Z Ä A

für einen Honotopie Push at A T

E



Bsf St M Verklebt man zwei Möbius ränder

µ am Rand erhält man eine

Kleinsche Flasche

Si H HIHI 2

x 2x 2x

Helm Hin H K T Hals Halm Hz n

c c

Ha K Es Holst 7 HÄ Holm H K

s Etc Y202 2

B S IT

fügt
Zellanheftung

wegen HI D E O hat die M.tn Folge die Gestalt

ISIS E Ä 4 ES Ilz IIe 5 ÄHM
Äh lj ist ein Ono Äh f inj.ae Ä f

Ist gewöhnlich ist dies für de n 2 automatisch

k n k te Homologie kann durch Zellanheffung
nur wachsen

k n 2 k te Homologie dann nur schrumpfen



Wir erfüllen noch eine Bringschuld

Satz II 3.4 Sei H d additiv und Xi Dies
wohlpunktierte Räume Dann induzieren Xi 7 Xi Joos

if Xi E X

Bear Additivität 5er Lemma und Prop 5.6 ergeben
HLXil EHilxi.si E ca Hilft x

FIELE Xi B

II 4 Der Abbildungsgrad
Ziel Klassifizier alle Abb en f S 75 bis auf Homotopie
und bestimme die induzierten Morphismen in Homologie
Def I 4.2 Der Abbildunggrad von f S S ist die

eindeutige ganze
Zahl deg f ER sodass

Für f z deg f z für alle ze FEY S z

Beobachtung füg deg f deg g
f nullhomotop deg f 0 z.B f nicht surjektiv
Für fig s s gilt deg fog die f ldegg
f Homotopinäquivaleng deg f It

deg idg 2

Satz I 4.2 Sei H 2 eine Homologietheorie mit

Werten in R Mod f s S Dann ist Hlf z

leg f z für alle ze I s

I Beweis führen wir in Rest des Abschnitts



Prop I 4.3 Sei u z 0 und sei in S 75 die

Spiegelung an der Hyperabene Xun 0 d.h

r x Xu Ant I CX X X Dann gilt
HE ru idg.es und insbes deg ru 2

Bear Induktion nach n Anfang
ro 5 2 2 50 2 ez

i 2 so in 2 so
r H 2 21
Natürlichkeit der M.tn Folge liefert
A 2 Hol 2 II ÖH so

T ab mölblona I HoCro
Ho 2 Ho f 2 E Hof Ho so

Sei D a real a c Hol t

Erhalten 8 DÄ ILS und T
D

id p also

Hoff So idgaf iducso

Schritt Sei y Hüls In 215 der nat

Einhängungsino Dann gilt
Hlu g

to Ä zlrn.to g E Wo fidmus g 04
id ja sag D

Bemerkung Je zwei Spiegelungen im R sind

homotop also F r id für jede Spiegelung r



Satz I 4.4 Für jedes f S 5 gibt es es

mit f x IX

Bear Falls nicht gibt es Homotopien idg p f
und f a idgra

FCK E
G E x E f
V12 t x E f H

GG E
4 E EH E fix
V12 E C x E AHH

also idsen idgen r o or r Spiegelung
an i ter Ebene also 2 degidgzn deglrto.ro F

2 I Widerspruch D

Sat I 4.5 Satz vom Igel Jedes tangentiale
Vektorfeld auf einer gerade dimensionalen Sphäre
hat eine Nullstelle Zu r S R mit Luc 0

für alle e S gibt es x.ES mit xo 0

Ber Falls nicht gibt es toes mit Ü Exo die

0
UC Xo

Vocal Xo Xo I 2 Widerspruch D

Zu jeder Zeit gibt es also auf der Erde einen

windstillen Ort

Prop I 4.6 Si fei St St zu z Dann gilt
Äalfs h ideals insbes deg fa k vgl Natürlichkeit
des Harewieg Joo s



Bea Es gilt f s z felt ralf z Mit

Prop II 4.3 o B d A 120 Betrachte

g
EIS

Eidg

se Fat St

Sei außerdem gg s 7 S die Abb die alle Kreise

außer dem j ten kollabiert Dann gilt qjogs idgagd.hn

H q Äalgel o Ä ge lid
y

ich
4

Für ij S 9 YI S die j te Inklusion gilt Eidg eig ichs d h

Ä ids o i Ä i Ilias Älids
Weil j Halij off Ist gg idygsy los unter Satz II 2.6 get
Ä LÖHE ge id sgt tidmsy kidi.is

Wegen der Natürlichkeit des Einhängungsinos gilt also
auch Än S fr k idg.es und insbesondere

deg S Ife k Setzen wir X Y Hornig X Y folgt

deg S 5 2

ist surjektier Satz 11.4.2 folgt sobald wirzeigen dass deg

injektion ist Brauchen Anschluss an die Differentialtopologie



Prop II 4.7 Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit f IR

stetig und Sim R positiv und stetig Dann gibt
es eine glatte Abbildung F M Re sodass

HfG FCH II SG für alle xe M

Bee Für EM sei Ux EM eine Umgebung von

sodass 8 y V28 x und fly full KSC
für alle ye Ux Weil M zweitabzählbar ist ist
M reparabel Einführung I 2 also gibt es abzählbar
viele Punkte x2 x2 E M nd Utz Utz gang M
überdecken Wähle eine zugehörige glatte Zerlegung der 2
Ui M 0,23 d h für jedes xe M gilt Milt 0

für fast alle d E K x 2 suppe EU Definiere

F M s IR f x Toll x f x
Dann ist f glatt und
HfG ICHI EICH f x E U C fix

EU HfG füll S EndoC 4284 SG D

Prop II 48 Sei f M S stetig M glatt Dann gibt es
I Mas glatt mit f f

Bee Nach obiger Prop gibt es für f M S ER

eine glatte Näherung F M IR Mit HfG ICHI 2
für alle E M Sei r R I o 75 die radiale Refraktion

Dann ist rof F hf mit h x E r t f x G E ICH
B



Bemerkung Die Prop gilt allgemeiner für f MAN

mit N glatt Whitney Einbettungssatg NER Existenz
von Tubenangebungen

Erinnerung SamDifftopf Seif M 7N glatt ye N regulär
d.h für alle x EM mit FCH y gilt df TIMETyN
Sei M kompakt N zahgd und seien M und N orientiert
d h wir haben lokal verträglich Orientierungen in allen

Tangential räumen von M und N gewählt Dann ist

degst f Iggy sgadfx ER

mit sgadfre II t falls dfg er serhaltend umkehrende

unabhängig von der Wahl von y und

ist f glatt isotop zu g folgt degitt f angibt g

Sat 4.9 Es frage S die Standardorientierung 5 25
und f S 5 sei glatt Danngilt degiff f deg f
Lemma II 4.20 Sei AE GL R Dann induziert A wegen SERIE
eine Abb ft S 75 von Grad son dufte 2

Bear Nach dem Gaußalgorithmus ist A Produkt von

Elementarmatrigen Für A fan ist f f mit

B 22 werde Prop I 4.3 an Ebenso auf die

Spiegelung f Für A I gilt f ids D



Lemma I 4.21 Seif S 5 sodass es x.es mit fho xd

gibt sodass es eine offene Umgebung U E S von to gibt
auf der f glatt ist und sodass dfx invertierbar ist
Dann gilt deg f sgadetdfx
Bear Identifizieren S ER u N durch stereografische

Projektion Dann gilt für Ae GL R dass

Jacobi so fest A Setzen wir A facobio so fit
folgt Jac so f oft 0s Jae so fos Sofa s

Jacolsofos Jacks oft
o s At A In d h

dlfofalxo idz.sn Wegen f Cfo fa faz
und degfa zEsgadetA

t

sgadetdf.ro bleibt

zu zeigen deg f 2 falls dfx ich Zeigen sogar
f idg Taylor f x x tg x in Karte S la Xu

um Xo und Hg All 2 HfG 1 für O LUXUS 2E
Definiere h S I 5 durch

f x 20244
h x E GfK EU 4gut für EINER

FCH Eg HIKE

Setze fa x hlt 2 Wegen 4g HK KAFKAfür IHRE gilt
noch immer fit to Wähle Scheibenangebung von to

sodass für die komplementäre Scheibe D gilt ff D ED
und flog id Dann gilt falpätspid mit
h x E EX 2 E f G Somit insgesamt f Eidg D



Bear II 4 9 Sei ye 5 regulärer Wert f y x

D E D Xi Scheibenumgebungen a d ftp ein Diffeo
auf das Bild DES Erhalten

S A s

I E
S SIE.DESY5IDmtseoer

j ETMeO
t s

also folgt wie im Beweis von Prop II 4.6

deg f Es deg SI Ein Es sgadet dfü
ZIngadfx degitt f D

Erinnerung Sem Difftop Milner Topology from the

Differentiable Viewpoint p 51

Satz II 4.12 Hopf Sei M eine golgde orientierte randlose

glatte Mannigfaltigkeit fig M 5 glatt Dann

sind f und g genau dann glatt konotop wenn

degditt f degdittg
Kor II 4.23 Die Abb deg 595 K ist eine Bijektion
Beer Noch z.z Falls fig S 5 deg f degg dann füg
Haben f f g j mit Fig S 35 glatt und
dag F deg f deg f deg g dig g digittg
Mit dem Hopf Sat folgt f I j g D



Satz 4.24 Sei nz 2 Dann ist T 5 2 für k n

und deg Tal 5 2 ist ein Joo von Gruppen
Bear Für k n ist s 5 homotop zu einer

glatten und daher nicht Jurjektiven Abb Durch geeignete
Wahl der verwendeten Zerlegung der I ist die Honotopie
basispunkterhaltend Daher Tals L

Weil für f Cg ER 5

f g fg S s vs s folgt
wieder deg f Lg deg fg degftdegg
deg f t deg g d.h deg ist ein Homomorphismus

Wil deg idg 2 ist dieser surjektion Ist

f E Ker deg folgt aus dem Korollar dass f
nullhomotop ist Weil 21537 L und 5

wohlpunktiert ist f auch punktiert nullhomotop D

Bear von Satz I 4 2 Sei f S S Dann

gilt f S fa mit k degf lt Korollar Daher

Half Ä_ S Ife Total f on k.idi.es mit

dem In 2 facher hat Einhängungsino 2
Ä 5 FILS D

II 5 Anwendungen
Ziel Wir präsentieren ein paar teilweise überraschende

Anwendungen der Homologie
setze HEIL 2 2



Der Fundamentalsat der Algebra
Satz II 5.2 Sei p e 423 mit plz 0 für alle ze 0

Dann ist p konstant
Bear Sei fe S s f z P

Ip Ez
Weil

h s z p 2 5 tz

Ip A tz
eine Nullhonotopie ist gilt

deg fe 0 Für pl 2 an Z an 0 sei so O

sd lanz Ejaaz für Iz ro Setze
Ps t an z t S.EE arzt Dann ist g g z Ps rot

1ps ro
eine Honotopie Finzi go g fro Es folgt
n deg go deg g deg fr 0 B

Invarianz der Dimension

Satz II 5.2 IR ER n m

Ben S IRIS O E R I flog S also

In z IS E Ära 5m Mit Kon 11.2.20 folgt
n 2 m 2 D

Keine Retraktionen auf den Rand

Sat I 5.3 Die Scheibe D retrahiert nicht auf ihren Rand
Beer Falls doch gibt es r D s so

s.FIY EIzj jz Widerspruch B

Bemerkung Allgemeiner eine komp Mfl refrahiert
nicht auf ihren Rand Top



Der Brouwersche Fixpunktsatz
Satz II 5.4 Jede Abb f D D hat einen Fixpunkt
Bear Klar für a 0 Für n 2 erhalte r D 5

rex

mit r
gun

id gun Widerspruch zum letzten Satz D

Bemerkung Aus dem Satz folgt die Existenz von

Nash Gleichgewichten in der Spieltheorie

Der Satz von Barsch Ulam

Satz 11.5.5 Dorsch Ulam

Für jedes f S R gibt es es mit f x

Daher Auf jeden Großkreis der Erde gibt es stets
gegenüberliegende Punkte mit gleicherTemperatur

Auf der Erde gibt es stets gegenüberliegende Punkte

mit gleicher Temperatur und gleichem Luftdruck

Satz I 5.6 Antipodensatz Si
g
S 5

sd.glx g x für alle es Dann gilt nem

Satz II 5.6 Satz II 5.5 Angenommen es gäbe f SIR

mit f x fl x für alle es Dann gilt für g S 75

g x FCH FC
Hfc fl xp

dass gl x g x D



Bear von Sat II 5.6 2 2 E I E A S E x

SY RIP p S RP universelle Überlagerung

EINtja t E E setze G CIC

LIRA S Kr Teti
Ketten bb Transfer

O RP Ä IS CRIP OCS.ES

Sei g S 5 mit gl x g x Erhalte g RIPIRIP

O RP Ä IS URI O

15 04 Ig 0 15
O RP IS E CARS O

Betrachte
AP 5 Rip K s E Ap

iii
pro go E prog

o E jop o T j Lp F

5 T

Wg der Eindeutigkeit der Hochhebung folgt die Kommutativität
Untere LES

Hm RIP HmCRP E Hm IS SETH IRI

Ö Ii
Hm RIP O

O Hz IRA

Ho RIP S Hots Ho IRI O



Hm T o An p Am Tropen Hmlidc.sn t s 5

id sm III id sry 2 id O

Weil Am Tg injektiv folgt An p
0 Daher ist

Am Tg ein Iso Außerdem Hr RIP ÄH RP

für 24h m

Natürlichkeit in Satz I 2.2 gibt für arm und Isis m

H RIP Hinz IRI

III E EEIT
Wil Ho g ein Iso ist ist induktiv Hilg ein

Joo für 0 si s m Somit folgt
Am IRI ÄH Hm S
Hm James

Am IRI III Hm Is

aber Hm s 0 für n im 10 während Hm IS ERR
für n 0 Widerspruch Für n 0 ist der Satz klar D

Der Schinkensandwichsatz

Satz II 5.7 Seien Az Am SIR Daralmengen von

endlichem Lebenguemaß AI Ai N für i I m

Dann gibt es eine affine Hyperebene in R die

jedes Ai in zwei Teilmengen gleichen Maßes zerschneidet



plausibilisieren

Beweis Betrachte IRMER X Z ER Für xelR o sei

HI y ER x y 20 n Rmx 2

HI L

Hx Hin HE
Setze fi S R fi x 11 Ain HE Dann gilt
fit x All Ain HI Ist f S 712 f Ifa fm

stetig folgt mit Barsch Ulam die Behauptung
Sei also x in S mit bis X E S Die chan Fltnen

Rain A konvergieren außerhalb AinHx gegen KainHat
Also fing RAinHE KA in HI Al f ü Wil KA in Hj KA
und SKA da Al Ai 20 folgt aus dominierter Konvergenz
Giftig fi KAinHE da dRAinHId1l AllAinHE filxt

Dorsch Ulan I

Satz II 5.8 Sei Az Aue eine abgeschlossene

Überdeckungvon S Dann gibt es e S und ie Is net

sodass Ix E Ai

Beer Für yes sei di y d y Ai jäfty all

Setze f da da Laut Barsch Ulam gibt



es es mit f x fl x Gilt di x 0 für ein i
ist IKEA weil Ai abgeschlossen ist Ist jedoch
dält 70 für ist n folgt IX Asu 0 An
also IX E Aatz D

Bemerkung Die Anzahl net ist bestmöglich betrachte
die radiale Projektion eines eingepassten JA ES



 

I Zellkomplexe und zelluläre Homologie

Erinnerung

D Iti
Manheftung

Magen Vietorin Folge

ISIS ÄH 4 E Filz IIe 5 E Hd
Angenommen X

n
X mit X diskret und

Für ie In je In betrachte

fj S ES EF XIV Bild S

Die Abb e ff formen eine Zerlegung der Anheftung

abb.fi Mit der Mohs erscheint es plausibel dass
für eine gewöhnliche Honologietheorie die Honologie

X schon durch die Morphismen Ä Gig bestimmt ist

Daher Kombinatorische Berechnung von H X durch
die ganzen Zahlen deg fig erscheint möglich
H X unabhängig von Hx Also allein

durch die Eilenberg Steenrod Axiome bestimmt



I In Zellkomplexe
Ziel Konstruiere und studiere die Kategorie der Zellkomplexe

Def I I Ein Zellkomplex oder CW Komplex ist ein

top Raum X mit einer Filtrierung

O X EX EX E E X

sodass es für jedes 70 eine Familie von Abb e

Q D X gibt nit i c In und QYg.iq S Kind
2

Has u

1in

II D EI
2 X colima X

Beobachtungen Terminologie
h 0 0 0

Ey
0

d.cn X ist diskret

Das a Gerüst X entsteht aus X durch Anheftung von

a Zellen Wegen Satz 11.2.7 ist ja X X abg
und XIX E II D Die Weggangskomponenten ei
von XIX heißen offene u Zellen Qi heißt eine
charakteristischeAbbildung für die orte a Zelle



Tag Set ist linksadjungiert also kostetig d C

aus 2 folgt X X als Menge Aus 2

folgt juden das X die finale Topologie bzgl
f trägt di

As X abg E An X EX abg für alle n

Diese Topologie ist nämlich maximal sodass X

überhaupt ein Kokegel
Ig

in

ist und minimal sodass dieser universell ist

Ö X

Wichtig Die Filtrierung X ist Teil der

Struktur eines Zellkomplexes die char Abb Qi

äquivalent die Pushoats IEEE nicht nur

ihre Existenz wird gefordert

Sat I 2.2 Zellkomplexe sind Ty normal und Hand
Beer Übung D



Satz I 2.3 Sei X ein Zellkomplex und CSX eine Teilmenge

i abg E nein kompakt für alle ie Iu n O

ii kompakt abg und sei 70 nur für
endlich viele i und n

Beer i nein E ein abg also kompakt
weil ei Qi D kompakt Folgt induktiv weil

IQ I ja ID X X identifiziert und
Cn Qi D nein kompakt in Hausdorffr also abg
Iii C abg CE Cn ei o U Cn e

kompakt also C kompakt Nachlesen B

Bemerkung Cer Komplex C für closure finite jede
abg Zelle ei trifft nur endlich viele andere Zellen

W für weak topology schwach in dem Sinne dass

man schon an den Schnitten mit den Gerüsten erkennt
ob eine Menge offen abgeschlossen ist

Bap F 2.4 X S X P XE XE Es
er

fügte
k t na

s X3

ggE di
Dap F 2.5 X 2g X 0 XI X S Vzg
Sagt

EIL fist Eis I I ai.si



Bsp E 2.6 X RIP X Xo X O O E RIP

eine Zelle on jeden Gral
S Ä SIE RITT

DIE Ä ERA

g x X i X universelle Überlagerung
Q X x X_ 82 1124 1 3

Bap E 2.7 X GP hat eine Zu Zelle in jedem

geraden Grad X X Z zu O O EG

Sla 2 X2 2 E T

D In ei

g z za Z i z

Q z Zu Z Zur VI lllzig.r.su
Bemerkung S EP E S ist das Hopf Bündel

Def I 2.8 Sei A ein Hausdorffraum Wir definieren einen

relativen Zell oder Co Komplex wie zuvor mit X A

Def I 2.9 Eine Abb f X A Y B relativer

Zellkomplexe heißt zellulär falls f X ET für nz 2

Kategorie Ch und relay



Def2.2.20 Sei X ein Zellkomplex Ein Teil raum A EX heißt
Teilkomplex falls A abgeschlossene Vereinigung
offener Zahlen ist

In diesem Fall ist A selbst ein Zellkomplex mit
A An X

Kategorie GE der CW Paare
Haben einen Funktor CWI mhm der die

Filtrierung 8 ni w in die Filtrierung X u A in
überführt

Def I 2.12 Sei X A ein reh CW Komplex Dann

definieren wir din X A n falls X X und XXX

X A habe endlicher Typ falls es nur endlich viele

Zellen in jedem Grad gibt X A heiße endlich falls
es nur endlich viele Zellen insgesamt gibt

Stabilität der Kategorie A

Sind X Y Zellkomplexe so auch X 4 klar

Sat I 2.22 Sei X oder Y lokal kompakt Dann ist

XXT ein Zellkomplex mit Filtrierung X 4
p

XIX

B n Zellen in Xx 4 sind Produkte elfte
nutze D ED XD Haben Identifizierungen

finocED ginko D T



z.z fxg ist eine Identifizierung O B d A ist
X lokal kompakt Dann gilt
fxg lfxidy.sn o id g

und beide Abb es sind Identifizierungen nach

Blatt 4 5 Aufgabe 2 Einf in die Top D

Ist X A ein CW Paar so ist XA ein Zell

komplex
Daherauch CX SX EX

Ist p 4 X eine Überlagerung und X ein

Zellkomplex so auch Y

Sat I 2.23 Ein relativer CW Komplex X A ist
eine abgeschlossene Kofaserung
B Nach Lemma II 2.7 ist jedes j X X eine

abg Kofaserung Also ist X A eine abgeschlossene

Kofaserung und X A ist abgeschlossen Noch z.z
X A ist eine Kofaserung

E ÄH
A Ä A XI

ii



Wir erhalten H Colin XXI 4

Weil I kompakt ist erhält C I nicht nur

Curie wir wissen Pushouts sondern auch allgemeine
Kolinites d h Colin XXI XXI D

Kor F 2.24 Zu einem reh Zellkomplex X A gibt
es für jede Honologietheorie H eine LES

I A F X Ä_CIA F A n

Kor E 2.25 Sei 0 X ein Zellkonplex und X EX

Dann ist X x wohlpunktiert

Satz 2.26 Sei X ein weggolgder Zellkomplex mit

genau einer O Zelle Xo EX Wähle char Abb e

Qi g D S X 8

für ie In und a 2 2 Dann gilt
I X x Q ie I g je I

De Betrachte 218 218

Euro
Bah Colin Tz X Xo Tz X to

Surjektiv Sei 8J E Tz X x Dann ist TI

kompakt also KI EX für a großgenug
nach Satz II 2 3 Iii



Injektiv Sei 8 E Tz X x und H I I X

eine Nullhomofopie von 8 in X Danngilt auch
HIIXI S X für m groß genug d L 8 L
in Tz X to

Für 8 EI X to liegt FCI in einem endlichen

Tillonplx von X also folgt 2 XY x E

Tz X Xo für az 3 laut Sat E 5.2 EinfTop
Somit Tz X x colin Tz X to Tz X x

Wil X ein Präsentationkomplex ist folgt die
Bel D

Anheftungen von Zellkomplexen
Sei X A ein CW Paar kein CW komplex
und fit Y zellulär die Anheffungsabbildung
Dann definiert

A 4
Is
Z

in Top einen Zellkomplex Z mit Filtrierung
Z f X u j Y die Anheftung von X an T

In Zellen in Z In Zellen in T o a Zelle in XIA
Char Abb e durch Komposition mit f und j
Colin Z colin If g X IT



f Hj colin_ X Y FIS XD Y Z

denn Identifizieren ist linksadjungiert also

kostetig
Wir nennen ein zelluläres Pushout Wegen 2.421

ist 7,4 wieder ein CW Paar und J X Z ist

nach Konstruktion zellulär
Sat E 2.27 Seifert was Kamper CW Version

Sei APT ein zelluläres Pushout A X Y weggshgel
und seien an Xo Yo to kompatible

Basispakete Dann gilt FCA a TICKyo

Thx Ko TÜZ zo
Er Nach Satz 6.14 ist X A eine Kofaserung
also ist die Paskontversion des Satzes anwendbar D

Sat 2.28 M.US CW Version

Sei IST zellulär BEA BIST od FCB SB

Itz Dann haben wir eine nat 4 E S

Halt D E H X B H C4 B E H.CZ D

Des I 2.13 und unter II 3 I D

Ist A setze B D und erhalte

HELA ICH HLT ÄHH ÄH A

die reduzierte M.WS eines zellulären Pashouts



II 2 Zelluläre Homologie und Enbrcharakteristik
Ziel Homologieberechnung von Zellkomplexen
Definition und Bestimmung der Eulercharalteristich

Sei d eine Honologietheorie mit Werten in Ri

Def E 2.2 Sei X A ein reh Zellkpx Der zelluläre
Kettenkomplex von LX A beggl Hater ist

C X A H H CX 8

mit Differentialen JE C X A A C LX A H

gegeben durch

Jn H_ X X An LX X

aus der Tripelfolge von X X X

Wir haben das Diagramm

Hun X

A x X TEAM E Hulk X

Hu e X

also Ji o di 0

Die zelluläre Homologie von X A bzgl He Jr ist

www.n
HLCFMYIjg.amT T

Honologiedes Vorgegebene
Kettenkomplexes



Satz I 2.2 Sei X A ein reh Zellkpx und d

gewöhnlich Falls X A unendlich sei He Jr zudem
addition Dann haben wir nat Joo e

Halt A Es HÄLT A für n O

Der Wähle Pushout

EIS
Kofaserung I Jin

II D EI

He X X E H let Da f sang It
Additität

Ü ArCD 5 E if He_

gewöhnlich also

He x tu
EI l

µ
k s

O h n

Betrachte die Tripelfolge zu X X A

Hre Lx X Hr X A He X A Heli
falls k u u 1

h n Hr X A EH HT A E EH LA A EO

h n Ha X A Halt A EHM A Er

d h Hr X A E Colin H X A



Bek Colin He X A E He X A

Klar falls X endlich din

Falls nicht nutze T X hocolimm X

OÄTE
A X XYZ X

getätigter Homotopie Abbildungsteleskop

und Hr TI A E colin He X A sowie T CX IX
vgl für fit X gilt H I hocolim AIX Helmg
und colin Hal AS X colin Halt ÄH CH Halt
sowie Mg X

Es gilt also He X A E H CX A für k en

Betrachte nun erneut H CETA o

nö
a it

A F Fo
Bek in induziert coder Ja Hält A Gj
Beer Diagrammjagd



Wir schließen Hüll A E cohrd EH CXYAJEH.UA
und dieser Joo ist natürlich für zelluläre Abb.es D

Korollar I 2.3 Sei Hr gewöhnlich und Hol frei von
endlichen Rang über einem Haupfidealring R Sei

das Raumpaar X A kam äquio zu einem ende

rel Zellkomplex Dann ist Halt A endlich präsentierter
R Modul für alle 470 D

Eine nat Randabb Ji Hill A Hi A

erhält man aus folgender Prop mit Sat 4,4

Prop I 2.4 Für ein Cw Paar X A haben wir eine nat.SE
O CETA H CIA CELIA 70

Die Klar falls A 0 Andernfalls ost

A An X yay
s

S Ys
eine Kofaserung mit Refraktion ru Ken Ahne
Weil XXX z AYA EX UA

g nut gibt
7.6 SESen

O ÄLAYA ÄHH ILKAY A O
IS II 2.4 19 vs
CIA ECK CELIA H

Natürlichkeit folgt aus II2.4 und I 2.6



Achtung Etablierter Notationsnissbrauch für Jim
als HECK A Hält und CECKA CECX.tl

Prop II 2.5 Annahmen wie in I 2.2 Dann gilt
A X A I Han A

115 Ms

Hält A Es HEY A

f Nutge Hat X A E Coker daz wie in 2.2

und die Natürlichkeit von da D

Insgesamt haben wir also einen act Iso LESen

H_ A Ha X An X A Hna A

Hätt Hält Hit A Hä A

Die Eulercharakteristik
Eder Polyeder Formel 2758 Für ein konvexes

Polyeder mit E Ecken K Kanten und F Flächengilt
E K F 2

Allgemeiner
Def I 2.6 Sei X ein endlicher Zellkomplex Dann heiß

MIX Es C 2 F X IX

die Echercharakteristil von X

Def I 2.7 Für einen top Raum X ist die ute Baltigall
b X rauche Halt 2 ding Halt 2 0z0 din lt.lt



Satz I 2.8 Euler Poincare Formel

Sei X ein endlicher Zellkomplex Dann gilt
KH EoC 2 b X

Bee setze CFC X HEIL 01 Zeigen

allgemein Io C 2 dingen El 2 ding H_ G
Betrachte O B Z A G 0

und O Zu 7 C Bu z 0

Es folgt dir Zu dir Da dim H_ C und

din Cn din Zu t dim Benz also

Eno 11 din Cn EoC 2 dim Zu dim Bag

Erol 2 din H_ C tInBden
Kor I 2.5 Seien X Y endliche Zellkomplexe mit X Y

Dann gilt K X R T B

Bee Falls X zusammenziehbar gilt K X KL L

Test auf Zusammengielberkeit notwendig
K S2 O

K Zg 2 2g 2 2 2g
R Ng 2 g

2 2
g

K RIP X Ng 2 nicht zusammerziehbar
Test nicht hinreichend



K X Y III II I L IIII IIII IIII III
I III IIII III IIII IIII IIII z

Ed IIII Ed 7 IIII ACH ACT

K S x X O K Td O

Sei 4 X u blälfrige Überlagerung RLY n KH

Demnach Gibt R LX 0 kann X sich nur trivial

selbst überlagern

Satz E 2.20 Additivität von 1

Sei

Ej
ein zelluläres Pushout Danngilt
217 RIX ALT RIA

Bee Betrachte die M.hr S für Hit 0 als Kettenkomplex
mit verschwindender Homologie Mit folgt

Eo 2 din H_ A 22C 2 din A C tdinH.LT

E I 2 din H_ Z 0 Mit I 2.8 folgt die Bek

I 3 Berechnung zellulärer Homologie
Ziel Berechnung der Differentiale des zellulären Kelten

komplexes als ganzzahlige Matrizen Beispiele

Sei K A ein relativer Zellkomplex Wähle Pushout



II S
I

II D

Def 3.2 Für n 22 Dei ie Fan je In Die

Ingidenzahl indig ER ist der Abbildungsgrad von

S Tune EFD _ES
nur wohldefiniert bis auf das Vorzeichen
Für n 2 bedeutet dies

2 g 2 Q DO gil 2 Q DO

indy 2 g 42 Gj Do g 2 Q Do
O

q 2 g 2

Sei INC Lindig die a te Ingidenzmatrix
kann unendlich sein hat aber wg Satz I 2 3 c

nur endl viele nicht verschwindende Einträge
Sei He Jr eine Homologietheorie additiv

falls X A unendlich

Si Un H_ X X f Hol
kein Dinensionsaxion erforderlich



Satz II 3.2 Für us 2 gilt

CECK A H EI X A

E 0 E
II Hol II t.li

Bee A X X H X

msn.IEEIIEIEIY.IE x x
ü

Iti
In.ly

I E SÄE HIFI
E aushängen E aushängen

Ho so I s

Hoc Hol

Mit zu Hol Hol und Tj EiHol Hol

ergibt sich Tj Vor 2nF Vil o li incig also

Van o Jin Vi INC_ D

Bemerkung Insbesondere gilt Nene ING O was nicht

so offensichtlich ist wenn man F 53 ER



homotopietheoretisch zeigt und so den Abbildungs

grad ohne Homologie definiert
Bop E 3.3 Sei He 2 gewöhnlich und HoC ER
Ch Strukturen wie in Bsp F 2.4 I I 7

2 CES H

o a o s 0 72 30
Süd grün

422

Alle Differentiale verschwinden auch für n 2

Hüls Hals
e an

sonst

2 CITY
i o geiz's 92 70

2 2 0

Pushaut der 2 Zelle Studis F Carbo

O 0 Jede 2 Zelle wird hin und

Jurückgelaufen also sind alle Abb.es aus

Def 6.35 nallhonotop di INC O 0

1 0,2

Hetze Eis e z
sonst



3 CICRIPT A E

o z ii 3292525 0
d d 1 O

Anheben der d Zelle an das d 2 Gerüst
durch S RPM Zu bestimmen

deg SM RIPYppd z.ES 2 1 2

Äquator ganzjägnial
kollabieren

He Ripa
1 0 oder liked ungerade
O sch d und k ungerade

0 sonst

4 CEC
o Zoo 2 0 2 0 z 0

2d zu 2

2 OSA Szd und k geradeHr EP o sonst

I 4 Eindeutigkeit gewöhnlicher Homologie
Zieh Alle gewöhnlichen und additiven Homologietheorien
mit festen Hol JEM sind äquivalent auf CW

Def F 4.2 Eine zelluläre Homologatheorie mit Werten
in R nad ist eine Familie von Funktoren Ha nee
Ha CW R mod

mit einer Familie natürlicher Transformationen



In Ha Han J

wobei d Cw CW J X A 1A 0
J f X A CY B FIA A 0 B 0 od

1 Honotopieinvariang Falls für fig X A Y B

gilt fing mit halt E B für alle FEI dann

Half H lg wobei f gehe zellulär für alle tot
2 LES Zu X A gehören die Inklusionen

c A 0 X 0 und j X O X A

und diese induzieren die LES

H.CA 0 1 H CX a E Halt A ÄHH A

3
Ausschneidung Sei X Au B für Teilkomplexe

A B EX Dann gilt An A An B EH_ X B für
alle m E

Die zelluläre Honologietheorie heiße zudem gewöhnlich
falls das Dimensionsaxiom gilt
4 H_ 0 0 für n O

Gültig für zelluläre und nicht zelluläre Theorien
Def I 4.2 Seien H 2 K 25 Honologietheorien

mit Werten in R mod Eine natürliche

Transformationvon Honologietheorien ist eine Familie

hat Trafos Wer H Ks sd für LX A ne



Halt A Her A

EY KEE
kommentiert Ist jedes was ein nat 700 heißt w

eine Äquivalenz von Homologietheorien

Kategorien HomolTheo CW Homol Thea

Äquivalenzen sind die Iso in dieser

Kategorien
Sei F CW Top vergesslich und

Mai 2 eine Homologietheorie Dann ist

H F J F eine zelluläre Homologiatheorie
Ausschneidung X Au B durch Teilkomplexe
dann ist IESE gelblär also

homotopierokartesischdaher haben wir den Mager tieferin
Iso H_ X B EH IA An B siehe

Beweis von II 3.3

Satz I 4.3 Sei H b eine gewöhnliche und additive

Homologietheorie mit Werten in R Mod Dann gibt es
eine Äquivalenz von Homologietheorie

War H OF Hin
Bea Satz I 2.2 und Prop E 2.5 B

Außerdem gilt wo idHoe nach Konstruktion



Sat I 4.4 Seien He K gewöhnliche additive

Honologietheorien mit Werten in R Mord Sei

f Hol Hol ein R Modulham Dann gibt es
eine nat Trafo

WE Hz F K OF

zellulärer Homologietheorien mit w f
Ist f ein Iso so ist wi eine Äquivalenz

Bei Wg Sat E 4.3 bleibt zu konstruieren
Ef Hi Kfw

mit wol f rd uf nat Joo sind falls
f ein Iso ist Konstruieren stärker eine net Trafo

It EIL A Öl Kr
mit Ito l f und MI hat Joo falls f Joo
Setzen dann uf Hulst X A Komposition
mit Funktor überführt hat Trafo Iso in nat

Trafo Iser Die zusätzliche Natürlichkeit bed

Jim o uf öfen o Jim folgt aus der

Natürlichkeitaussage von Sat 4.4 für
0 CELA H CECK HH CELIA

EIN LEECH LEECH
0 Er A K CECK KH CELIA O



Konstruieren nun If Sei X A ein CW Paar

Betrachte X A als reh Zellkpt und wähle Pushouts

II S 4 yen

II D EE t
Mit den Inas Vet und vet aus Satz 6.36 sei

ÖL CELIA A ÄE H C ÄEKLÄCECKA K

Dies definiert eine Kettenabbildung denn

ÖL CELIA A ÄEIH C ÄEKLÄCECKA K

Ii o einen o.ua O Lü
Ä GIGA Äfft C ÄEKLÄCHA
Esgilt

II X A ist Joo f ist Iso

Fo i f
Somit bleibt zu zeigen
i 5 X A nach von Wahl der Qi g
ii 5 X A ist nat bzgl g X A Y B gell

Zu i Sei PZ p eine zweite Wahl Haben



Dis Isa

i
nit deg II Betrachte

jYEEH.li E.KolIGcQ
A Ya Fti O 42

Gti O E Xyz

FÜGEN c ick C ÄH
mit HoC E Hils K.l.IE ELS implizit
Zu Iii FürZellen die X f EY sei incjg.ly ER Abbgrad von

Düsen Im ITT TY
und INC g findig Dann folgt I Wenig Vi

un o Cilg Hr ähnlich wie in 6.36 und

daraus

CELTA HI EY CECT B
KEHL

O LEIMB

CELIA K EY ICK B K

wie oben A



Gerade gesehen f Ho l Es Ko l induziert

EI X A H E CLIX A K natürlich in LKA
Zuvor gesehen für jeden R Modul M gibt es
eine gewöhnliche addition Honologietheorie
H HIHI m

Es gibt einen Funktor

CIC m C Ria
sodass Hit Ha Ci M mit Ji aus
O C A m C X M ÖLKA M O

eine schuläre Homologietheorie Ost ohne Referenz

zu einer vorgegebenen Honologietheorie

Wir nennen HEY 29 die zelluläre Homologie
und lassen Cw meistens weg
Logik der Vorlesung

HEJ HÄ HE

2
3

7



F 5 Wiegeht es weiter

Homologische Algebra freie projektive

Auflösungen von Modulen über nicht notwendig
kommutativer Ringen Fundamentalsat
Anwendungen
o Wie hängt H CX A R mit H K A 2 ER
zusammen UCT

o Wie berechnet man H CX T R aus

Halt D und Halt R Wann gilt
A Xx 4 R Enge Apex D an Halt R

Kohomologie X R Homp X R R

d a no das f X 34 induziert
f C Y R ÄH R um of
Vorteil CP X CC T CMV Y

er er leitet

induziert HPCH x HG Y HPA CX T

Für X Y erhalten wir

U HPCHXHIH HPM X X Es HPT X
Cup Produkt X Fo H X ist
ein graduierter Ring und H t ein ATX Rechts

modul Z B H RITZ E 2 22 3

H GPO L E K LI mit dega 2



Poincari Dualität Für Coniastierbare kompakte

Mannigfaltigkeiten der Don es gilt
Hr M E H M

Mit UCT folgt insbes beim basin

Weitere mögliche Themen

Klassifizierung von Faserbündeln BGH E X DG

Charakteristische Klassen I hat Trafo c b H
Gouda hat Trafo ba H

E H BG I

Kohomologieoperationen I hat Trafo 4
Pop U H H Satzung

K Theorie Vect X mit Grotheadeln KH

Spektralsequengen
F E B HP B HIM HATE

Spektrum und die homotopietheoretische

Konstruktion der Kohomologie H X G E X KIG
gtc f

H KIG a G E Hon H k Ga G E

E Hon ECKIG 1 G E

E Hom I G G
c h ida

AKIG n HCG n 2 Brown Darstellungsart
reduzierte zelluläre Kohomologietheorien werden

von oh Spektren dargestellt


