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Aufgabe 1:
Beweisen Sie Prop. III.1.5, d.h. zeigen Sie, dass

〈α ^ β, x〉 = 〈α, x _ β〉

für alle Raumpaare (X,A) und alle α ∈ Hk(X,A), β ∈ H l(X,A) und x ∈ Hk+l(X,A) ist.

Aufgabe 2:
Seien A und B Unterräume eines topologischens Raumes X und wir setzen U = {A,B}. Ange-
nommen, die Inklusion der U -kleinen Ketten CU∗ (A∪B) ↪→ C∗(A∪B) induziert Isomorphismen
auf der Ebene der Homologie. Zeigen Sie, dass es dann ein relatives Cap-Produkt

_ : Hk+l(X,A ∪B;R)⊗H l(X,A;R)→ Hk(X,B;R)

gibt.

Aufgabe 3:
Wir betrachten den Torus T 2 = S1× S1 und die singuläre 2-Kette [T 2] = −U +L, welche man
folgendem Bild entnehmen kann:
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Ziel dieser Aufgabe ist es, zu zeigen, dass

[T 2] _ − : H1(T 2)→ H1(T
2)

ein Isomorphismus ist. Dabei wollen wir wie folgt vorgehen:

(i) Ist σ : ∆1 → S1 ein 1-Simplex, so wählen wir einen Lift σ̃ : ∆1 → R entlang der univer-
sellen Überlagerung R→ S1. Dies liefert uns einen 1-Kozykel θ ∈ C1(S1) mit

θ(σ) =

{
#{n ∈ Z | σ̃(1, 0) < n ≤ σ̃(0, 1)} falls σ̃(1, 0) ≤ σ̃(0, 1)

−#{n ∈ Z | σ̃(0, 1) < n ≤ σ̃(1, 0)} falls σ̃(0, 1) ≤ σ̃(1, 0).
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Rechnen Sie nach, dass U _ pr∗1(θ) = 0 und L _ pr∗1(θ) = {1} × µ ist, wobei der
1-Simplex µ ∈ C1(S

1) durch (t− 1, t) 7→ exp(2πit) gegeben ist.

(ii) Berechnen Sie U _ pr∗2(θ) und L _ pr∗2(θ).

(iii) Folgern Sie nun, dass [T 2] _ − : H1(T 2)→ H1(T
2) ein Isomorphismus ist.
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