Tropische Geometrie — Kurzskript
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1 Tropische lineare Algebra

1.1 Tropische Zahlen, Vektoren und Matrizen

Definition 1.1.1 Wir setzen Ry, := RU{o0} und definieren darauf die tropi-

sche Addition und tropische Multiplikation durch a b := min{a,b} und

a®b:=a+b. (Wirsetzena@oo=00Pa=aunda®oo=000a=00 fir

alle a € Ry.) Auperdem setzen wir a®" := a® ... ®a = na fir a € Ry und
—_————

n mal

n € N. Und auch, fir a € R: a®™" = —na.

Lemma 1.1.2 (R, ®,®) ist ein kommutativer Semiring, d. h.

(a) ® und © sind kommutativ und assoziativ.
(b) Es existiert ein neutrales Element fir @ (namlich co) und fir © (ndmlich
0); genauver: Fiir alle a € Ry, gilt a®occ = a und a ® 0 = a.
(¢) Das additiv neutrale Element (00) annuliert Ry, d. h. oo ®@a = oo fiir alle
a € Ry
(d) Distributivitit: Fir a,b,c € Ry gilt: (a®b)Oc=a®cBbOec.
Auperdem existieren multiplikative Inverse von Elementen a € R, ndmlich a® 1.

Lemma 1.1.3 Fir alle a,b € Ry, und n € N gilt:

(a) (a ®b)®" =a®m @ bO",
(b) (a @ b)®™ = a®" @ boOm.

Definition 1.1.4 Seien v = (vg)i, w = (wg)i € R (,tropische Vektoren®),
A = (aij)ij € RE™, B = (bjg)jx € R™X" ( tropische Matrizen®) und r €
Ro. Wir setzen:

U1 &b w1
(a) vpw:= e RY
Up, D Wy,
[MORY
(b) rOv:= : € R
(OK
@D, b1 O v,
(¢) BoOv:= e RZ.
(d) tropische Matrizenmultiplikation:
@jalebjl @jalebjn
A®B:= : : e R
@jangbjl @jangbjn
e) Die tropische FEinheitsmatriz:
Die t .sche Einheit tri
0 o0 ... o
1=
e
00 oo 0



(f) Im Fall m = n setzen wir B°* .= B®...® B fir k> 1 und B®° := I.
—_—

k mal

Lemma 1.1.5 Tropische Matrizenmultiplikation ist assoziativ und hat I als
neutrales Element.

Bemerkung 1.1.6 Alles, was wir machen, gilt analog auch mit umgedrehten
Vorzeichen, d. h. statt a ® b = min{a,b} verwenden wir a ® b := max{a,b} und
statt oo verwenden wir —oo.

Definition 1.1.7 (a) FEin (gerichteter) Graph G = (V, E) besteht aus einer
Menge V' Ecken und einer Menge E C 'V XV von Kanten. (Man malt die
Ecken als Punkte, und fir jede Kante (p,q) € E malt man einen Pfeil von
p nach q.)

(b) Ein gewichteter Graph ist ein Graph G zusammen mit einer Funktion
f:+ E— R. (Man schreibt die Werte von f an die entsprechenden Pfeile.)

(¢) Seien p,q € V. Ein Weg W won p nach q ist eine Folge von Ecken
D = Pos---sPn = q mit (pi—1,pi) € E firi = 1,...,n. Die (Schritt-
)Ldnge dieses Wegs ist n. Ist G gewichtet, so ist die gewichtete Linge
des Wegs > i, f((pi—1,pi)). Wir werden das den Preis von W nennen
und Preis(W) dafir schreiben.

(d) Ein Zykel ist ein Weg der Form pg,p1,.-.,pn = po fiir n > 1.

(e) Ein Graph G ist stark zusammenhdngend, wenn fir alle p,q € V
ein Weg von p nach q entlang der Pfeile existiert, d. h. eine Folge p =
P0sD1s---sPn = q aus V. mit (p;,pi+1) € E. Besteht G aus nur einer
einzigen Ecke p, so fordern wir, dass ein Weg von p nach p existiert.

Definition 1.1.8 Einer quadratischen tropischen Matriz A = (a;5)i; € R
ordnen wir den folgenden gewichteten Graph G(A) = (V, E, f) zu: V ={1,...,n}.
E={(,1) | ai; # oo}, [((4,7)) = aij-

Lemma 1.1.9 Sei A € RZ*". Dann gilt:

(a) Ist A9 = (b;j)ij, so ist b;j der Preis des billigstens Weges von j nach i der
Lénge r, bzw. b;; = oo falls kein Weg der Linge v von j nach i existiert.

(b) Ist & A® A®? @ ... & A®" = (bij)ij, so ist by; der Preis des billigstens
Weges von j nach i ist der Linge hichstens r, bzw. b;; = oo falls kein Weg
der Linge < r von j nach i existiert.

Korollar 1.1.10 Sei A € R*™. Wir nehmen an, dass in G(A) kein Zykel mit
negativem Preis existiert. Dann gilt fir aller >n: IQ AP A2 ... A" =
ITOAP A2 ...¢ A L.

Definition 1.1.11 Ist A € R%X", so setzen wir A* == & AD A2 D ... ®
AP yund AT =A@ A2 @ ... @ AO",

Definition 1.1.12 Fine tropische Matriz A heif$t irreduzibel, wenn ihr Graph
G(A) stark zusammenhdingend ist.



1.2 Tropische Eigenvektoren und Eigenwerte
Definition 1.2.1 Seien A € RZ*", v € R\ {(00,...,00)} und A € Ry. Falls
AQuv=A0v

gilt, nennt man v einen tropischen FEigenvektor von A und )\ einen tropi-
schen Eigenwert von A.

Definition 1.2.2 Der normalisierte Preis eines Zykels Z = (po,p1, - -, Pn =
po) (in einem gewichteten Graph) ist NP(Z) = L Preis(Z) = L " | f((pi—1,p:)).-

Lemma 1.2.3 Ist A € R ein Figenwert von A € RX™, so existiert in G(A) ein
Zykel mit normalisiertem Preis \.

Definition 1.2.4 Der Trdger eines tropischen Vektors v = (vi,...,v,) € RY
ist suppv = {i <n|v; # oo}

Satz 1.2.5 Seiv € RY ein Eigenvektor von A € RIX™. Dann ist der zugehorige
Eigenwert gleich dem Minimum der normalisierten Zykelpreise der Zykel, die
in suppv liegen. Wenn gar kein Zykel in supp v liegt, ist der Eigenwert co.

Lemma 1.2.6 Jede tropische Matrix A € R" besitzt mindestens einen Ei-
genwert. Der kleinste Eigenwert ist gleich dem Minimum der normalisierten
Preise aller Zykel in G(A). Existiert in G(A) gar keine Zykel, so ist der kleinste
(und einzige) Eigenwert oo.

Definition 1.2.7 Den kleinsten Figenwert von A € R2X™ bezeichnen wir mit

A(A).

Definition 1.2.8 Sei (V, E) ein gerichteter Graph und p € V. Die starke Zu-
sammenhangskomponente von p ist die Menge der p’ € V, so dass es sowohl
einen Weg von p nach p’ gibt als auch umgekehrt.

Lemma 1.2.9 Die Menge der starken Zusammenhangskomponenten (von Punk-
ten in V') bildet eine Partition von V.

Lemma 1.2.10 Ist v ein Eigenvektor von A € RZ™ und I C {1,...,n} eine
starke Zusammenhangskomponente von G(A) mit I Nsuppv # 0, so ist I C

Supp v.

Preis(Z1)+Preis(Z2) >
ni+na —

Lemma 1.2.11 Sind Z1 und Zy Zykel der Lingen ny und ng, so gilt
min{NP(Z;),NP(Z,)}.

Satz 1.2.12 Ist A € RI*™ idrreduzibel, so hat A genau einen tropischen FEi-

genwert M\(A), namlich das Minimum der normalisierten Preise aller Zykel in
G(A). Ist n > 1, so ist A(A) # oo.



Satz 1.2.13 Ist A ein Eigenwert von A € RI", so existiert eine starke Zusam-
menhangskomponente I von G(A), so dass A das Minimum der normalisierten
Preise aller Zykel in I ist.

Lemma 1.2.14 Ist A € RI™ nicht irreduzibel, so hat A nach Permutation der

Koordinaten die Form <g OE), wobei B und D quadratische Matrizen sind.

Korollar 1.2.15 Sind I1,..., I die starken Zusammenhangskomponenten von
G(A), hat A nach Permutation der Koordinaten die Form

* oo o0
*
)
o0
* * *

wobei die “00” und “«” Blécke sind und die Unterteilung in Blocke den starken

Zusammenhangskomponenten entsprechen.

1.3 Tropische Polynome

Notation 1.3.1 Im Folgenden verwenden wir Multiindexnotation: Fir x =
(x1,...,2,) €ERY und i = (i1,...,in) € N ist 20 := 2P © ... © 2P,

Definition 1.3.2 Fin tropisches Polynom in x1,...,x, ist eine formale Sum-

me der Form

@ a; © zt

ieNn
fir a; € R, wobei nur endlich viele a; # oo sind. Die Menge der tropischen
Polynome in x1, ...z, wird mit Ro[z1,...,x,] bezeichnet.

Bemerkung 1.3.3 Jedes tropische Polynom f € Ryo[z1,...,x,] definiert eine
tropische Polynomfunktion: R”, — Ry,b— f(b). Verschiedene Polynome
kénnen die gleiche Funktion definieren. In dieser Vorlesung interessieren wir
uns (fast?) nur fir die Polynomfunktionen.

Bemerkung 1.3.4 Tropische Polynomfunktionen sind stetig und stiickweise li-
near. Genauer: Ist f eine tropische Polynomfunktion in n Variablen, so existiert
eine Zerlegung von RZ. in endlich viele Mengen A;, so dass die Einschrinkung
fla, die Form f(x1,...,2y) = a; + 1121 + ... Ty nTpn hat, fir gewisse a; € Ry
und r; j € N. (Hierbei verwenden wir die Konvention 0 - oo = 0.)

Definition 1.3.5 Sei

fZ @az@&Qé

iEN™

ein tropisches Polynom. Ein Tupel b = (by,...,b,) € RY heifit Wurzel von f,
wenn f(b) = oo ist oder wenn fiir mehrere verschiedene Indizes i gilt:

F(b) = a; © b
Die Menge der Wurzeln von f wird mit V (f) bezeichnet.



Satz 1.3.6 Jede tropische Polynomfunktion f(x) (in einer Variablen), die nicht
konstant oo ist, lasst sich auf eindeutige Art schreiben in der Form

f(x)zc@@(w@bi)

fiir gewisse b; € Ry, und ¢ € R. Die Menge {b1,...,b,} ist genau die Menge
der Wurzeln von f. (Achtung: Dies ist i. A. nur eine Gleichung von Polynom-
funktionen, nicht von Polynomen.)

Nachtrag: Die Vielfachheit einer Wurzel b von f ist die Anzahl der Faktoren
x @ b in der obigen Produktdarstellung von f.

Lemma 1.3.7 Die kleinste Wurzel von

n—1

flz) =2 @ai oz

=0

ist min{a,—1,an—2/2,...,a0/n}.

1.4 Die tropische Determinante und das tropische charak-
teristische Polynom
Definition 1.4.1 Sei A = (a;;);; € RI".
(a) Die tropische Determinante von A is definiert als

det(A) = @ alo’(l) ®...® ana-(n).
O'esn

(b) Das tropische charakteristische Polynom von A ist

xa(z) =det(A®zOI).

Satz 1.4.2 Sei A € RI™ und seien Ay, ..., Ay die Submatrizen, die den star-
ken Zusammenhangskomponenten von G(A) entsprechen. Dann gilt:

(a) det A=det A1 ©...® det Ay.
(b) XA(x) = XA1($> ®"'®XAz(x)'

Satz 1.4.3 Sei A € RI*™. Dann gilt:

(a) Jeder Eigenwert von A ist eine Wurzel von xa(x).
(b) A(A) ist die kleinste Wurzel von x a(x).

Bemerkung 1.4.4 Im Allgemeinen ist nicht jede Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms ein Figenwert.



2 Tropische Algebra

2.1 Tropikalisierung

Definition 2.1.1 Fir den Rest der Vorlesung sei K die Menge der formalen
Potenzreihen der Form ZneN zne€'™, fiir Elemente z, € C und r, € R mit
limy, soorp =00 und rqg < 11 < 190 < .... Wir definieren auf K eine Addition
und Multiplikation so, wie es die Notation suggeriert.

Lemma 2.1.2 Diese Addition und Multiplikation sind wohldefiniert, und K ist
damit ein Ring.

Definition 2.1.3 Ist a = ) _y2zn.e™ € KX mit 29 # 0, so definieren wir die
Bewertung von a als v(a) :=r9. Aufferdem setzen wir v(0) := oco.

Lemma 2.1.4 Fira,b € K gilt:

(a) v(a + b) > v(a) ® v(b), und falls v(a) # v(b) ist, gilt sogar v(a + b) =
v(a) ® v(b).
(b) v(a-b) =v(a)®v(b)

Definition 2.1.5 Der Bewertungsring von K ist Og := {a € K | v(a) >
0}. Fira = zo+ Y ,~, 2ne"™™ € Ok definieren wir die Restklasse von a als
res(a) == zp. B

Satz 2.1.6 Die Menge Ok ist ein Ring, und die Abbildung res: Og — C ist ein
Ringhomomorphismus.

Definition 2.1.7 Fir f =Y, . aiz® € K[zy, ..., x,] definieren wir die Tro-
pikalisierung als B

trop f = @ v(a;) ©@ 2% € Rog[wy, . .., 7).
4ENT

Satz 2.1.8 Ist b= (by,...,b,) € K" eine Nullstelle von f € Klz1,...,2,] , so
ist v(b) := (v(b1),...,v(by)) eine Wurzel von trop f.

Lemma 2.1.9 Seien a; € K (fir i € N). Dann sind dquivalent:

(a) lim; o0 v(a;) = 00
(b) Die Summe Y ;2 a; konvergiert in K, d. h. es existiert ein b € K so, dass
limy, oo v(b— Y iy ai) = 00.

Definition 2.1.10 Ist f € K[z] \ K, so schreiben wir im Folgenden B(f) fir
die grofste Wurzel von trop f und k(f) fir deren Multiplizitdt.

Satz 2.1.11 Sei f € K[z]\K. Dann existiert eine Nullstelle b von f mit v(b) =
B(f). Insbesondere ist K ein algebraisch abgeschlossener Kdorper.

Korollar 2.1.12 K ist ein Kérper.



Korollar 2.1.13 K ist algebraisch abgeschlossen.

Korollar 2.1.14 , Die Nullstellen eines Polynoms entsprechen genau den Null-
stellen der Tropikalisierung®. Genauer: Ist f = a - [[,(z —b;) € K[z] \ {0} (fir
a € KX und b; € K), so ist trop f = v(a) © O;(z @ v(b;)).

Lemma 2.1.15 (Hensels Lemma) Seien f € Ok[z] und a € Ok so, v(f'(a)) =
0 und A := v(f(a)) > 0 ist. Dann existiert eine Nullstelle b € Ok von [ mit
v(b—a)> A\

Bemerkung 2.1.16 Sei f € K[zq,...,z,], seien A\, pu1,..., 04, € R, und sei
g(z) == f(eMmxy,...,etnm,). Dann gilt:
(a) (tropg)(B) = A+ (trop f)(8 + ).
(b) B € RL ist eine Wurzel von trop g genau dann, wenn B+ eine Wurzel von
trop f ist (und im Fall n = 1 haben die Wurzeln die gleiche Vielfachheit).
(¢) Ldsst sich eine Wurzel 8 von trop g zu einer Nullstelle b von g liften, so
lisst sich auch die Wurzel B+ von trop f zu einer Nullstelle von f liften,
ndmlich zu a == (e"by, ..., e""b,).

Lemma 2.1.17 Sei f =" a;2" € K[z] mit (trop f)(0) = min; v(a;) = 0. Dann
gilt:
(a) Die Anzahl der Wurzeln o von trop f (mit Vielfachheit gezidhlt) mit « > 0
ist min{i | v(a;) = 0}
(b) Die Anzahl der Wurzeln oo von trop f (mit Vielfachheit gezihit) mit o > 0
ist max{i | v(a;) = 0}.

2.2 Varietaten

Bemerkung: In diesem Abschnitt kann K ein beliebiger algebraisch abgeschlos-
sener Korper sein (also z. B. auch C).

Definition 2.2.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal I C R ist ein
Radikalideal, wenn fiir alle f € R gilt: Ezistiert einn > 1 so, dass f™ € I ist,
so ist bereits f € I. Das von einer Menge A C R erzeugte Radikalideal ist
das kleinste Radikalideal, das A enthdlt; Notation dafir: \/(A).

Definition 2.2.2 Sei A C K[z] eine Menge von Polynomen. Die von A defi-
nierte Varietdt (auch: algebraische Menge) ist V(A) := {a € K" | Vf €
A: f(a) = 0}.

Definition 2.2.3 Sei X C K" beliebig. Der Zariski-Abschluss von X ist die
kleinte Varietit V C K", die X enthdlt. Wir schreiben X% dafiir.

Bemerkung 2.2.4 Es gilt: X% = V(I(X)), wobei I(X) := {f € K[z] | Va €
X: f(a) =0}

Bemerkung 2.2.5 (a) Fir X C K" beliebig ist I(X) ein Radikalideal.



(b) Ist A C K[z] und I das von A erzeugte Radikalideal, so ist V(A) = V(I).
(¢) Die Abbildung {Radikalideale in K[z]} — { Varietiten in K"}, I — V(I)
ist eine Bijektion. Die Umkehrabbildung ist V — I(V).

Bemerkung 2.2.6 In K[z] sind alle Ideale endlich erzeugt. Insbesondere lisst
sich jede Varietit schreiben als V(f1,..., fx), fir (endlich viele) Polynome f; €

Definition 2.2.7 Die Dimension dimV einer Varietit V- C K™ ist das grifite
d, so dass eine lineare Abbildung ¢: K* — K¢ existiert mit (¢(V))%e" = K9,

Bemerkung 2.2.8 Fir die Dimenston einer Varietit V- C K" gilt:

(a) dimV =0 genau dann, wenn V eine endliche Menge ist.

(b) dimV = n genau dann, wenn V =K".

(c) Ist V. =V(f) ist fur ein f € Klz] \ K, so ist dimV = n — 1. In diesem
Fall nennt man V eine Hyperfldche.

Definition 2.2.9 Fine Varietit V heifst reduzibel, wenn Varietdten Vi, Vo C
V' existieren mit V43 U Vo =V ; sonst heifst V' irreduzibel.

Bemerkung 2.2.10 Ist V C K" irreduzibel und von Dimension n — 1, so ist
V' eine Hyperfliche.

Satz 2.2.11 Sei V' C K" und sei g: K" — K™ eine polynomiale Abbildung,
d.h.g=(g91,.-,9m) € K[z]. Dann gilt:

(a) dim(f(V))? < dimV

(b) Ist V irreduzibel, so ist auch (f(V))%2* irreduzibel.

Lemma 2.2.12 Sind By, ..., B, C K unendlich und B := By x---x B, C K",
so0 ist BZ = K",

2.3 Tropische Varietiaten
Ab jetzt sei K wieder wie in Abschnitt 2.1.

Definition 2.3.1 Sei V C K" eine Varietit und I := I(V). Wir definieren die
Tropikalisierung von V als trop V' := ﬂfeI V(trop f). Eine Menge dieser Form
nennt man tropische Varietit.

Bemerkung 2.3.2 Aus Satz 2.1.8 folgt, fir Varietiten V: {v(a) | a € V} C
trop V.

Satz 2.3.3 (Fundamentalsatz der tropischen Geometrie) Fiir Varietdten
V C K" gilt: {v(a) |a € V} =tropV.

Satz 2.3.4 (Existenz von tropischen Basen) Sei V' C K" eine Varietdt.
Dann ezistieren endlich viele f; € I(V), die tropV definieren, d.h. so dass
tropV = (", V(fi). (Wenn die f; auflerdem das Ideal I(V') definieren, nennt
man sie eine tropische Basis von I(V).)



Definition 2.3.5 (a) PEine nicht-leere Teilmenge P C RZ heifit rationaler
Polyeder, wenn P sich schreiben ldsst als Schnitt von endlich vielen Men-
gen der Form {x | rix1+---+rpxy > a}, firr; € Q und a € Ry. Hierbei
verwenden wir die Konvention, dass die Ungleichung immer gilt, wenn ein
i existiert mit r; > 0 und z; = oo.

(b) Die Dimension dim P ist die kleinste Dimension eines Untervektorraums
V CR", so dass P C V + b ist fiir ein b € RZ.

Satz 2.3.6 (Bieri-Groves) Ist V eine irreduzible d-dimensionale Varietit, so
ist trop V' eine endliche Vereinigung von d-dimensionalen rationalen Polyedern.

2.4 Beweise fiir Hyperflaichen

In diesem Abschnitt sei f € Klz].

Lemma 2.4.1 (2.3.4 fiir tropische Hyperflichen) Fir f € K[z] gilt: trop(V(f)) =
V(trop f).

Satz 2.4.2 Fir jedes tropische Polynom f € Roo[x1, ..., xy] ist die Wurzelmen-
ge V(f) eine Vereinigung von endlich vielen (n — 1)-dimensionalen Polyedern.

Satz 2.4.3 (2.3.3 fiir tropische Hyperflichen) V(f) = {v(a) | a € V(f)}.

Satz 2.4.4 Sei f € K[zy,...,z,] \ K ein Polynom, sei a € R eine Wurzel
von trop f, und sei A :={a € V(f) | v(a) = a}. Dann ist dim A% =n — 1. Ist
V(f) irreduzibel, so ist sogar A% =V,

2.5 Beweise im Allgemeinen

In diesem gesamten Abschnitt seien n und d fest, und V' C K" sei eine d-
dimensionale Varietiit. AuRerdem wird A immer eine Matrix in N(4+tD*" gein,

Definition 2.5.1 Die zu A zugehorige monomiale Abbildung ist

. n d+1 ai a ad41,1 ad+1,n
pa: K = K (g, .,xp) = (2 caitny o a R, )

Bemerkung 2.5.2 Fir z € K" gilt: v(pa(z)) = Av(z).

Definition 2.5.3 Wir nennen eine Teilmenge M C N4+D)X" generisch, wenn

endlich viele Untervektorraume U; C K™ existieren mit dimU; < d + 1, so dass
fiir alle A € NUTDX\ AL gilt: ker AN U; # {0} fiir ein i.

Bemerkung 2.5.4 Generische Teilmengen von NUTDX" sind nicht leer, und
der Schnitt von generischen Teilmengen von N@TDX" ist wieder generisch.

Proposition 2.5.5 Die Menge der A € N@HDX" mit dim(pua(V)%) = d ge-
nerisch.

10



Bemerkung 2.5.6 Ist V irreduzibel, so ist pa(V)% auch irreduzibel und da-
mit, falls dim(pa(V)%%) = d ist, insbesondere eine Hyperfiiche.

Lemma 2.5.7 Sei W := pa(V)%*. Wir nehmen an, dass diim(W) = d ist.
Dann ist A(trop V) = tropW.

Definition 2.5.8 Wir nennen eine Teilmenge von RZ gut, wenn sie Vereini-
gung von endlich vielen d-dimensionalen Polyedern ist.

Lemma 2.5.9 Ist S C R, gut und p € S, so existiert eine generische Menge
M c NUHDxn 5o dass fiir alle A € M das Urbild von Ap in S nur aus p
besteht. Besser: Es existieren sogar endlich viele A;, so dass fiir jedes p € S
eins dieser A; genommen werden kann.

Lemma 2.5.10 Sei S C R™ so, dass A(S) C R gut ist fiir alle A aus einer
generischen Menge M C NUTDX" - Dann ist auch S gut, und es existieren
endlich viele A; € M, so dass

S =47 (A(S)

gilt.
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tropische Matrix, 2

tropische Matrizenmultiplikation, 2
tropische Multiplikation, 2

tropische Polynomfunktion, 5
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