Gauf3-Algorithmus

Unter Zeilenoperationen einer Matrix verstehen wir die drei folgenden Operationen:

1. Vertauschen einer Zeile mit einer anderen.

2. Multiplizieren einer Zeile mit einem Faktor ungleich null.

3. Addieren des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.

Satz 1 Sei (A | b) die erweiterte Koeffizientenmatriz des Linearen Gleichungssystems
Az =b mit A€ M(m x n,R) und b € R™. Dann gilt:

1. Entsteht (A | b) aus (A | b) durch Zeilenumformungen, so gilt Lis(A,b) =Lds(A,b).
Die beiden Linearen Gleichungssysteme haben also die gleichen Ldsungen.

2. Die erweiterte Koeffizientenmatriz kann mit Zeilenumformungen auf folgende Zei-
lenstufenform gebracht werden
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wobet die erste Zeile mit kg Nullen beginnt, die zweite mit kg + k1 + 1 u.s.w., also
allgemein die i-te Zeile mit ko + k1 + ...+ ki1 +7—1 Nullen firi=1,...,1+ 1.
Die FEintrige x stehen hier fiir reelle Zahlen (die nicht ibereinstimmen miissen),
die sich aus dem Linearen Gleichungssystem ergeben. Weiter gilt
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Die Zahlen | bzw. ko, ...,k hingen nur von der Ausgangsmatriz ab, wobei [
der (Zeilen)-Rang von A heifst.

Es gilt | < min{m,n}

Ist | < m und existiert ein j € {{+1,...,m} mit d; # 0, so existiert keine
Lésung.
Gilt d; = 0 fir alle j € {l+1,...,m}, so gilt Lis(A,b) # 0, genauer:

Ist zusdtzlich | = n, so gibt es genau eine Ldsung.
Ist zusdtzlich I < n, so gibt es unendlich viele Lésungen.

Die Losungsmenge kann wie folgt bestimmt werden: die letzten k; Variablen
Ty Tpty+1 konnen frei gewdhlt werden. Damit kann x,,_y, aus der Glei-
chung

Cl  Tp—ky + % Tp—fyg1 + ... +*x-Tp =d

bestimmt werden. Die néchsten k1 Variablen xy—j,—1,...,Tn—k,—k,_, konnen
wieder frei gewdhlt werden. Nun kann man damit x,_p,—r, ,—1 bestimmen.
Dieses Verfahren setzt man fort, so dass man eine Ldésungsmenge erhdlt, die
von n — 1 freien Variablen abhdngt.




