3.6 Inverse Matrizen und Determinanten

In diesem Abschnitt werden nur quadratische Matrizen betrachtet.

Definition 1 FEine Matriz A € M(n x n,R) heift invertierbar, wenn es eine Matriz
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M(n x n,R) gibt mit BA = E,,. Die Matrix B heif$t dann zu A inverse Matriz.

Bemerkung 2

e Ist A invertierbar, so ist das Lineare Gleichungssystem Az = b fiir alle b € R"

eindeutig 16sbar. Das wollen wir begriinden. Sei ([1\(;) durch Zeilenoperationen aus
(Ab) entstanden, so dass (A[b) in Zeilenstufenform ist. Dann héingt die Anzahl der
Stufen nur von A ab (siehe auch Handout zum Gauf-Algorithmus). Ist nun b = 0
und z € R" eine Losung von Az = 0, so gilt

x=E,x=(BA)r=B(Az)=B-0=0.

Damit ist  der Nullvektor, also Ax = 0 eindeutig 16sbar. Damit hat eine Zeilen-
stufenform zu (A|0) genau n Stufen, also auch eine zu (A|b). Damit ist Az = b
eindeutig losbar.

e Damit erhilt man auch, dass aus BA = E, schon AB = E, folgt. Ist ndmlich x

die eindeutige Losung von Ax = b, so folgt BAx = Bb und damit x = Bb. Da
Ax = b erhdlt man ABb = b fiir alle b € R™. Da das insbesondere auch fiir die
Einheitsvektoren gilt, folgt die Behauptung.

e Ist C € M(n x n,R) eine weitere Matrix, so dass CA = E,,, so folgt

B=E,B=CAB=CE, =C,

wobei wir AB = E,, benutzt haben. Ist also A invertierbar, so ist die zu A inverse
Matrix eindeutig bestimmt. Fiir diese schreibt man dann A1,

Seien A, B € M(n x n,R) invertierbar. Dann gelten folgende Rechenregeln:

o AMA=AA" = F,

o (A H) =4

o (AB)~! = B4

e (MA)™1 = 1A fiir alle A # 0.

Diese priift man leicht nach, wobei die dritte Regel aus ABB™1A™! = AA~! = E,, folgt.
Zusammenfassend gilt folgender Satz:

Satz 3 Fir eine Matriz A € M(n x n,R) sind folgende Aussagen dquivalent:
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. A ist invertierbar.
Das Lineare Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die Lésung x = 0.
Das Lineare Gleichungssystem Ax = b hat (genau) eine Losung.

Ist A aus A durch Zeilenoperationen entstanden und in Zeilenstufenform, so hat
diese n Stufen.

Die lineare Abbildung fa : R™ — R™ gegeben durch fa(x) = Ax ist injektiv und
surjektiv.



Bemerkung 4

e Es gibt folgendes Verfahren zur Bestimmung der inversen Matrix zu einer Matrix
bzw. um festzustellen, ob eine Matrix invertierbar ist. Dazu sei A € M(n x n,R).
Nun betrachtet man die Matrix (A|E),) mit n Zeilen und 2n Spalten. Kann man die-
se durch Zeilenoperationen (analog zum Gauf-Algorithmus) auf die Form (E,|B)
bringen, so ist A invertierbar und es gilt A~' = B. Am besten verfihrt man dabei
so, dass man zunéchst versucht A auf Zeilenstufenform zu bringen und die entspre-
chenden Umformungen fiir £,, macht. Entsteht dabei eine Nullzeile, so ist A nicht
invertierbar. Ist das nicht der Fall, so kann man die Diagonaleintrige durch Multipli-
kation der Zeilen mit einer Zahl zu 1 machen. Anschliefend kann man die Eintrige
von A iiber den Diagonaleintragen durch entsprechende Zeilenumformung zu 0 ma-
chen. Die entsprechenden Umformungen macht man fiir die Matrix F,,. Wichtig bei
diesem Verfahren ist, dass man auf beiden Seiten die gleichen Zeilenumformungen
macht.

Wir wollen nun einer Matrix A € M(n x n,R) eine reelle Zahl det(A), die Determinante
von A, zuordnen. Dabei gilt, dass A genau dann invertierbar ist, wenn det(A) # 0 gilt.
Um die Zahl zu definieren brauchen den Begriff der Permutationen.

Definition 5 Eine Permutation der Zahlen 1, ... n ist eine Folge (i1, ..., iy), in der alle
Zahlen 1,...,n genau einmal vorkommen.

Zum Beispiel sind (1,2) und (2,1) die Permutationen von 1,2. Allgemein gibt es n!
Permutationen der Zahlen 1,...,n.

Definition 6 Fir xz € R definiert man das Vorzeichen/Signum durch
1, wenn x >0
sign(z) := <0, wenn x =0

—1, wenn x <0

Fir eine Permutation (iy,...,iy,) ist
sign(iy, ..., i) = H sign(is — ir).
1<r<s<n
Aus der Definition folgt, dass sign(i1,...,4,) # 0. Von den n! Permutation von 1,...,n

hat die Hélfte das Vorzeichen 1 (die geraden Permutationen) und die andere Hélfte Vor-
zeichen —1 (die ungeraden Permutationen).

Definition 7 Sei A € M(n x n,R) mit Eintrdgen a;; fir 1 <i,j <n. Dann heifit
det(A) := Z Sign(in, ..., 0n)ai, 10552 - - - Qiyn,
(il»n-:in)
wobei tber alle n! Permutationen der Zahlen 1,...,n summiert wird, die Determinante

von A.

Firn=2und A = (Z 2) erhiilt man also det(A) = ad — be. Fiir n = 3 und

ailr a2 ai3
A= |az ax az
azy az2 as3
erhélt man die sogenannte Regel von Sarrus
det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + 13021032 — (31022013 — (32023011 — 433021012

Sei A € M(n x n,R) mit Eintragen a;; fiir 1 <4, j < n. Dann gelten folgende Rechen-
regeln



e Durch das Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten von A #ndert sich die Determi-
nante um den Faktor (—1).

e Seien A = (aq,...,a,) mit Spaltenvektoren a; € R™ fir 1 < i < n, A € R und
b; € R™. Dann gilt

det(a,...,a;—1,\a;, @ix1,...,a,) = Adet(ay,...,a;—1,G;,Qiq1,...,0p)
det(ay,...,ai—1,a; + b, ai+1,...,a,) = det(ay,...,ai—1,0;,0i11,...,0,)
+det(ar,...,ai—1,b;,Gix1,...,an)

e Daraus folgt det(AA) = A" det(A) fiir alle A € R.
e Es gilt det(AT) = det(A).
e Ist A eine obere Dreiecksmatrix, d.h. a;; = 0 fiir 7 > 7, so gilt

det(A) = a1 .. .0Qpnp-

e Addiert man das Vielfache einer Zeile/Spalte zu einer anderen, so dndert sich die
Determinante nicht. In Formeln (fiir Addition von Spalten)

det(ar,...,ai,...,a;4,...,a,) =det(ai,...,a; + Aaj,...,a;,...,a,).

Insbesondere kann man also A durch Zeilenoperationen auf Zeilen-Stufen-Form
bringen und so die Determinante bestimmen. Dabei muss man darauf achten, dass
sich die Determinante beim Multiplizieren einer Zeile mit einer Zahl nach der zwei-
ten Regel dndert.

e Es gilt der Determinantenmultiplikationssatz det(AB) = det(A) det(B).

e Daraus folgt det(A~!) = #(M’ wenn A invertierbar ist.

e AuBlerdem folgt det(A¥) = det(A)F.

Es gilt der folgende Satz

Satz 8 Eine quadratische Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0.

Eine weitere Methode, um die Determinante einer Matrix zu bestimmen, ist der Laplace-
sche Entwicklungssatz. Dafiir definieren wir fiir eine Matrix A € M(n x n,R) die Matrix
Ajj € M((n—1) x (n—1),R) als die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile
und j-te Spalte streicht.

Satz 9 Sei A € M(n x n,R) mit Eintragen a;; fir 1 <i,j <mn. Dann gilt
1. det(A) =377, aij(—1)79 det(A;j) (Entwickeln nach der i-ten Zeile)
2. det(A) = S0 ai;(—1)" det(A;;) (Entwickeln nach der j-ten Spalte)

Im ersten Teil halten wir also den Zeilenindex fest, im zweiten den Spaltenindex. Diese
Methode lisst sich sehr gut anwenden, wenn in einer Zeile oder Spalte viele Eintréige 0
sind.



