3.5 Skalarprodukt und Norm

Definition 1 Fir x,y € R™ heifst

n
(@, y) =21y + -+ Tnth = Y _ Tithi
i=1

das Skalarprodukt von x und y. Dabei heiffen x und y orhogonal, wenn (x,y) = 0.
Fir x € R™ heifst

die Norm von x.
Bemerkung 2
e Es gilt (z,y) = 2Ty.
Satz 3 FEs seien x,y,z € R® und A € R. Dann gilt
1. (x+y,z) =(x,2) + (y, 2), (A\z, z) = Nz, z) (Linearitit in der ersten Komponente)
2. (z,y) = (y,x) (Symmetrie)
3. (z,x) >0, wenn x # 0
Bemerkung 4

e Wegen der zweiten Figenschaft ist das Skalarprodukt auch linear in der zweiten
Komponente.

e Es gilt also (x,z) = 0 genau dann, wenn x = 0.

e Man kann ||z — y|| als den Abstand von = und y verstehen bzw. ||z|| als die Lénge
des Vektors z.

Satz 5 FEs seien x,y € R"™ und A € R. Dann gilt
1. ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.
2. [[Axl| = [A] - []]]
3. e +yl| < |lz|| + |lyl| (Dreiecksungleichung)

4. Kz, )| < |lz|| - ||yl| (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
Bemerkung 6

e Die zweite Eigenschaft kann zum Beispiel mit der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung hergeleitet werden

e Man nennt
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den Winkel zwischen = und y. Dabei gilt
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