Zahlentheorie — Blatt 12 1]2[3]4

.................................................... Abgabe am 11.7.2017 bis 10:30 Uhr ‘ ‘ ‘ H
Name und Matr-Nr.

Bitte drucken Sie diese Seite aus und verwenden Sie sie als Deckblatt fiir Thre Losungen.

Wie iiblich sind alle Antworten zu begriinden/beweisen.

Aufgabe 1 (241 Punkte):
Zeigen Sie:
(a) Ist Ok ein Zahlring und ist a € C Nullstelle eines normierten Polynoms f € Ok[X], so ist « ganz-algebraisch.

(b) /4 4 /3 ist ganz-algebraisch.

Aufgabe 2 (1+14+141 Punkte):
(a) Sei B = ag + a15'/ + a25%% € Q(+/5). Driicken Sie Tr 5 /0(8) als Funktion von ag, ai und ay aus.

(b) Sei K ein beliebiger Zahlkorper und sei o € K. Zeigen Sie, dass sich « auf genau eine Weise als Summe o = B, 4714
schreiben ldsst, fiir Elemente r, € Q und 3, € K mit Trg/q(8.) = 0.
Hinweis: Kénnen Sie r, mit Hilfe von Trg /g definieren?

(c) Geben Sie ein Beispiel an, das zeigt: Aus o € Ok folgt weder r,, € Z noch 5, € Ok.
(d) Zeigen Sie: Ist [K : Q] = n, so ist n -7, € Z fiir alle a € Ok.

Aufgabe 3 (1+1+1+42 Punkte):

Sei d € N, quadratfrei und > 2, sei K = Q(V/d), seien ¢,09: K — C die beiden Einbettungen, und sei f: K —
C? a+ (01(a),02(a)) (wie in Lemma 3.2.9 aus der Vorlesung).

(a) Geben Sie f(a + bv/d) explizit an fiir a,b € Q. (Insbesondere sollten Sie feststellen, dass das Bild f(K) in R?
liegt.)

(b) Skizzieren Sie f(O) C R? im Fall d = 2.

(c) Bestimmen Sie (im Fall d = 2) ein a; € Ok \ {0}, so dass || f(cu)|| minimal ist; hierbei ist || (Z) | = Va2 + b2
die Norm eines Vektors in R?. (Nach Lemma 3.2.9 existiert ein solches ;.) Bestimmen Sie auBerdem ein ag €
Ok \ Zaz, so dass || f(az)|| minimal ist (also || f(a2)|| < ||f(B)|| fiir alle 5 € Ok \ Zay)).

(d) Machen Sie (b), (¢) nochmal im Fall d = 5. (Beachten Sie Beispiel 3.2.6.)

Aufgabe 4 (4 Punkte):

Ist R ein Ring (kommutativ, mit neutralem Element 1) und sind a,b € R, so schreibt man ,a | b“, wenn es ein ¢ € R
gibt mit ac = b. AuBerdem definiert man: R* := {u € R | 3a € R: ua = 1}. Zeigen Sie unter Verwendung dieser
Definitionen fiir a,b,c € R:

(a) a|b=a|bc

(b) a|bAb|c=a]c

(¢c)albhalec=a]|(b+c)
)

(d) Sei R nullteilerfrei, d.h. fiir alle r,s € R\ {0} gelte 7 - s # 0. Dann gilt:
a|bAb|la < JueR*:au=1»
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