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Aufgaben 6.2 und 6.3 sind schriftlich zu bearbeiten. Alle weiteren Informationen zu der
Vorlesung finden Sie auf

http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/ZahlenII_SS25/.

Aufgabe 6.1

Seien p,q € Pu{co} mit p # ¢q. Zeigen Sie, dak sich weder Q,, als Teilkérper in Q, noch
Qg als Teilkdrper in Q, einbetten lafst, wobei wie iiblich Q. = R gesetzt wird.

Bemerkung: Unter Verwendung des Auswahlaxioms l&ft sich zeigen, daf es stets Korper-
einbettungen von @, nach C gibt.

Aufgabe 6.2 (4 Punkte)

Verifizieren Sie das folgende Krasnersche Lemma. Sei K ein vollstdndiger Bewertungs-
korper bzgl. eines nicht-archimedischen Betrages ||, und sei C' ein algebraischer Abschlufs
von K, auf den sich, wie in der Vorlesung besprochen, || eindeutig fortsetzt. Das Mini-
malpolynom f = Minpoly (a) von a € C' sei separabel und zerlege sich iiber C' als

f= H;(X —a;) mit n verschiedenen Nullstellen a = aq,as,...,a, € C.

Ist dann b e C' mit |b—a| <|a; —a| fir 2 <i < n, so gilt stets K (a) < K(b).
Hinweis. Uberlegen Sie sich: Andernfalls giibe es einen Automorphismus o € Gal(C'| K)
mit a® # a, aber b° = b. Nutzen Sie sodann o, um einen Widerspruch herzuleiten!

Aufgabe 6.3 (4 Punkte)

Sei K ein vollstdndiger Bewertungskorper bzgl. eines nicht-archimedischen Betrages ||,
und sei C' ein algebraischer Abschluf von K. Sei n € N und || die Maximumsnorm auf
dem Raum {g € K[X] | grad(g) < n} bzgl. der K-Basis 1, X, ..., X" sowie |-|. Weiter sei
f € K[ X ] normiert, irreduzibel sowie separabel, und es gelte grad(f) = n.

Zeigen Sie: Es gibt ein € € R,y mit der Eigenschaft: Ist g € K[X ] normiert mit grad(g) = n
und |g - f|| < e, so ist g irreduzibel iiber K und zu jeder Nullstelle a € C' von f gibt es
eine Nullstelle b € C' von g mit K (a) = K(b).

Hinweis. Finden Sie fiir geeignetes € zu einer gegebenen Nullstelle b von g zunéchst eine
Nullstelle a von f mit K (a) = K(b). Leiten Sie hierzu fiir |g— f| <& <1 die Abschétzung
|f(b)| =g(b) - f(b)| <e|g|™ =€ f|™ her, um dann das Krasnersche Lemma aus Aufgabe
6.2 zu verwenden.

Aufgabe 6.4

Sei I" # {0} eine additive Untergruppe der lokalkompakten abelschen Gruppe R. Zeigen
Sie, daf die folgenden Aussagen paarweise dquivalent sind:

(i) T is diskret. (ii) " besitzt keinen Haufungspunkt in R. (iii) I" enthélt ein kleinstes
positives Element. (iv) I' ist eine unendliche zyklische Gruppe, genauer I' = Z~ fiir ein
Element v>0. (v) I' ist (topologisch) abgeschlossen in R, aber nicht gleich R.
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