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Aufgabe 7.1

Sei R ein diskreter Bewertungsring im algebraischen Sinne, also ein Hauptidealring mit
genau einem von {0} verschiedenen Primideal p, und K sein Quotientenkorper.

(a) Zeigen Sie: Es gibt genau eine normierte diskrete Bewertungsabbildung v: K' - Zu{oo}
dergestalt, dal R der Bewertungsring und p das Bewertungsideal bzgl. v sind.

(b) Zeigen Sie: R ist ganz-abgeschlossen, also gleich seiner ganzen Hiille in K.

Bemerkung: Umgekehrt 1afst sich zeigen: Jeder noethersche, ganz-abgeschlossene Integri-
tatsbereich mit genau einem von {0} verschiedenen Primideal ist ein diskreter Bewer-
tungsring im algebraischen Sinne.

Aufgabe 7.2 (8 Punkte)

Der Korper K sei mit einem diskreten (insb. nicht-archimedischen) Absolutbetrag || und
der zugehorigen normierten Exponentenbewertung v ausgestattet.

(a) SeineNund g = Y7 ¢;X? € K[X] ein normiertes Eisensteinpolynom, d.h., es gelten:
v(go) =1, v(g;) > 1 fir 1 <7 <n, und g, = 1. Priifen Sie, dafs ¢ irreduzibel iiber K ist, und
zeigen Sie weiter: Ist L = K (II) ein Erweiterungskorper mit g(II) = 0, so hat |-| genau eine
Fortsetzung zu einem (diskreten) Betrag auf L, die Erweiterung L| K ist rein verzweigt,
d.h. e(L|K) =[L: K], und II ist ein uniformisierendes Element fiir L.

Hinweis. Nutzen Sie u.a. die aus der Vorlesung bekannte Ungleichung n > ¥ e; f;, fir
den Erweiterungsgrad n = [L : K] sowie die Verzweigungsindizes e; und Restklassengrade
fi von L| K bzgl. der verschiedenen Fortsetzungen ||y, ..., ||, von || auf L.

(b) Sei umgekehrt L| K eine endliche Kérpererweiterung, die rein verzeigt ist bzgl. einer
gegebenen Fortsetzung von |-| zu einem (diskreten) Betrag auf L, und sei II ein uniformi-
sierendes Element fiir L. Zeigen Sie: Dann ist L = K (II) und das Minimalpolynom von
IT iiber K ist ein normiertes Eisensteinpolynom.

Hinweis. Uberlegen Sie sich, daf g = Minpol, (II) auch iiber der Vervollstindigung K
irreduzibel ist, um dann zu folgern, daf g ein Eisensteinpolynom ist.

(c) Sei p eine Primzahl und m € N. Betrachten Sie konkret die Erweiterung Q,(2) |Q, fiir
eine primitive p™te Einheitswurzel z. Zeigen Sie: Q,(z)|Q), ist rein verzweigt vom Grad
[Qu(2):Qp] =(p—1)pm™L, und 7 = z -1 ist ein uniformisierendes Element fiir Q,(z).
Hinweis. Bestimmen Sie Minpolg (7) und wenden Sie (a) an.

(d) Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie: Q,(»{/=p) ist der pte Kreisteilungskorper iiber Q,,
also gleich Q,(2) fiir eine primitive pte Einheitswurzel.

Hinweis. Sei 7 = z—1, und iiberlegen Sie: —p = - [T (1-27) = —(1-2)P"L(p-1)! = (1-2)P~!
modulo prZ,[z], also —p = (1 — 2)P"1(1 + ma) mit a € Z,[z].

Bitte wenden!
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Aufgabe 7.3 (4 Punkte)

Sei L| K eine endliche galoissche Korpererweiterung und |-| ein nicht-archimedischer Be-
trag auf L. Weiter sei K (und damit auch L) vollstiandig bzgl. |-.

(a) Zeigen Sie: Die zugehorige Restklassenkorpererweiterung ¢ |k ist ebenfalls galoissch,
und folglich existiert ein kanonischer Homomorphismus Gal(L | K) — Gal(¢|k), 0 » 7.
Bezeichnung. Der Kern dieses Homomorphismus heift die Tragheitsgruppe von L| K, und
der zugehorige Fixkorper T heifst der Tragheitskorper von L| K.

(b) Zeigen Sie: Der Trégheitskorper T' von L| K liefert die maximale unverzweigte Teil-
erweiterung 7'| K, und der Homomorphismus in (a) ist surjektiv.



