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Übungen zu Gröbner-Basen

17. Mit σni werde für 1 ≤ i ≤ n das i-te elementarsymmetrische Polynom in k[x1, . . . , xn]
bezeichnet. Ferner sei σn0 = 1 und σni = 0 falls i < 0 oder i > n. Für ` ∈ N0 sei
schließlich sn` =

∑n
j=1 x

`
j .

(a) Zeigen Sie σni = σn−1
i + xnσ

n−1
i−1 für n > 1 und beliebiges i.

(b) Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion nach n für alle n, ` ≥ 1

∑̀
j=1

(−1)`−jσn`−js
n
j + (−1)``σn` = 0.

(c) Zeigen Sie nun die Newtonschen Identitäten

sn` +

`−1∑
j=1

(−1)jσnj s
n
`−j + (−1)``σn` = 0, 1 ≤ ` ≤ n,

sn` +

n∑
j=1

(−1)jσnj s
n
`−j = 0, ` > n.

18. Es sei F ∈ k[x1, . . . , xn, X] gegeben durch

F =

n∏
j=1

(X − xj)

und es seien σ1, . . . , σn die elementarsymmetrischen Polynome in den Variablen
x1, . . . , xn.

(a) Zeigen Sie

F = Xn +
n∑

j=1

(−1)jσjX
n−j .

Hinweis: Verwenden Sie vollständige Induktion nach n und Aufgabe 17 (a).

(b) Es sei k ein algebraischer Abschluss von k, es sei f ∈ k[X], es seien α1, . . . , αn

die Nullstellen von f in k, aufgezählt entsprechend ihrer Vielfachheiten, und es
sei g ∈ k[x1, . . . , xn] ein symmetrisches Polynom. Zeigen Sie g(α1, . . . , αn) ∈ k.
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