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1 Termordnungen

Hauptséchliche Quelle fiir die Vorlesung ist das Buch [1] von Cox, Little und O’Shea.

1.1 Definition. (a) Ein Monom ist ein Ausdruck der Form

x¥ =% xy2 e exiy o€ NE
Monome werden multipliziert gemafl der Regel
X% xP = xR,
(b) Ein Polynom ist eine endliche Linearkombination von Monomen. Den Ring

aller Polynome iiber einem Korper k bezeichnen wir mit k[xq,...,x.].

(c) Essei f =) _ a,x™ ein Polynom. Der Totalgrad von f ist das Maximum der
Léngen |«| mit a, # 0. Man schreibt ihn als deg(f). Das Nullpolynom hat
keinen Grad.

Der Polynomring ist ein kommutativer Ring mit Eins.

1.2 Definition. Ein Ideal in k[xi,X2,...,Xs] ist eine Teilmenge I mit den folgenden
Eigenschaften:

(a) 0 €1,

(b) wenn f, g € I, dann auch f + g € I,

(c) wenn f € I und h € k[xy,...,x,], dann fh € L.
Beispiel: Verschwindungsideal.

1.3 Definition. Sei M C klxq,...,x,] eine Menge. Das kleinste Ideal, welches M um-
fasst, ist das von M erzeugte Ideal. Wir schreiben es als (M).

1.4 Lemma.

(Flyeneyfm) = {Zhjfj h; Ek[x1,...,xn]}.
j=1

1.5 Satz (Division). Sez g € k[x] \ {0}. Fr jedes f € k[x] existieren q,r € k[x], so
dass entweder r =0 oder deg(r) < deg(g und f =qg+.




1 Termordnungen

1.6 Theorem. Jedes Ideal I C k[x] st ein Hauptideal.
Das erste Ziel der Vorlesung ist der Beweis des folgenden Resultats:

1.7 Theorem (Hilbertscher Basissatz). Sei I C k[xy,...,x,] ein Ideal. Dann ezistie-
ren f1,...,fn €1, so dass
I={(f,...,fm).

Ein solches System (fi,..., ) bezeichnet man gelegentlich als Basis von 1. Jede
endliche Obermenge einer Basis ist wieder eine Basis.

Der Beweis von Theorem 1.6 zeigt die Bedeutung des Begriffs des Leitkoeffizienten.
Um ihn verallgemeinern zu konnen, miissen wir die Monome anordnen.

1.8 Definition. Eine Termordnung ist eine Relation > auf Nj mit den folgenden Ein-
genschaften

(a) > ist eine totale Ordnung.
(b) Wenn o« > 3 und vy € N§, dann auch a+vy > 3 +v.

(c) > ist eine Wohlordnung, d.h., dass jede nicht leere Teilmenge von N ein
kleinstes Element besitzt.

Die Termordnung wird dazu verwendet, die Monome anzuordnen.

1.9 Lemma. Eine totale Ordnung > st genau dann eine Wohlordnung, wenn es
keine unendlich lange absteigende Kette

(1) > a(2) > ...
gibt.

1.10 Definition. Seien «, 3 € N verschieden. Wir sagen « >ix 3, wenn das im Tupel
x— 3 am weitesten links stehende, von Null verschiedene Argument positiv ist. Diese
Ordnung bezeichnet man als lexikografische Ordnung.

Zusammenhang zum Lexikon erkldren und Beispiele anschreiben.
1.11 Satz. Die lexikografische Ordnung 1st eine Termordnung.

Es gilt X1 >1ex X2 >1ex X3 >lex - - - - Durch Umnumerierung entstehen n! verschiedene
lexikografische Ordnungen.

1.12 Definition. Es seien «, 3 € Ni verschieden. Wir sagen o >g.1ex 3, wenn
|| > |B| oder (Ja| = |B| und & >iex B) -

Diese Termordnung heifit gradiert lezikografische Ordnung.



1.13 Definition. Es seien «, 3 € Ny verschieden. Wir sagen o >greviex 3, Wenn

|| > || oder (|| = |B| und der am weitesten rechts stehende,

von Null verschiedene Eintrag von « — {3 ist negativ).
Diese Termordnung heifit gradiert umgekehrte lexikografische Ordnung.

114 Be?’spzel X1 >grevlex X2 >grev1ex ... und (])5)2) >grev1ex (4>1>3)7 wdhrend
(1,5,2) <grex (4,1,3). Also entsteht >geyiex nicht aus >gex, indem man die Ko-
ordinaten umnumeriert.



2 Division in Polynomringen mehrerer
Veranderlicher

2.1 Definition. Sei f = ) a,x* ein von Null verschiedenes Polynom in k[x;,..

und sei > eine Termordnung.

(a) Der Multigrad von f ist
multideg(f) = max {x € Nj|a, # 0}.

(b) Der Leitkoeffizient von f ist

LC(f) = Qmultideg(f)-
(c) Das fithrende Monom von f ist

LM(f) = x™tideg(f)
(d) Der fiihrende Term von f ist

LT(f) = LC(f) LM().

2.2 Lemma. Seien f, g € K[x1,...,x,] nicht das Nullpolynom. Dann gelten

(a) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g).

(b) Falls f+ g #0, so gilt multideg(f + g) < max(multideg(f), multideg(g). Falls

multideg(f) # multideg(g), so gilt sogar die Gleichheit.

2.3 Theorem (Divisionsalgorithmus). Es sei > eine Termordnung und es set
F = (f1,...,fs) ein Tupel in K[x1,...,xn]. Fir jedes f € K[xq,...,xn] ezistieren

Qly.v.y sy T € KlX1,...,%X,], SO dass

f= Z a;f; + 1
j=1

und entweder r = 0 oder keines der Monome, aus denen r zusammengesetzt 1st,

1st Vielfaches eines LM(fj).
Fiir alle j mat a;f; # 0 gult multideg(a;f;) < multideg(f).



Data: fy,...,fg, f

Result : a;i,...,as,1
a=0;...;a,=0;r:=0;
p=f
while p # 0 do

i=1

divisionaufgetreten := False;
while 1 < s and not divistonaufgetreten do
if LT'(f;) divides LT(p) then
a; = a; + LT (p)/ LT(fi);
p=p— (LT(p)/ LT(f))fs;
divisionaufgetreten := True;
else
1=141;
if not divisionaufgetreten then
r:=1+ LT(p);

p=p—LT(p);
Algorithmus 2.1 : Divisionsalgorithmus

Zum Nachweis wird der Divisionsalgorithmus 2.1 in Pseudocode angegeben.

2.4 Beispiel. Wir verwenden >, mit x > y. Es sei f = x*y +xy> +y?> und F =
(xy —1,y%* — 1). Wie erhalten

Xy +xyt +yt = (x+y)oy =D +1- (Y =) +x+y+1.

2.5 Beispiel. Wir verwenden wieder >, mit x > y. Wir teilen f = xy? — x durch
F = (f;,f;), wobei f; = xy + 1 und f, = y?> — 1. Man erhélt

xy? —x =yxy +1) +0y* = 1)+ (—x —y).
Teilt man dagegen durch (f;, fy), so erhdlt man
xy? —x =x(y? = 1) +0(xy +1) +0.

Im Gegensatz zum Fall einer Veranderlichen 16st der Divisionsalgorithmus das Pro-
blem der Idealmitgliedschaft also nicht.

In der Tat gilt x+y € (xy + 1,y* — 1), denn x +y = y(xy + 1) —x(y* — 1). Diese
Darstellung nutzt Ausloschungseffekte.



3 Das Lemma von Dickson

3.1 Definition. Ein Ideal im Polynomring heiflt Monomideal, wenn es von Monomen
erzeugt wird.

3.2 Satz. Zwer Monomadeale sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Monome
enthalten.

3.3 Lemma. Es set | ein Monomideal und es ser f € k[xq,...,x,]. Dann sind
aquivalent:

(a) fel
(b) Jeder Term von f liegt in L.
(c) f ist eine k-lineare Kombination von Monomen in L.

3.4 Korollar. Set 1= (x*| « € A) ein Monomideal. Ein Monom x? liegt genau dann
in 1, wenn es ein o« € A gibt, so dass xP ein Vielfaches von x* ist.

Diagramm fiir I = (x*y?,x*y*, x*y”) hinmalen.

3.5 Theorem (Lemma von Dickson). Es sei I ein Monomideal. Dann besitzt 1 ein
endliches Erzeugendensystem, welches aus Monomen besteht.

3.6 Bemerkung. Wenn [ = (x* | « € A), dann existiert ein endliches Erzeugenden-
system aus Elementen der Form x* mit o € A.

3.7 Satz. Eine Relation > auf Ny ist genau dann eine Termordnung, wenn sie
folgenden Eigenschaften hat.

(a) > ist eine totale Ordnung.
(b) Wenn « > und y € N}, dann auch x+vy > +7v.

(c) 0 st das kleinste Element von Nf.



4 Grobner-Basen

4.1 Definition. Es sei eine Termordnung bestimmt. Fiir ein Ideal I # {0} setzen wir
LT(I) ={cLT(f)|c € k*,f € I\ {0}}.

4.2 Bemerkung. Wenn I = (fy,...,fs) dann gilt (LT(f;),...,LT(f)) C (LT(I)). Die
andere Inklusion gilt im allgemeinen nicht. Dies zeigt das Beispiel I = (f;, f;) mit

fi=x>—2xy, f=x*y—2y*+x,

versehen mit >gex.
Es gilt namlich
X =x-(x* =2y +x) —y- (x> —2xy).

Also x* € (LT(I)), wihrend nach Korollar 3.4 alle nicht-trivialen Elemente von
(LT(f;),LT(f;)) mindestens den Grad 3 haben.

4.3 Definition. Es sei I C k[xy,...,x,] ein Ideal und es sei eine Termordnung > gewahlt.
Eine Grdbner-Basis von | beziiglich > ist eine endliche Teilmenge {g;,..., g}, SO
dass (LT(I)) = (LT(g1)y...,LT(g¢)).

4.4 Satz. Wenn {qg1,...,9i} eine Grébner-Basis von 1 ist, dann ist diese Menge
auch etne Basis von 1 (also ein endliches Erzeugendensystem).

4.5 Theorem (Hilbertscher Basissatz in der Version von Buchberger). Jedes Ideal in
klx1,...,xn] besitzt eine Basis. Sie kann als Grébner-Basis gewdhlt werden.

Obwohl der Beweis des Lemmas von Dickson konstruktiv ist, haben wir noch keinen
Algorithmus zur Bestimmung der Grobner-Basis.

4.6 Beispiel. Im Polynom R[x,vy,z] betrachten wir das Ideal I = (gy,g;) mit g; =
x+z und g, = y—z. Wir zeigen, dass {g;, g»} eine Grobner-Basis von [ beziiglich >,
ist.

Es gilt (LT(g1),LT(g2)) = (x,y). Wir miissen also zeigen, dass es kein Polynom
f € I gibt, welches nur von z abhéngt. Betrachte V := {(—t, t, t)|t € R}. Sowohl g; als
auch g, verschwinden auf V. Also muss das auch f tun. Aber f ist von der Gestalt
f(x,y,z) = g(z). Da f auf V verschwindet, verschwindet g auf R. Also f =0.n



4 Grobner-Basen

4.7 Theorem (Aufsteigende Kettenbedingung). Es sei
LcLchc--- Ck[X],...,Xn]

eine aufsteigende Kette von Idealen in k[xi,...,x,]. Dann wird die Kette stati-
ondr, d. h. es gibt N € N, so dass I, = Iy fir alle n > N.

4.8 Satz. Es sei 1 ein Ideal in k[xq,...,x,] und es sei {g1,...,9s} eine Grobner-
Basts von 1 beziiglich der Termordnung >. Zu jedem f € k[xq,...,x,] existiert
ewn eindeutiges v € K[xq,...,xn] mit den folgenden FEigenschaften:

(a) Kein Term von v st durch ein LT(g;) teulbar.
(b) Es gibt g€ I mit f =g+r.

Insbesondere kommt aus ber der Division durch eine Grobner-Basis auf die
Reihenfolge der Elemente nicht an.

4.9 Definition. Wir schreiben T fiir den Rest von f bei Division durch F = (f1y...,fs).

4.10 Korollar. Es ser G eine Grobner-Basis fir das Ideal 1. Dann gilt f € 1 genau
dann, wenn T° = 0.

4.11 Definition. Auf k[x;,...,x,] sei eine Termordnung festgelegt. Es seien f,g €
kix1y ...y xal \ {0}

(a) Falls multideg(f) = o und multideg(g) = B, dann definieren wir y durch
Y; = max(w, B5), j = 1,...,n und bezeichnen x" als kleinstes gemeinsames
Vielfaches von x* und xP.

(b) Das S-Polynom von f und g ist definiert durch

xY xY

Sh9) =~ LT(g) ¥

4.12 Beispiel. Seien f = x3y? — x*y®> + x und g = 3x*y + y? in R[x,y], versehen
mit >grex. Dann gilt
1
S(f,g) = —x*y* +x* — §y3.
4.13 Lemma. Es seien fy,...,fs Polynome in k[xq,...,x.], die alle denselben Mul-
tigrad § besitzen. Es seien cy,...,cs € k so gewdhlt, dass multideg (}_;_; cifi) < .
Dann ezistieren ai; € k, so dass

Z cify = Z ai; S(fi, fj).
-

i<j

10



Data: F = (fy,...,f,)
Result : Grobner-Basis G von (fj,...,fs) mit FC G
G=F
repeat
G'=G;
for jedes Paar (p,q) in G’ mit p # q do

$:=S0p,q) ;
if S# 0 then
G =G U{S}
until G = G/;
Algorithmus 4.1 : Algorithmus von Buchberger

Man beachte, dass multideg(S(f, fj)) < o.

4.14 Theorem (Kriterium von Buchberger). Es se:t I ein Polynomideal und es se:
G=1(g1,...,9s) ein Erzeugendensystem von I. Dann sind dquivalent

(a) G ist eine Grébner-Basts

(b) Fir alle Paare (i,j) mit i #j gilt

G
S(gi) 9)) =0.

Da es bei Punkt (a) nicht auf die Reihenfolge ankommt, gilt das auch fiir Punkt (b).

4.15 Beispiel. Wie in Aufgabe 4 sei R[x,y] mit >, versehen und es seien

fi=xy*—x, f,=x—-1

Dann

xy? xy?
S('ﬁ,fz) = %f] —%fz :xyz—x—xyz—l—lf =—x+y5.

Wegen
_X—W(fhfz) _ y5 . y3

ist G = {f;,f,} keine Grobner-Basis von (G). Wir setzen G; = {f;,f,, f3} fiir f; =
y®> —y°. Dann gelten

S(f1,f3) = 0 und S(fy, f3) = xy*> —y’.

Wegen
S(f,13) ' =0

ist Gy eine Grobner-Basis von (fy, ;). Uber Redundanzen reden wir spiter.

11



4 Grobner-Basen

4.16 Theorem. Der Algorithmus 4.1 berechnet eine Grobner-Basis.
Damit haben wir das Problem der Idealmitgliedschaft gelost.

4.17 Definition. Eine Grobner-Basis heilt minimal, wenn
(a) LC(p) =1 fiir alle p € G.
(b) Fiir alle p € G gilt LT(p) ¢ (LT(G \ {p})).

4.18 Beispiel. G = {x — y3,y°> — y’} ist eine minimale Grébner-Basis von I =
(xy> —x,x —y*).

Es ist klar, dass es minimale Grobner-Basen gibt.

4.19 Satz. Alle minimalen Grobner-Basen eines Ideals zur selben Termordnung
haben dieselbe Anzahl an Elementen. Genauer gilt:
Wenn G und G zwer minimale Grobner-Basen von 1 zur selben Termordnung

sind, dann LT(G) = LT(G), wobe: LT(G) ={LT(g)|g € G}.
4.20 Definition. Eine Grobner-Basis G heifit reduziert, wenn

(a) LC(p) =1 fiir alle p € G.

(b) Fiir jedes p € G liegt kein Monom von p in (LT(G \ {p})).

4.21 Beispiel. Die Grobner-Basis G aus Beispiel 4.18 ist reduziert. Ein Beispiel einer
nicht reduzierten, minimalen Grébner-Basis ist G; = {x —y°,y°> — y°}.

4.22 Theorem. Es sei I # {0} ein Polynomideal. Zu jeder Termordnung existiert
eine eindeutig bestimmte reduzierte Grobner-Basis.

Damit haben wir eine direkte Losung des Problems der Idealgleichheit.

4.23 Definition. Auf k[xi,...,x,] sei eine Termordnung festgelegt, ferner sei G =
{g1,...,9¢} eine Teilmenge des Poylnomrings (nicht notwendig eine Grébner-Basis).
Man sagt, dass f € k[x1,...,xn] modulo G zu O reduziert wird, wenn f geschrieben

werden kann als .
f= Z (lj gj,
j=1
wobei multideg(f) > multideg(a;g;) fiir alle j mit a;g; # 0. Man schreibt dann
f —g 0.

Es ist klar, dass die Bedingung ¢ = 0 die Reduziertheit modulo G impliziert.
Damit kann man das Buchbergersche Kriterium wie folgt aussprechen:

12



4.24 Theorem. Es sei | ein Polynomideal und es set G = (g1,...,9s) ein Erzeu-
gendensystem von 1. Dann sind dquivalent

(a) G ist eine Grébner-Basis.
(b) Fir alle Paare (i,j) maut i #j gilt

S(gi, g]) —G 0.

4.25 Satz. Der Algorithmus von Buchberger fiihrt auch dann zu einer Grobner-

Basis, wenn Paare (p, q), deren S-Polynom einmal dividiert wurde, nicht mehr
bertcksichtigt werden.

13



5 Symmetrische Polynome

5.1 Definition. Ein Polynom heifit symmetrisch, wenn f(x1,...,%Xn) = f(Xx(1)y -+« y Xnn))
fiir jede Permutation 7.

5.2 Definition. Fiir j =1,...,n definieren wir o5 € k[xs,...,x,] durch
05 = Z Xi; "'Xi)..
1< <i’i

Die oj sind die elementarsymmetrischen Polynome.

5.3 Theorem. Jedes symmetrische Polynom ldsst sich eindeutig als Polynom in
den elementarsymmetrischen Polynomen schreiben.

5.4 Theorem. Im Ring k[x1,...,Xn,Y1,...,Ynl set ezne Termordnung fiziert, bei der
alle Monome, die mindestens ein x; enthalten, gréfSer sind als alle Polynome,
die nur aus y; bestehen. Es se1 G eine Gréobner-Basis des Ideals

[= <G1 _y1)"->0n_yn>»

wobet die 0; Polynome in den x; sind. Fiir vorgelegtes f € K[x1,...,x,] set g = 7°.
Dann gelten

(a) f ist genau dann symmetrisch, wenn g € klyi,...,ynl.
(b) Falls f symmetrisch ist, dann f = g(01,...,0,), wenn g als Polynom in
den y; verstanden wird.

In Cox, Little und O’Shea wird die Grébner-Basis fiir das Ideal I aus Theorem 5.4

und >« beschrieben.
5.5 Bezeichnung. Die Funktionen s, = Z; x}‘ heilen Potenzfunktionen.

5.6 Lemma (Newtonsche Identitdten). Es gelten

{—1
sot ) (=1Voyse5+ (—1) "o =0, 1<t<nm,
=1

n

S¢ + Z(-])j(ijg_j = 0, {>n.
j=1

Beweis. Als Ubung. O

5.7 Satz. Es sei k ein Korper der Charakteristik 0. Dann ldsst sich jedes symme-
trische Polynom in K[x1,...,xs] als Polynom in den Potenzfunktionen schreiben.

14



6 Invariante Polynome

6.1 Definition. Eine endliche Matrizgruppe H ist eine endliche Untergruppe einer
GL, (k).

6.2 Beispiel. Es sei T € S, eine Permutation von {1,...,n}. Wir definieren eine
lineare Abbildung k™ — k™ durch

(X],...,Xn) — (XT(U)"')XT(H)) .

Die zugehorige Matrix beziiglich der Standardbasis bezeichnen wir mit M. Dann ist
{M.|t € S,.} eine endliche Matrixgruppe, die zur symmetrischen Gruppe S,, isomorph
ist. Da jede endliche Gruppe isomorph zu einer Untergruppe einer symmetrischen
Gruppe ist, ist auch jede endliche Gruppe isomorph zu einer endlichen Matrixgruppe.

6.3 Bezeichnung. Es sei H < GL, (k) eine endliche Matrixgruppe. Sie operiert wie folgt
auf k[xq,...,%n]

M.f(x) = f(Mx), M e H,fek[xy,...,xn].
6.4 Beispiel.

1 (1
A._ﬁ(1 ]>€GL2(R)

und f = x* 4+ xy + y?. Dann A.f = 3x? + Jy2.

6.5 Definition. Ein Polynom f € k[x1,...,X,] ist tnvariant unter H, wenn M.f = f fiir
alle M € H.
Die Menge aller unter H invarianten Polynome wird mit k[xi,...,x,]" bezeichnet.

6.6 Beispiel. Durch Koeffizientenvergleich sehen wir, dass ein homogenes Polynom f
vom Grad 2 genau dann invariant unter A (also unter der von A erzeugten Unter-
gruppe von GL;(R)) ist, wenn f ein Vielfaches von x? + y? ist.

6.7 Lemma. (a) k[xi,...,x, )" ist ein Unterring von k[xi,...,x,] mit derselben
Eins.
(b) Ein Polynom gehort genau dann zu kK[xi,...,x,]", wenn dies fir alle seine

homogenen Komponenten gilt.

15



6 Invariante Polynome

6.8 Bezeichnung. Seien fy,...,f, € k[xq,...,x,]. Dann setzen wir
klfyy ..., fml ={g(f1,..., fm)lg € kIx1,... xml}.
k[fq,...,fn] ist die von fy,...,f, erzeugte Ringerweiterung von k.

6.9 Definition. Seien H C GL, (k) eine endliche Matrixgruppe und k ein Korper, dessen
Charakteristik |H| nicht teilt. Der Reynolds-Operator ist definiert durch

Ri: K[x1y.voyXn] = kX1y. 00y X0,
1
Ru(f) = WZA.f
Hl =

6.10 Satz. Seien H C GL, (k) eine endliche Matrizgruppe und k ein Kdérper, des-
sen Charakteristik |H| nicht teilt. Der Reynolds-Operator Ry ist eine k-lineare
Projektion auf K[x1,...,x.".

Ferner gilt Ry(fg) = fRu(g), falls f € k[x,...,xn]".

6.11 Beispiel. Fir A = (¢ 7)) ist (A) = C, die zyklische Gruppe der Ordnung 4. Es
gilt

Re,(N00y) = 3 (F0x,8) + 9, + (%, ) + fly, ).
Damit erhalten wir
Re,(2) = 3 (¢ + ),
Re, (xy) =0,
Re, (x’y) = %(ng —xy’),
RC4 (XZyZ) _ XZyZ

6.12 Theorem (E. Noether). Es seien H < GL, (k) eine endliche Matrizgruppe und
k ewtn Korper der Charakteristik 0. Dann gult

KXty .o xn]™ = K[Ru(x®)||B] < [HI] .

Der folgende Satz 16st das Problem der Unterringmitgliedschaft. Wir haben ihn im
Prinzip schon verwendet.

6.13 Satz. Es set k ein Kdrper und es seten fi,...,fn € K[Xq1,...,xn]. Es se1 G eine
Grébner-Basis von 1= (fi —yi1,...,fm —Ym) C K[X1y.. .y Xn, Y1y -+, Yml beztiglich
einer Termordnung, bei der alle Monome, die ein x enthalten, grofier sind als

alle Monome, die das nicht tun. Fur f € K[x;,...,xn] set g = °. Dann liegt f
genau dann n K[fi,...,f,], wenn g nur von y abhdngt. In diesem Fall gilt
f=g(fi,...,fm).

16



In dem Buch von Sturmfels [2] wird ein Algorithmus vorgestellt, der in den meisten
Fallen effizienter ist.

6.14 Definition. (a) Ein Polynom ist homogen vom Grad {, wenn alle seine Terme
den Totalgrad ¢ haben.

(b) Jedes Polynom kann geschrieben werden als f = ) f;, wobei f, homogen vom
Grad (¢ ist. Man bezeichnet dann f; als die {-te homogene Komponente.

(c) Ein Ideal ist homogen, wenn es von homogenen Polynomen erzeugt wird.

(d) Eine Termordnung < respektiert den Totalgrad, wenn aus |x| < |B| bereits
x < 3 folgt.

6.15 Satz. Es set | ein homogenes Ideal. Ein Polynom f liegt genau dann in I,
wenn dies fur alle seine homogenen Komponenten gilt.

6.16 Satz. Es ser I ein homogenes Ideal, es seir > eine Termordnung, welche
den Totalgrad respektiert, und es ser G die reduzierte Grobner-Basis von I
beziiglich >. Dann sind alle Elemente von G homogen.

6.17 Satz. Es set H < GL,(k) eine endliche Matrizgruppe und es sei k ein
Kérper, dessen Charakteristik kein Teiler von |H| ist. Es ser 1 das von den
nicht-konstanten, homogenen Invarianten erzeugte Ideal in K[xi,...,xn]. Wenn
I={(g1,...,9t) fiir homogene g;, dann gilt auch

[= <RH(91)) .. '>RH(gt)> .

6.18 Theorem (Hilbert). Es set H < GL, (k) eine endliche Matrizgruppe iber einem
Kérper k, dessen Charakteristik die Gruppenordnung |H| nicht teilt. Es sei 1 das

von den nicht-konstanten, homogenen Invarianten erzeugte Ideal in K[x1,...,X,].
Wenn

[={(f1,...,fn)
fiur homogene Invarianten fi,...,f,, dann

KXty ooy Xl =K1, finde
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[ Eliminationstheorie

Eliminate, eliminate, eliminate!
Eliminate the eliminators of Elimination theory!

S. A. Abhyankar

7.1 Definition. Es sei I C k[xq,...,%,] ein Ideal und es sei £ € {I,...,n — 1}. Das
{-te Eliminationsideal 1, ist das durch

L =TNkXey ... Xn
definierte Ideal in K[x¢ 1y...,Xnl.

7.2 Theorem (Eliminationssatz). Es sei I C k[xy,...,x,] ein Ideal und es set G eine
Grobner-Basis von 1 beztuiglich >, mit xg > %y > - >x,,. Fiur1 <{<n-—1 st

Ge=GNkXei1yeneyXn)
eine Grobner-Basis des {-ten Elimainationsideals.

7.3 Bewspiel. Wir untersuchen das Ideal
I=(x*+y+z—T,x+y’+z—1,x+y+2*—1).
Beziiglich >, besitzt es die Grobner-Basis {g1, g2, g3, g4} mit

gr=x+y+z-—1
g =y —-y—z'+z
g3 = 2yz* + ' — 2

gs =2° — 4z +42° — 22

Es gilt g4 = z%(z — 1)%(z? + 2z — 1). Wir untersuchen die vier Nullstellen getrennt:

z = 0: Dann g3(y,0) =0, g2(y,0) =y* —y. Falls y = 0, so erhalten wir x = 1 und
im Fall y = 1 erhalten wir x = 0.

z = 1: Dann g3(y,0) = 2y und g,(y,0) =y*—y. Alsoy =0 und x = 0.

z=—14++/2: Dann g;(y,—1+v2) = (6—4v2)y+14—10v2 und g,(y,—1+v2) =
y?—y —443v/2. In der Tat ist —1+ /2 eine Nullstelle davon. Damit bekommt man
dann auch x = —1 + v/2.
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Fiir V= {(x,y,z) € C*}|vf € I: f(x,y,z) = 0} gilt also

V ={(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0), (=1 + v2,—1 4+ V2,1 + V2),
(=1 —=v2,-1—v2,-1—=V2)L

7.4 Definition. Fiir ein Ideal I C k[xy,...,Xx,] setzen wir
V((I) = {x € k™|f(x) = 0 fiir alle f € I}.
V ist eine affine Varietdt.
7.5 Bezeichnung. Fiir 0 < k < n bezeichnet m: k™ — k™ * die Projektion
(X1yeeeyXn) 2 (XiiTy oo vyXn)e

7.6 Bespiel. Betrachte I = (xy —1,xz —1). Eine Grobner-Basis zu >, ist G =
{fy, f2} mit

fi=xz—1,
fo=y—z
Dann gelten
L=(y—z) und L, =(0).
Entsprechend

V() = { (%, c, c)

Man beachte, dass ; (V(I)) # V(I;).

ce k\{O}} , V() ={(c,c)lc ek} und V(I;)=k.

Das im letzten Beispiel auftretende Problem kann man auf zwei Weisen behandeln.
Einerseits kann man zu V(I) unendlich ferne Punkte hinzufiigen, andererseits kann
man algorithmisch bestimmen, welche Punkte ausgelassen werden.

7.7 Theorem (Ausdehnungssatz). Set k ein algebraisch abgeschlossener Korper und
ser I = (f1,...,fs) ein Ideal in K[xq,...,x,]. Mit I; werde das erste Eliminations-
tdeal von 1 bezeichnet. Fiir 1 <1i <'s schretben wir f; in der Form

fi = gi(Xz, e ,XH)XI]\‘-l + bi,

wober N; € Ny, gi € kl[xa,...,xn] nicht das Nullpolynom st und b; € kK[x1,...,xn]
in x; ewnen kleineren Grad als N; besitzt.

Ist nun (az,...,a,) € V(I}) mat gi(az,...,a,) # 0 fiir mindestens ein i, dann
existiert a;, so dass (aj,...,a,) € V(I).
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7 Eliminationstheorie
Wir werden diesen Satz spater beweisen, nachdem wir den Begriff der Resultanten
eingefiihrt haben.

7.8 Bezeichnung. In der Situation des Ausdehnungssatzes sagen wir, dass die Parti-
allésung (ay,...,a,) die Ausdehnung (a,...,a,) besitzt.

7.9 Beispiel. In Beispiel 7.6 ist g; = z. Also besitzt (c,c) € V(I;) eine Ausdehnung,
falls ¢ # 0. Wenn wir stattdessen f, = xy—1 setzen, erhalten wir dieselbe Bedingung.

7.10 Korollar. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und ser I = (fy,...,f,)
ewn Ideal in K[xq,...,x4]. Falls fiir 1 <1i<'s das Poylnom f; geschrieben werden
kann als

fi = X]]\]i + bi, (71)

wober der Grad von b; wn x; kleiner als N; 1st, dann besitzt jede Partiallosung
(az,...,aq) € V(I;) eine Ausdehnung.
Ein Polynom wie in (7.1) heit WezerstrafS-Polynom.

7.11 Beispiel. Esseil = (x* +y* 4 z* — 1,xyz — 1). Eine Grobner-Basis beziiglich >y
ist G = {f1 y fz} mit

fi =x+y’z +yz’ —yz,

f = y'2? £yt — g2 1.
Also I; = (f;) und I, = {0}. Also ist jedes ¢ € k eine Partiallésung in V(I;). Um
zu priifen, ob sie eine Ausdehnung nach V/(I;) hat, schreiben wir f, wie im Ausdeh-

nungssatz. Dann ist g = z*. Daher besitzt jedes ¢ # 0 eine Ausdehnung (b, c)inV/(I;).
Wegen des Korollars besitzt jedes (b,c) € V(I;) eine Ausdehnung nach V(I).

7.12 Beispiel. Betrachte I = (xy —4,x> —y>—1) C Clx,yl]. Eine Grébner-Basis
beziiglich >, ist gegeben durch

f; = 16x —y* —y*,
f, =y’ +y’ —64.

Reduktion modulo 5 zeigt, dass f, irreduzibel ist. (sagemath bestimmt die Galois-
gruppe als Ss.) Wenn c eine der fiinf Wurzeln von f; ist, dann 148t sich diese Parti-
allésung ausdehnen zu (4, ¢).

7.13 Lemma. Es sei I; das (-te Eliminationsideal. Dann gilt (V) C V(I).

7.14 Theorem. Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und es seir | =
(f1y...,fs) C k[x1,...,%x,] ein Ideal. Ferner sei f; = gix]]\’i + by wie tm Ausdeh-
nungssatz. Dann gilt

V(I]) =T (V) U (V(gh . ->gs) ﬂV(I]))
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7.15 Beispiel. Es seien

fi=(y—2x'+xy—1,
f=y—z)x*+xz—1.

Dann I = (xy — 1,xz — 1). Dieses Beispiel hatte wir bereits betrachtet. Es gilt
V(L) ={lc,cllc € k}.

Wegen g; = g =y — z gilt in diesem Fall V(g1,g2) = V(I;).
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8 Resultanten

8.1 Satz (Euklidischer Algorithmus). Es sei R ein euklidischer Ring. Fiur zwet

Elemente x,y € R\ {0} definiert man rekursiv zo,z;,--- € R durch
Zo =X
Z1 =1y

{Rest von zi 1 ber Division durch z;, wenn z; # 0,
Zit1 =

0, sonst.

Dann gibt es einn mit z,,.1 = 0. Fallsn der kleinste Index mat dieser Eigenschaft
ist, so gilt z, = ggT(x,y). Fiur jedes i existieren a;,b; € R mit z; = a;x + byy.

8.2 Lemma. Es seien seien f, g € k[x] Polynome von den Graden { >0 und m > 0.
Dann haben f und g genau dann einen gemeinsamen Teiler, wenn es A, B € k[x]
gibt, so dass

(a) Mindestens eins der beiden Polynome A und B st nicht das Nullpolynom.
(b) A hat héchstens den Grad m — 1 und B hat héchstens den Grad £ —1.
(c) Af+Bg=0.

8.3 Definition. Es seien f, g € k[x] nicht-konstante Polynome, geschrieben als

f:aoxe—l—a1xe’]+~~~+a@, (10750,
g=Dbx"+bx™" 4+ -+ bp, by # 0.

Dann definieren wir die Sylvester-Matriz von f und g beziiglich x als

Qo by
a; Qo b1 by
@ a - b, by
: a . by
Syl(f, g,x) = : a : by | € K mHOx ()
Qg bm
ag : b
Qe bm
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Die Resultante von f und g beziiglich x ist definiert als
Res(ﬂ g,x) = det(Syl(f, Q,X))-

8.4 Lemma. Res(f, g,x)) ist ezn Polynom in den Koeffizienten von f und g, dessen
Koeffizienten ganze Zahlen sind.

8.5 Satz. Es seien f,g € k[x] nicht-konstante Polynome. Sie besitzen genau dann
einen gemeinsamen Teiler in k[x], wenn Res(f,g,x) = 0.

8.6 Beispiel. Res(x* +3x% +2,x> +4x* +x +4,x) = 0.

8.7 Satz. Sei k ein Korper und seien f, g € k[xy,...,x,] nicht-konstante Polynome.
Dann gibt es A, B € k[x1,...,x.], so dass Af+Bg = Res(f, g,x;). Die Koeffizienten
von A und B sind ganzzahlige Polynome in den Koeffizienten von f und g.

In den Anwendungen liegen f und g in k[y][x]. Dann wird der Satz auf den Korper
k(y) angewandt. Die Zusatzaussage zeigt dann, dass A, B € k[y][x].

Eine von O verschiedene Nichteinheit p in einem Integritatsring heifit irreduzibel,
wenn aus p = xy folgt, dass eines der beiden Elemente eine Einheit ist. Es heifi
prim, wenn aus p|xy bereits p|x oder ply folgt. In einem faktoriellen Ring sind die
irreduzibeln Elemente genau die Primelemente. Nach dem Satz von Gauf} ist der
Polynomring k[x;,...,x,] faktoriell.

8.8 Lemma. Seien f,g € k[xq,...,xn] Polynome mit positivem Grad in x;. Dann
haben f und g genau dann einen gemeinsamen Faktor in k[xi,...,X,] mit positi-
vem Grad in x;, wenn sie in k(xy,...,x.)[x1] einen gemeinsamen Faktor haben.

8.9 Satz. Seien f,g € kix1,...,x,] mit positivem Grad in x;.
(a) Res(f,g,x;) liegt in dem Eliminationsideal (f,g) Nk[xz,...,Xu].

(b) Res(f, g,x1) verschwindet genau dann, wenn f und g in k[xi,...,x,] einen
gemeinsamen Faktor mit positivem Grad in x; haben.

8.10 Satz. Es ser k ewn algebraisch abgeschlossener Korper und es seien f,g €
klx1y...,xn]. War schreiben sie als

f=ax{+ --+a, a#0,

8.1
g=>box{"+---+by, byF#O0. (8:.1)

Falls Res(f,g,x1) 1n (cz,...,cn) € K" verschwindet, so gilt
(a) ao(cay...,cn) =0 oder by(cay...,cn) =0

oder
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8 Resultanten

(a) es gibt ¢; € k, so dass f und g in (cy1,cz,...,Cn) verschwinden.

8.11 Satz. E's sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, es seten f, g € k[xq,...,Xn]
Polynome von den jeweiligen Graden { und m in x; und es set ¢ = (Cz,...,Cn) €
k™' derart, dass:

(a) Das Polynom f(xi,c) € k[x4] hat den Grad {.
(b) Das Polynom ¢(xi,c) € k[x;] hat den Grad p < m.
Dann gilt fiir das Polynom h = Res(f, g,x1) € k[xa,...,%n] und ao wie in (8.1)
h(c) = ao(c)™ P Res(f(x1,¢), g(x1,¢),%1).

Damit kann man nun den Ausdehnungssatz beweisen.
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9 Projektive Varietaten

9.1 Definition. Es sei k ein Korper. Der affine Raum der Dimension n ist der k™. Der
projektive Raum der Dimension n ist definoert als

P (k) = (K™"\{0}) / ~,

wobel x ~y genau dann, wenn es A € k gibt, so dass x = Ay.
Wir schreiben die Elemente von P"(k) als p = [xo : X7 : -+ : X,,] und bezeichnen
(x0y-..,Xn) als homogene Koordinaten von p.

Die Relation ~ ist offenbar eine Aquivalenzrelation.

9.2 Bemerkung. Die folgenden Abbildungen sind offenbar injektiv

@o: k™ — P (k), (X1yeeeyXn) = [Tixyix2 000 1 X0y
@1: k" — P*(k), (X1yeeeyXn) X0 Toxg 00 1 X0,
©n: k" — P*(k), (X1yeeeyXn) Xy 1X2 0o i xn 2 1],

Ublicherweise bettet man den affinen Raum durch die Abbildung ¢, in den projek-
tiven Raum ein. Die Punkte

P (k) \ @o(k™) ={[0:xq - s xnJl(x1, ...y xn) € K"\ {0}}

sind die unendlich fernen Punkte des P™(k).
Jeder Punkt p € P'(k) liegt im Bild mindestens eines @;. In der Sprache der
Mannigfaltigkeiten sind die ¢; lokale Parametrisierungen des P™(k).

9.3 Beispiel. P'(C) ist die aus der Funktionentheorie bekannte Riemannsche Zah-
lensphére. Sie besitzt genau einen unendlich fernen Punkt, ndmlich [0 : 1].

9.4 Definition. Fiir homogene Polynome fy,...,fs € k[xo,...,X,] bezeichnen wir
V(fr,.ooofs) ={lxo: -t xullfj(x0y ...y Xn) =0, =1,...,8}

als die durch fy,...,fs definierte projektive Varietdt.

9.5 Beispiel. In P3(C) sei V = V(f;,f,), wobei

2 3 2
f1 =x7 —x2%x0, T2 =%X7 —%x3%;.
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9 Projektive Varietédten

Wir identifizieren C* wieder mit {[1:%; : %, : x3]‘(x1,xz,x3) € C*}. Dann liegt [1: x; :
X2 : x3] genau dann in V, wenn x§ —x; = 0 und x} — x3 = 0.

Die Gleichung, welche die unendlich ferne Ebene im P3(C) beschreibt, ist
g(xoy...,x3) = xo = 0. Es gibt aber keinen Grund zu der Annahme, dass etwa
W = V(f;,f,, g) die Menge der unendlich fernen Punkte von V beschreibt. In der
Tat gilt namlich W = {[0: 0: x; : x3]|(x2,x3) € C*\ {0}}, was uns anschaulich nicht
iberzeugt.

9.6 Definition. Es sei V C k" eine affine Varietat. Die kleinste projektive Varietat,
welche {[1:x: -+ 1 xu]|(X1,...,xn) € V} umfasst, ist der projektive Abschluss von V.

Im folgenden schreiben wir das Tupel der Unbestimmten (xq, X1, ..., X, ) als (xq, x).

9.7 Definition. Es sei f = ) _ anx® € k[x1,...,x,] ein Polynom vom Totalgrad {. Dann
bezeichnet man
= Z amx"‘xg_l‘x‘ € klxo, ... Xnl
04

als Homogenisierung von f.
Umgekehrt bezeichnet man fiir homogenes F € Kklxo,...,x,] das Polynom
F(1,%1,...,Xn) € K[x1,...,x,] als Dehomogenisierung von F.

9.8 Satz. Die Homogenisierung f von f ist homogen. Sie hat denselben Totalgrad
wie f.

Dehomogenisiert man die Homogenisierung von f, so erhalt man f zurick.
Homogenisiert man die Dehomogenisierung eines homogenen Polynoms F €
k[xoy...,Xnl, S0 erhdlt man ein Polynom der Form xng, wobet d > 0.

X1 X
P =xSf =y, ),
X0 X0

wober L den Grad von f bezeichnet.

9.9 Lemma.

9.10 Definition. Wenn I ein Ideal in k[xi,...,X,] ist, dann ist die Homogenisierung
von [ gleich dem homogenen Ideal

I" = (f"f € I) C klxo, X1y, Xnl.
Wir schreiben die Monome von k[xg, X1, ..., X,] wieder als x*x§, wobei « € Nj.

9.11 Definition. Es sei > eine Termordnung auf k[x;,...,x,], welche den Totalgrad
respektiert. Wir definieren die Termordnung >y, dadurch, dass x*x§ >, xPx§ genau
dann, wenn x* > xP oder « = 3 und d > e.

9.12 Lemma. Es sei > eine Termordnung, welche den Totalgrad respektiert und
es set f € k[xq,...,x,]. Dann gilt

LM., (f") = LM.(f).
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9.13 Theorem. Es set I ein Ideal in k[xi,...,x.] und es sei > eine Termordnung,
welche den Totalgrad respektiert. Ist nun G eine Gréobnerbasis von 1 beztglich >,
so 1st G" = {g"|g € G} eine Gribnerbasis von I beziiglich >y.

9.14 Beispiel. Sei 1 = (x; —xj,x3 —xj) das bereits frither betrachtete Ideal in
Clx1,x2,x3]. Eine Grobnerbasis beziiglich >, eylex ist

2 2
G = {X1 — X2y X1X2 — X3, X1X3 — Xz}-

Daher
h 2 2
I" = (X7 — XoX2, X1X2 — X0X3, X1X3 — X3 .

Die unendlich fernen Punkte in V(I") sind dann die Lésungen von
x% =0,x1%x2 = 0, x1%2 —x% =0.

V(IM) besitzt nur einen unendlich fernen Punkt, ndmlich [0:0:0: 1].

Zum Verstandnis dieses Beispiels wird der Nullstellensatz benotigt.
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10 Der Nullstellensatz

10.1 Theorem (Schwacher Nullstellensatz). Es set k ein algebraisch abgeschlossener
Kérper und es sei I C k[xq,...,xn] ein Ideal, fiir welches V(1) = () gilt. Dann
[ =K[X1y...yXnl.

10.2 Definition. Fiir eine Teilmenge V C k™ bezeichnen wir mit
I[(V) ={f € klx1,...,x.]|f(x) = 0 fiir alle x € V}
das Verschwindungsideal von V.

10.3 Theorem (Hilbertscher Nullstellensatz). Set k ein algebraisch abgeschlossener
Korper und seien f,fi,...,fs € klx1,...,%xu], so dass f € I[(V(fy,...,fs)). Dann
existzert m € N, so dass

f™ e (f1,...,f).

10.4 Definition. Es sei k ein Korper und I C k[xq,...,x,] ein Ideal. Das Radtkal von I
ist definiert als
V1= {fF3m: ™ e 1}.

10.5 Lemma. /1 ist ein Ideal.

10.6 Theorem (Nullstellensatz). Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kirper und
ser I C kixqy...,x,] ein Ideal. Dann gilt

I(vV(D) = VL
Die Gleichung V = V(I(V)) ist dagegen trivial.

10.7 Definition. Eine Varietdt (affin oder projektiv) heifit irreduzibel, wenn folgendes
gilt:

Wenn V = U U W mit Varietdaten U und W, dann V= U oder V =W.
10.8 Theorem. Es sei k ewn Korper mit unendlich vielen Elementen.

(a) Wenn
VioV,D...

ewne absteigende Kette von projektiven Varietdten tm P™(k) 1st, so gibt es
emn N mit Vy = V,, fiir alle m > N.
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(b) Jede projektive Varietdt V im P"(k) kann als endliche Vereinigung
V=ViU---UVy,

irreduzibler projektiver Varietaten geschrieben werden. Verlangt man V; ¢
V; fiir 1 #j, so sind die V; eindeutig bis auf die Rethenfolge.

10.9 Definition. Die V; bezeichnet man als die irreduziblen Komponenten von V.

10.10 Satz. Sei k ewin Korper und ser V C k™ eine affine Varietdt und set W C
P (k) der projektive Abschluss von V. Dann gelten

(a) WNkK*=V.
(b) Wenn V irreduzibel ist, dann auch W.

(c) Kewne irreduzible Komponente von W besteht nur aus unendlich fernen
Punkten.

In Zukunft unterscheiden wir affine Verschwindungsideale bzw. Varietaten von
ihren projektiven Gegenstiicken, indem wir den Index a anbringen.

10.11 Theorem. Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Koérper und es sei 1 C
k[x1y...,xn] ein Ideal. Dann ist V(I') C P"(k) der projektive Abschluss von
V. (I) C k™.

10.12 Theorem (Schwacher projektiver Nullstellensatz). Es sei k ein algebraisch ab-
geschlossener Kdrper und es set I C k[xg,...,xn] ein homogenes Ideal. Dann
sind aquivalent:

(a) V(I) C P™(k) ist leer.

(b) Wenn G eine reduzierte Grébnerbasis vom 1 ist, dann gibt es fiir jedes
1€{0,...,n} ein g € G, so dass LT(g) eine Potenz von x; ist.

(c) Es gibt v € N, so dass (xgy...,xn) C L

Bemerkung. Das Ideal (xo,...,X,) bezeichnet man als das irrelevante Ideal.
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11 Projektive Eliminationstheorie

Wir schreiben die Elemente von P"(k) x k™ in der Form (X0 : X1y.++, Xn; Yty -« Yn)-

11.1 Definition. (a) Ein F € klxo,...,Xn,Y1,--., Y] heit homogen in x, wenn es
¢ € Ny und h, € klyi,...,yml gibt, so dass

F= Z hoc(yh v »ym)xa-
[oe|=¢

(b) Wenn f € k[x1,...,Xn,Y1,-.-,Yml in x den Grad d hat, dann ist die partielle
Honogenisierung von f gleich

X1 X

h _.d n

" (X0y - -y Xy Y1y -« oy Ym) = X5F | —yeocy —3Yty. ooy Ym | -
X0 X0

(c) Wenn Fy,...,Fs € k[xo,X1y-.+,Xn,Y1,-..,Ym] homogen in x sind, dann ist die
Varietdt V(Fy,...,F;) definiert durch

V(F1)--->Fs)

={(xo: %1 X3 Y1y- -y Ym)IVIVA # 0 Fi(Axoy .o oy A%y Y1y -« oy Ym) = O}
11.2 Beispiel. Sei f = x;y? —x; + 1 und sei [ = (f;) C Clx;,x,]. Dann I; = {0}, aber
fiir y; = £1 macht der Ausdehnungssatz keine Aussage — und es gibt in der Tat

auch keine Ausdehnung. Wir homogenisieren partiell
fr = x1y% — X1 + Xo
und betrachten die zugehérige Varietit in P'(C) x C
V(") ={(1—y7: ly1)|ys € C}.

Definiert man die Projektion 7t: P(C) x C — C durch (xo : X1;Y1) — Y1, so gilt
n(V(f")) = C.

Achtung: Beim Zeichnen des Graphen muss die (yi, x1)-Ebene verwendet werden,
wenn die Projektion vertikal erfolgen soll.

11.3 Definition. Sei I C k[xo,...,Xn,Y1,...,Yml €in Ideal, welches von Polynomen
erzeugt wird, die homogen in x sind. Dann bezeichnen wir

T={fekly,...,ynllVide; € Ny : x%f € I}

als projektives Eliminationsildeal von 1.
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11.4 Satz. Set V = V(Fy,...,F) C P*(k) x K™ durch Polynome definiert, die ho-
mogen in x sind, und sei 7t: P*(k) x k™ die kanonische Projektion. Dann gilt

n(V) c V(D).

Bewets. Im P"(k) verschwindet mindestens eine Komponente nicht, daher haben die
Faktoren x;' keinen Einfluss. ]

11.5 Theorem (Projektiver Ausdehnungssatz). Se: k ein algebraisch abgeschlossener

Korper und set V = V(Fy,...,F) durch Polynome erkldart, die homogen in x sind.
Es set 1 = (Fy,...,Fs) und es se: T das zugehorige projektive Eliminationsildeal.
Dann gilt

(V) = V(D).

Beweis. Wir nehmen zum Widerspruch die Existenz eines ¢ € V(T) an, so dass

{xIVi: Fi(x,c) = 0} = 0.
Dann sagt der schwache projektive Nullstellensatz, dass es ein r € N gibt, so dass

(X0y+ -y Xn) C (Fr(xy¢)y..., Fs(x,c)).

Daher existiert zu jedem « mit |x| = r Polynome H; € k[xy,...,X,], so dass

x* = i H;(x)Fi(x,c).

i=1
Ohne Einschrankung sind die H; homogen. Der Grad von F; in x sei d;. Zerlegt man
die H; in ihre Terme, so sieht man, dass
{xBFi(x,c)H <i<s, Bl =r—di}

den Raum aller homogenen Polynome vom Grad r aufspannt. Es gibt also eine Basis
dieses Raums der Form gy,..., gn, von Polynomen der Form

gj(x) = xPi Fy; (x,c).

Wir setzen Gj(x,y) = xf’iFij (x,y). Diese G; konnen in die x* entwickelt werden
Gy = Z oYty .oy Ym)x™ (11.1)
lx|=r

Es sei
D(y1,. oy Ym) = det((aj‘oc(yh---)ym))1§jSNr> .

|od=r

Fiir y = c bilden die Gj(x, c) eine Basis, also

D(c) #0. (11.2)
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11 Projektive Eliminationstheorie

Wir interpretieren nun eqrefeq:G als lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten in
k(yiy...,Ym). Dann

x

_ det M,
L D(yYty..yYm
wobei M, die Matrix aus der Cramerschen Regel ist. Nun multipliziert man den
Nenner hoch und entwickelt M, nach der Spalte, welche die Gj enthélt, so sieht man

N,
X*D(Y1y--.,Ym) = ) HiuG;.
i

Die G; sind aber Vielfache der F;, also
x*D(y1y---yYm) € (F1y...,F) =L

Das bedeutet D(yi,...,Yym) € T. Wegen ¢ € V(1) gilt D(c) = 0 im Widerspruch
zu (11.2). O
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