Mathematisches Institut Heinrich Heine Diisseldorf, den 30.06.2025
Prof. Dr. R. Braun U Disseidort I Blatt 12
Ubungen zur Analysis [

1. (a) (Je 2P) Stellen Sie fest, ob die folgenden drei uneigentlichen Integrale existieren

R Loda *° dx
(a) /0 ve " do (b) /Oxlogx (c) /1 zlogx

(b) (4P) Aus Symmetriegriinden gilt

. —1/n qq L dx
n=oo \ J-1 4 1/n &

Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integrale f_ll % nicht existiert, indem Sie

Nullfolgen (sp)nen und (¢,)nen angeben, so dass

lim /Sn @ + /1 %
n—o00 1 1’3 tn 1'3

existiert, aber nicht gleich 0 ist.

Hinweis: Es gibt verschiedene Methoden, mit denen man zeigen kann, dass das
uneigentliche Integrale nicht existiert. Bei dieser Aufgabe sollen aber tatsichlich
konkrete Folgen (s, )neny und (t,)nen angegeben werden.

2. Ziel ist die Berechnung des unbestimmten Integrals

dx 1
ﬁ,x> .

Gehen Sie dabei wie folgt vor: Wir definieren

1

cosh: R — R, T 5(6’”4—6_3”),
1

sinh: R — R, T i(ex—e*x).

(a) (1P) Zeigen Sie sinh’ = cosh und cosh’ = sinh.
(b) (1P) Zeigen Sie, dass cosh auf [0, 0o streng monoton wéchst.

(c) (3P) Zeigen Sie, dass cosh: [0,00[ — [1,00] eine Umkehrfunktion besitzt. Sie
wird mit Arcosh (Area-Cosinus hyperbolicus) bezeichnet.

(d) (2P) Bestimmen Sie die Ableitung von Arcosh mittels des Satzes 12.11 {iber die
Ableitung der Umkehrfunktion.

(e) (3P) Driicken Sie / fiir £ > 1 durch Arcosh aus.

dx
Vi1

1 Bitte wenden!



3. (10P) Bestimmen Sie a > 0 und b € R, so dass
1+ bz sin(ax) = cos(x) + r(x),
wobei r(z) = O(2®) fiir z — 0.

4. (10P) Sei f € CY(R). Ein x € R heiSSt Fixpunkt von f, wenn f(z) = z. Ein
Fixpunkt 2 heiSSt abstoSSend, wenn |f’(z)| > 1. Zeigen Sie:

Wenn z ein abstoSSender Fixpunkt von f ist, dann gibt es ein offenes Intervall I mit
x € 1, so fiir jedes y € I \ {x} mindestens ein Element der durch

=Y, Yn+1 = f(y’n)a nc N7

definierten Folge nicht in [ liegt.
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