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Teil I.

Maß- und Integrationstheorie
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1. Quader und Figuren

Ausgangsfragen

(a) Wenn ein Punkt keine Ausdehnung hat, wie kann dann ein Intervall eine posi-

tive L�ange besitzen, obwohl es aus Punkten besteht?

(b) Eine Bewegung ist eine Verkn�upfung von Translationen und Rotationen.

Das Banach-Tarski-Paradoxon sagt aus: Es gibt endlich viele disjunkte Men-

gen A1, . . . , An mit A1∪· · ·∪An = {x ∈ R3 | |x| < 1} und Bewegungen B1, . . . , Bn,
so dass B1(A1)∪· · ·∪Bk(Ak) = {x ∈ R3 | |x| < 1} und Bk+1(Ak+1)∪· · ·∪Bn(An) =
{x ∈ R3 | |x− (2, 0, 0)| < 1}.

Antworten

(a) Bei (a) postuliert man implizit eine \�uberabz�ahlbare Additivit�at". Das ist zu

viel verlangt.

(b) Es gibt also Mengen, denen kein Volumen zugeordnet werden kann. Der Ausweg

besteht darin, ein System von messbaren Mengen zu erkl�aren, welches man mit

den \normalen" Mengenoperationen nicht verl�asst.

Einen Artikel von Prof. Dr. R. Winkler von der TU Wien zum Banach-Tarski-

Paradoxon �ndet man unter http://dmg.tuwien.ac.at/winkler/pub/bantar.

pdf.

Los geht’s

1.1 Bezeichnung. Die Potenzmenge einer Menge X wird mit P(X) bezeichnet.

1.2 Definition. F�ur a = (a1, . . . , an) und b = (b1, . . . , bn) im Rn de�niert man

a ≤ b ⇐⇒ ai ≤ bi f�ur 1 ≤ i ≤ n,
a < b ⇐⇒ ai < bi f�ur 1 ≤ i ≤ n.

Ist a ≤ b, so de�niert man [a, b[ = {x ∈ Rn | a ≤ x < b}. Die Menge [a, b[ ist

ein halbo�ener, achsenparalleler Quader im Rn. Die Menge aller Quader im Rn

bezeichnet man mit Qn.
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1. Quader und Figuren

F�ur [a, b[ ∈ Qn ist

λn([a, b[) = (b1 − a1) · (b2 − a2) . . . (bn − an)

das Volumen von [a, b[.

Eine Vereinigung von endlich vielen Quadern im Rn hei�t Figur in Rn. Es sei Fn
die Menge aller Figuren im Rn.

Wenn in dieser Vorlesung das Wort \Quader" verwendet wird, ist immer ein halb-

o�ener, achsenparalleler Quader gemeint.

1.3 Lemma. Jede Figur ist disjunkte Vereinigung von endlich vielen Quadern.

1.4 Definition. Seien X eine Menge und R ⊆ P(X). R ist ein Ring von Teilmengen

von X, wenn

(a) ∅ ∈ R.

(b) Sind A,B ∈ R, so ist A ∪ B ∈ R.

(c) Sind A,B ∈ R, so ist A \ B ∈ R.

1.5 Satz. Fn ist ein Ring von Teilmengen von Rn.

1.6 Definition. Seien X eine Menge und R ein Ring von Teilmengen von X und sei

µ : R→ R ∪ {∞} eine Abbildung.

(a) µ ist ein Inhalt, wenn

(i) µ(∅) = 0.

(ii) µ(A) ≥ 0 f�ur alle A ∈ R.

(iii) (Additivit�at) Sind A1, A2, . . . AN ∈ R paarweise disjunkt, so gilt

µ

( N⋃
m=1

Am

)
=

N∑
m=1

µ(Am).

(b) Wenn µ ein Inhalt ist und zus�atzlich noch die folgende Eigenschaft (iii ′) besitzt,

dann ist µ ein Pr�ama�.

(iii ′) (σ-Additivit�at) Sind A1, A2, · · · ∈ R paarweise disjunkt und ist
⋃∞
m=1Am ∈

R, so gilt

µ

( ∞⋃
m=1

Am

)
=

∞∑
m=1

µ(Am).

Bemerkung. Man beachte, dass aus den Eigenschaften eines Rings nicht folgt, dass⋃∞
m=1Am ∈ R.
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1.7 Lemma. F�ur n ∈ N sei

λn([a, b[) = (b1 − a1) · (b2 − a2) · · · (bn − an) f�ur alle [a, b[ ∈ Qn.

Ferner sei Q ∈ Qn disjunkte Vereinigung endlich vieler Quader P1, . . . , Pm ∈ Qn.
Dann

λn(Q) =

m∑
j=1

λn(Pj).

1.8 Lemma. F�ur jede disjunkte Vereinigung F =
⋃N
m=1Qj von Quadern setzen wir

λn(F) =
∑N

m=1 λn(Qj) f�ur das λn aus dem vorigen Lemma. Dann ist λn ein Inhalt.
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2. σ-Algebren und Maße

2.1 Definition. Es sei X eine Menge. Eine Teilmenge A ⊆ P(X) ist eine σ-Algebra,

wenn

(a) A ist ein Ring von Teilmengen von X.

(b) X ∈ A.

(c) A1, A2, · · · ∈ A, dann
⋃∞
m=1Am ∈ A.

2.2 Lemma. Der Durchschnitt von beliebig vielen σ-Algebren ist eine σ-Algebra

in X.

2.3 Satz. Zu jeder Teilmenge T von P(X) gibt es eine kleinste σ-Algebra A(T )
in X, die T enth�alt.

2.4 Beispiel. Sei X ein metrischer Raum, T die Menge aller o�enen Teilmengen

von X. Die kleinste σ-Algebra, die T umfasst, ist die σ-Algebra der Borel-Mengen

von X. Sie wird mit B(X) bezeichnet.

2.5 Definition. Ein Pr�ama� auf einer σ-Algebra bezeichnet man als Ma� auf A.

2.6 Definition. (a) Ein Paar (X,A) aus einer Menge X und einer σ-Algebra A auf X

bezeichnet man alsMessraum. Die Elemente von A hei�enmessbar (bez�uglich

der σ-Algebra A).

(b) Ein Tripel (X,A, µ) aus einer Menge X, einer σ-Algebra A auf X und einem

Ma� µ auf A bezeichnet man als Ma�raum.

2.7 Bemerkung. Ist (X,A, µ) ein Ma�raum, und sind A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · · ⊆ X

messbar, so ist A =
⋃∞
n=1An messbar mit µ(A) = limn→∞ µ(An).

2.8 Definition. Ein �au�eres Ma� auf einer Menge X ist eine Abbildung η : P(X) →
R ∪ {∞} mit den folgenden Eigenschaften:

(a) η(∅) = 0.

(b) F�ur alle A ⊆ B ⊆ X gilt η(A) ≤ η(B).

(c) F�ur jede Folge (An)n∈N von Teilmengen von X gilt η
(⋃∞

n=1An

)
≤
∑∞

n=1 η(An).
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2.9 Beispiel. Die folgende Abbildung ist ein �au�eres Ma�

η(A) =

{
0, A = ∅,
1, A 6= ∅.

2.10 Bezeichnung. Es sei η : P(X) → R ∪ {∞} ein �au�eres Ma�. Eine Menge A ⊆ X

hei�t η-messbar, wenn f�ur jedes Q ⊆ X gilt

η(Q) = η(Q ∩A) + η(Q \A).

2.11 Bemerkung. (a) Jedes A mit η(A) = 0 oder η(X \A) = 0 ist η-messbar.

(b) A ist genau dann η-messbar, wenn f�ur jedes Q gilt η(Q) ≥ η(Q∩A)+η(Q\A).

(c) A ist genau dann η-messbar, wenn f�ur jedes Q mit η(Q) < ∞ gilt η(Q) ≥
η(Q ∩A) + η(Q \A).

2.12 Satz (Carath�eodory 1914). Ist η : P(X)→ R ∪ {∞} ein �au�eres Ma�, so ist

Aη = {A ⊆ X | A ist η-messbar}

eine σ-Algebra, und die Einschr�ankung von η auf Aη ist ein Ma�.

Insbesondere ist η-Messbarkeit dasselbe wie Messbarkeit bez�uglich Aη.

2.13 Satz. Seien X eine Menge, R ein Ring von Teilmengen von X und µ ein

Inhalt auf R. F�ur beliebiges A ⊆ X setze

µ∗(A) = inf
{ ∞∑
k=1

µ(Bk)
∣∣∣ ∀k ∈ N : Bk ∈ R, A ⊆

∞⋃
k=1

Bk

}
(dabei inf ∅ = ∞). Dann ist µ∗ ein �au�eres Ma� auf X und alle A ∈ R sind

µ∗-messbar.

2.14 Theorem (Ma�fortsetzungssatz von Carath�eodory). Seien X eine Menge, R ein

Ring von Teilmengen von X und µ ein Pr�ama� auf R. Dann kann µ zu einem

Ma� auf der σ-Algebra Aµ∗ fortgesetzt werden.

2.15 Definition. Ein Pr�ama� auf einem Ring R von Teilmengen von X hei�t σ-endlich,

wenn es eine Folge E1, E2, . . . in R gibt, so dass

(a) E1 ⊆ E2 ⊆ . . .

(b) X =
⋃∞
m=1 Em.

(c) µ(Em) <∞ f�ur alle m.
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2. σ-Algebren und Ma�e

2.16 Satz (Eindeutigkeitssatz). Es sei R ein Ring von Teilmengen von X und es

sei µ ein σ-endliches Pr�ama� auf R. Der im Ma�fortsetzungssatz konstruier-

te Ma�raum werde mit (X,Aµ∗ , µ∗) bezeichnet. Die kleinste σ-Algebra, die R
umfasst, werde mit A(R) bezeichnet. Wenn ν ein Ma� auf A(R) ist, so dass

µ(A) = ν(A) f�ur alle A ∈ R, dann gilt ν(A) = µ∗(A) f�ur alle A ∈ A(R).

Bevor ich im �ubern�achsten Abschnitt das Lebesgue-Ma� einf�uhre, erw�ahne ich zwei

Ma�e, die man ohne den Fortsetzungssatz bekommt.

2.17 Beispiel. (a) Sei X eine beliebige Menge. F�ur jede Teilmenge M von X sei

µ(M) die Anzahl der Elemente von M. Dann ist (X,P(X), µ) ein Ma�raum.

Das Ma� µ ist das Z�ahlma� auf X.

(b) F�ur a ∈ Rn und M ⊆ Rn sei

δa(M) =

{
1, a ∈M,
0, a /∈M.

Dann ist (Rn,P(Rn), δa) ein Ma�raum. Das Ma� δa bezeichnet man als Dirac-

Ma�.
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3. Kompakte Mengen

Wir hatten eine Teilmenge K eines metrischen Raums X als kompakt bezeichnet,

wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K hat.

Bemerkung. Wir hatten in der Analysis II gesehen, dass K ⊂ Rn genau dann kompakt

ist, wenn K abgeschlossen und beschr�ankt ist. (Satz von Heine-Borel).

3.1 Definition. Ein System (Uj)j∈J von o�enen Teilmengen von X ist eine o�ene
�Uberdeckung von K, wenn K ⊂

⋃
j∈JUj.

Eine Menge K hat die endliche �Uberdeckungseigenschaft, wenn jede o�ene �Uber-

deckung von K eine endliche Teil�uberdeckung besitzt.

3.2 Definition. Sei K eine Teilmenge eines metrischen Raums X. F�ur j ∈ J sei aj ∈ K.
Man bezeichnet (aj)j∈J als ε-Netz von K, wenn K ⊆

⋃
j∈J Bε(aj).

3.3 Lemma. Wenn K kompakt ist, dann hat K zu jedem ε > 0 ein endliches ε-Netz.

3.4 Definition. Der Durchmesser einer Menge A ⊂ X ist gleich sup{d(x, y) | x, y ∈ A}
∈ R ∪ {∞}.

3.5 Definition. Sei (Uj)j∈J eine o�ene �Uberdeckung von K. Wenn es ein λ > 0 gibt, so

dass alle Teilmengen von K mit Durchmesser < λ in wenigstens einem Uj enthalten

sind, dann bezeichnet man λ als Lebesgue-Zahl der �Uberdeckung.

Beispiel. Durch U0 = ]−∞, 1[ und Uj = ]j − 1, j + 1
j
[ f�ur j ∈ N wird eine o�ene

�Uberdeckung (Uj)j∈N0 von R gegeben. Sie besitzt weder eine endliche Teil�uberdeckung

noch eine Lebesguezahl.

3.6 Satz. F�ur eine Teilmenge K eines metrischen Raums X sind gleichwertig:

(a) K ist kompakt.

(b) K besitzt die endliche �Uberdeckungseigenschaft.

(c) Jede o�ene �Uberdeckung von K besitzt eine Lebesgue-Zahl, und K besitzt

zu jedem ε > 0 ein endliches ε-Netz.

(d) Falls (Aj)j∈J ein System abgeschlossener Mengen in X mit K∩
⋂
j∈JAj = ∅ ist,

dann gibt es eine endliche Teilmenge {j1, . . . , jn} von J, so dass K∩
⋂n
k=1Ajk =

∅.
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3. Kompakte Mengen

Beispiel. Es sei X irgendeine unendliche Menge, die mit der diskreten Metrik verse-

hen ist

d(x, y) =

{
0, x = y,

1, x 6= y.

Dann ist ({x})x∈X eine o�ene �Uberdeckung von X. Sie besitzt die Lebesguezahl 1
2
,

aber X besitzt kein endliches ε-Netz, falls ε < 1.
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4. Das Lebesgue-Maß

4.1 Satz. Es gibt genau ein Pr�ama� λn auf Fn mit

λn([a, b[) = (b1 − a1) · (b2 − a2) . . . (bn − an) f�ur alle [a, b[ ∈ Qn.

4.2 Satz. Sei ‖·‖ eine Norm auf dem Rn und sei Br(a) = {x ∈ Rn | ‖x − a‖ < r}.
F�ur jede o�ene Menge G ⊆ Rn existieren eine Folge (aj)j∈N in G und eine Folge

(rj)j∈N positiver Zahlen, so dass

G =

∞⋃
j=1

Brj(aj).

4.3 Satz. Sei A(Fn) die von den Figuren erzeugte σ-Algebra. Dann A(Fn) =

B(Rn).

4.4 Definition. Sei λn das in Satz 4.1 auf Fn erkl�arte Pr�ama�, und sei (λn)
∗ das zu-

geh�orige �au�ere Ma�. Die σ-Algebra A(λn)∗ besteht aus den Lebesgue-messbaren

Mengen. Man bezeichnet sie mit Ln. Die Einschr�ankung von (λn)
∗ auf Ln wird wie-

der mit λn bezeichnet.

4.5 Bemerkung. Ist (X,A, µ) ein Ma�raum mit metrischem X und B(X) ⊆ A, dann
bezeichnet man µ als Borelma�. Das Lebesgue-Ma� ist ein Borelma�.

4.6 Satz. Sei A ⊆ Rn beschr�ankt. Dann sind �aquivalent:

(a) A ∈ Ln.

(b) Zu jedem j ∈ N gibt es Fj, Gj ∈ B(Rn), so dass Fj ⊆ A ⊆ Gj und λn(Gj \

Fj) <
1
j
. Dabei kann Gj als abz�ahlbare Vereinigung von Quadern und Fj als

abz�ahlbarer Durchschnitt von Figuren gew�ahlt werden.

(c) Es gibt F,G ∈ B(Rn) mit F ⊆ A ⊆ G und λn(G \ F) = 0.

Im Fall (c) gilt λn(A) = λn(F) = λn(G).

4.7 Definition. Sei (X,A, µ) ein Ma�raum. Mengen M ∈ A mit µ(M) = 0 bezeichnet

man als Nullmengen.

Das Ma� µ ist vollst�andig, wenn alle Teilmengen von Nullmengen µ-messbar sind.

4.8 Korollar. Das Lebesgue-Ma� ist vollst�andig.
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4. Das Lebesgue-Ma�

Das hatten wir auch bereits in Bemerkung 2.11 gesehen.

4.9 Korollar. Seien −∞ < aj < bj < ∞ f�ur j = 1, . . . , n. Sei
∏n

j=1]aj, bj[ ⊆ M ⊆∏n
j=1[aj, bj]. Dann ist M Lebesgue-messbar mit λn(M) =

∏n
j=1(bj − aj).

4.10 Definition. F�ur a ∈ Rn ist τa : x 7→ x + a die Translationsabbildung um den

Vektor a.

Ein Ma� µ auf dem Rn hei�t translationsinvariant, wenn f�ur jedes a ∈ Rn und

jede messbare Menge A auch τa(A) messbar ist mit µ(A) = µ(τa(A)).

Das Lebesgue-Ma� ist translationsinvariant und das Dirac-Ma� ist nicht translati-

onsinvariant.

4.11 Satz. Sei µ ein Ma� auf B(Rn) mit den folgenden Eigenschaften:

(a) µ ist translationsinvariant.

(b) Es gibt eine beschr�ankte Menge B ∈ B(Rn) mit nichtleerem Inneren, so

dass 0 < µ(B) <∞.

Dann gibt es ein C > 0, so dass µ(A) = Cλn(A) f�ur alle A ∈ B(Rn).

4.12 Satz. R ist �uberabz�ahlbar.

4.13 Beispiel (Vitali). Es gibt eine Menge M ⊆ R, die nicht Lebesgue-messbar ist.
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5. Messbare Abbildungen

5.1 Definition. Sein (X,A) und (Y,B) Messr�aume. Eine Abbildung f : X → Y hei�t

messbar, wenn f�ur jedes B ∈ B gilt f−1(B) ∈ A.

5.2 Beispiel. Sei (X,A) ein Messraum. Die charakteristische Funktion χA von A

ist de�niert durch

χA : X→ R, χA(x) =

{
1, x ∈ A,
0, x /∈ A.

χA ist genau dann eine messbare Funktion, wenn A eine messbare Menge ist.

5.3 Satz. Seien X und Y metrische R�aume und sei A eine σ-Algebra auf X mit

B(X) ⊆ A. Ferner sei Y mit der σ-Algebra B(Y) der Borelmengen versehen. Falls

f : X→ Y stetig ist, so ist f messbar.

5.4 Bezeichnung. (a) Wir setzen R = R ∪ {−∞,∞}.

(b) R wird angeordnet durch

x ≺ y⇔

x < y, x, y ∈ R,
y 6= −∞, x = −∞,
x 6=∞, y =∞.

Wir schreiben diese Ordnung ebenfalls mit dem Zeichen <.

(c) Mit dieser Ordnung ist die folgende Abbildung streng monoton

ϕ : R→ [
−
π

2
,
π

2

]
, x 7→


arctan(x), x ∈ R,
−π
2
, x = −∞,

π
2
, x =∞.

(d) Wir machen R dadurch zu einem metrischen Raum, dass wir verlangen, dass

die Abbildung ϕ aus (c) eine Isometrie wird. Mit anderen Worten, wir setzen

d(x, y) = |ϕ(x) −ϕ(y)|. Somit ist die Borel-Algebra B(R) erkl�art.

5.5 Lemma. B(R) ist die kleinste σ-Algebra auf R, die {−∞} sowie alle halbo�enen

Intervalle [a, b[, a, b ∈ R, enth�alt.
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5. Messbare Abbildungen

Beweis. Es sei A die kleinste σ-Algebra auf R, welche {−∞} sowie alle halbo�enen

reellen Intervalle enth�alt. Dann ist A = B(R) zu zeigen.

\⊆": Halbo�ene reelle Intervall lassen sich als Di�erenz zweier in R o�ener Mengen

schreiben. Ferner ist {−∞} abgeschlossen in R.
\⊇": Wegen {∞} = R \

(
{−∞} ∪

⋃∞
j=1[−j, j[

)
liegt auch {∞} in A. Wegen ]a, b[ =⋃∞

j=1[a + 1
j
, b[ liegen alle o�enen reellen Intervalle in A. Ist nun G ⊆ R o�en in R,

so ist H := G ∩ R o�en in R. Da H wegen Satz 4.2 als abz�ahlbare Vereinigung

o�ener Intervalle geschrieben werden kann, liegt H in A. Schlie�lich unterscheidet

sich G von H nur durch Hinzuf�ugung einer Teilmenge von {−∞,∞}. Da alle vier

Teilmengen Elemente von A sind, gilt G ∈ A.

5.6 Bemerkung. Da weder ∞ −∞ noch 0 ·∞ erkl�art werden k�onnen, erbt R keine

der beiden arithmetischen Operationen von R. Allerdings wird {x ∈ R | x ≥ 0} duch
die o�ensichtliche Addition zu einem Monoid, also einer Halbgruppe mit neutralem

Element.

5.7 Definition. Jede Abbildung f : X→ R bezeichnet man als numerische Funktion.

Eine numerische Funktion f : (X,A)→ R hei�t messbar, wenn f : (X,A)→ (R,B(R))
messbar ist.

5.8 Satz. Sei (X,A) ein Messraum und f eine numerische Funktion auf X. Dann

sind �aquivalent:

(a) f ist messbar.

(b) F�ur alle α ∈ R ist {x ∈ X | f(x) ≥ α} messbar.

(c) F�ur alle α ∈ R ist {x ∈ X | f(x) > α} messbar.

(d) F�ur alle α ∈ R ist {x ∈ X | f(x) ≤ α} messbar.

(e) F�ur alle α ∈ R ist {x ∈ X | f(x) < α} messbar.

5.9 Satz. Seien f und g messbare numerische Funktionen auf X. Dann sind die

folgenden Mengen messbar

(a) {x ∈ X | f(x) < g(x)},

(b) {x ∈ X | f(x) ≤ g(x)},

(c) {x ∈ X | f(x) = g(x)},

(d) {x ∈ X | f(x) 6= g(x)}.

5.10 Satz. (a) Seien f : (X,A) → (Y, C) und g : (Y, C) → (Z,D) messbar. Dann ist

auch g ◦ f messbar.
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(b) Seien f, g : X→ R messbar. Dann sind f+ g und fg messbar.

5.11 Definition. F�ur eine Folge (an)n∈N de�nieren wir

lim sup
n→∞ an = lim

n→∞
(
sup{ak | k ≥ n}

)
∈ R,

lim inf
n→∞ an = lim

n→∞
(
inf{ak | k ≥ n}

)
∈ R.

Da die Folge (sup{ak | k ≥ n})n∈N monoton f�allt, existiert ihr Grenzwert. F�ur den

lim inf argumentiert man genauso.

5.12 Bemerkung. Eine Folge (an)n∈N konvergiert genau dann gegen a ∈ R, wenn
lim supn→∞ an = a = lim infn→∞ an.
5.13 Satz. Seien f1, f2, . . . messbare numerische Funktionen.

(a) Die Funktionen supn∈N fn und infn∈N fn sind messbar.

(b) Die Funktionen lim supn→∞ fn und lim infn→∞ fn sind messbar.

(c) Wenn die Folge (fn)n∈N punktweise in R gegen f konvergiert, dann ist f

messbar.
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6. Integrationstheorie

In diesem Kapitel ist (X,A, µ) ein Ma�raum.

6.1 Definition. Eine Funktion f : X→ R hei�t nicht-negative Treppenfunktion, wenn

gilt

(a) f(x) ≥ 0 f�ur alle x ∈ X.

(b) f ist messbar.

(c) f nimmt nur endlich viele Werte an.

Mit T +(X) bezeichnen wir die Menge der nicht-negativen Treppenfunktionen auf X.

6.2 Bemerkung. Jedes f ∈ T +(X) l�asst sich darstellen als f =
∑m

i=1 αiχAi mit αi ≥ 0
und Ai ∈ A. Die Summe

∑m
i=1 αiµ(Ai) ist unabh�angig von der Zerlegung.

6.3 Definition. F�ur f ∈ T +(X), f =
∑m

i=1 αiχAi, de�niert man das Integral von f durch∫
f dµ =

m∑
i=1

αiµ(Ai).

Bemerkung. Wenn f, g ∈ T +(X) mit f ≤ g, dann
∫
f dµ ≤

∫
gdµ. Das folgt aus der

Unabh�angigkeit der Summe
∑m

i=1 αiµ(Ai) von der Zerlegung.

6.4 Satz. Sei f eine messbare, nicht-negative, numerische Funktion auf X. Dann

gibt es eine wachsende Folge (gn)n∈N in T +(X) mit f = supn∈N gn.

6.5 Lemma. Seien (fn)n∈N und (gn)n∈N zwei monoton wachsende Folgen nicht-

negativer Treppenfunktionen auf X mit supn∈N fn ≤ supn∈N gn. Dann

sup
n∈N

∫
fn dµ ≤ sup

n∈N

∫
gn dµ.

Insbesondere gilt supn∈N
∫
fn dµ = supn∈N

∫
gn dµ, wenn supn∈N fn = supn∈N gn.

6.6 Definition. UnterM+(X) verstehen wir die Menge aller messbaren, nicht-negativen

numerischen Funktionen auf X. F�ur f ∈M+(X) w�ahlen wir eine monoton wachsende

Folge (gn)n∈N in T +(X) mit f = supn∈N gn und setzen
∫
f dµ = supn∈N

∫
gn dµ.

6.7 Korollar. F�ur f, g ∈M+(X) mit f ≤ g gilt
∫
f dµ ≤

∫
gdµ.
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6.8 Bezeichnung. F�ur eine numerische Funktion f auf X seien f+ = max{f, 0} und

f− = −min{f, 0}. Dann f = f+−f−, |f| = f++f−, und f ist genau dann messbar, wenn

f+ und f− messbar sind.

6.9 Definition. Eine numerische Funktion f auf X hei�t µ-integrierbar, wenn sie messbar

ist und
∫
f+dµ und

∫
f−dµ endlich sind. In diesem Fall schreiben wir∫

f dµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ.

6.10 Satz. Seien f und g integrierbare numerische Funktionen auf X und sei

α ∈ R. Dann sind auch αf, |f|, max{f, g}, min{f, g} und, falls �uberall de�niert,

auch f+ g integrierbar. Man hat∫
αfdµ = α

∫
f dµ und

∫
(f+ g)dµ =

∫
f dµ+

∫
gdµ.

6.11 Beispiel. Sei µ das in Beispiel 2.17 erkl�arte Z�ahlma� auf N. Die numerischen

Funktionen sind die Folgen mit Werten in R, und diejenigen Folgen mit Werten in

[0,∞[, die nur endlich viele Werte annehmen, sind die nicht-negativen Treppenfunk-

tionen. Eine numerische Funktion f auf N ist genau dann integrierbar, wenn sei weder∞ noch −∞ annimmt und die zugeh�orige Reihe
∑∞

n=1 f(n) absolut konvergiert. In

diesem Fall gilt
∫
f dµ =

∑∞
n=1 f(n).

6.12 Definition. Man sagt, eine Eigenschaft gelte µ-fast �uberall, wenn die Menge aller

Punkte, die die Eigenschaft nicht haben, in einer µ-Nullmenge liegt.

6.13 Beispiel. Sei fn : R→ R, fn(x) = nx2

1+nx2
. Die Folge (fn(x))n∈N konvergiert λ1-fast

�uberall gegen 1.

6.14 Satz. F�ur f ∈M+(X) gilt
∫
f dµ = 0 genau dann, wenn f = 0 µ-fast �uberall.

6.15 Beispiel. Sei N ∈ A eine Nullmenge. Sei

f(x) =

{∞, x ∈ N,
0, x /∈ N.

Dann
∫
f dµ = 0.

Das bedeutet 0·∞ = 0, wenn 0 ein Ma� und∞ ein Funktionswert ist. O�ensichtlich

gilt das ebenso, wenn 0 ein Funktionswert und ∞ ein Ma� ist. Wenn dagegen | wie

in der Analysis I | beide Zahlen Grenzwerte sind, dann hilft weiterhin nur eine

feinere Analyse des Wachstumsverhaltens, etwa mittels der Regel von l'Hôpital.
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7. Das Lebesgue-Integral

7.1 Bezeichnung. (a) Das Lebesgue-Integral hat besondere Schreibweisen. Statt∫
f dλn

schreibt man auch∫
Rn
f(x)dλn(x) oder

∫
Rn
f(x)dx oder

∫
Rn
f(x1, x2, . . . , xn)dx1 dx2 . . . dxn.

(b) Das Lebesguema� wird h�au�g auf Teilmengen eingeschr�ankt. Ist also Y ⊆ Rn

Lebesgue-messbar, so ist Ln(Y) = {X ⊆ Y | X ∈ Ln} eine σ-Algebra auf Y. Die

Einschr�ankung von λn auf Ln(Y) ist ein Ma� auf Y. Statt
∫
f dλn|Y schreibt man∫

Y
f dλn oder

∫
Y
f(x)dλn(x) oder �ahnliches. Beachte∫

Y

f(x)dλn(x) =

∫
Rn
χY(x)f(x)dλn(x).

Im Unterschied zum Riemann-Integral schreibt man beim Lebesgue-Integral

also immer eine Menge an das Integralzeichen.

7.2 Bemerkung. Wir wiederholen aus der Analysis I:

(a) Eine Funktion f : [a, b]→ R ist eine Riemannsche Treppenfunktion, wenn es

ein n ∈ N und a = x0 < x1 < · · · < xn = b gibt, so dass f auf den Intervallen

]xk−1, xk[ konstant ist. In diesem Fall ist∫b
a

f(x) dx =
n∑
k=1

f

(
xk−1 + xk

2

)
(xk − xk−1).

Den Raum der Riemannschen Treppenfunktionen bezeichnen wir mit TR[a, b].

(b) F�ur eine beschr�ankte Funktion f : [a, b]→ R sind Ober- und Unterintegral wie

folgt de�niert

b∫ ∗
a

f(x)dx = inf
{∫b

a

ψ(x)dx
∣∣∣ ψ ∈ TR[a, b], ψ ≥ f},

b∫
∗
a

f(x)dx = sup
{∫b

a

ϕ(x)dx
∣∣∣ ϕ ∈ TR[a, b], ϕ ≤ f}.
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(c) Eine beschr�ankte Funktion f : [a, b] → R ist Riemann-integrierbar, wenn
b∫ ∗
a

f(x)dx =

b∫
∗
a

f(x)dx. Den gemeinsamen Wert bezeichnet man mit
∫b
a
f(x)dx.

7.3 Satz. Sei f : [a, b]→ R Riemann-integrierbar. Dann ist f Lebesgue-integrierbar

und es gilt ∫b
a

f(x)dx =

∫
[a,b]

f dλ1.

Bemerkung. In Elstrodt, Beispiel IV.6.2 c), wird eine Funktion angegeben, die zwar

Riemann-integrierbar, aber nicht Borel-messbar ist.

7.4 Definition. Eine elementare Treppenfunktion im Rn ist eine Funktion der Form∑m
j=1 ajχQj mit Qj ∈ Qn und aj ∈ R. Die Menge aller elementaren Treppenfunktionen

bildet einen R-Vektorraum, der mit T0(Rn) bezeichnet wird.

7.5 Satz. Sei f eine λn-integrierbare, numerische Funktion auf dem Rn. Zu jedem

ε > 0 gibt es eine elementare Treppenfunktion t mit
∫
|f− t|dλn < ε.
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8. Grenzwertsätze

8.1 Theorem (Satz �uber monotone Konvergenz, Satz von Beppo Levi). Sei (X,A, µ)
ein Ma�raum und sei f1 ≤ f2 ≤ . . . eine monoton wachsende Folge in M+(X).

Dann ∫
lim
n→∞ fndµ = lim

n→∞
∫
fndµ.

8.2 Beispiel. Das Wort \wachsend" kann nicht durch \fallend" ersetzt werden. Sei

n�amlich fn = χ[n,∞). Dann bilden die fn eine monoton fallende Folge inM+(R). F�ur
jedes n gilt

∫
fndλ1 =∞, aber

∫
limn→∞ fndλ1 = 0.

8.3 Satz (Lemma von Fatou). Sei (fn)n∈N eine Folge inM+(X). Dann ist die Funk-

tion lim infn→∞ fn in M+(X) und∫
lim inf
n→∞ fndµ ≤ lim inf

n→∞
∫
fndµ.

8.4 Beispiel. Sei fn(x) = max{0, 1−|x−n|}. Dann
∫
fndλ1 = 1, aber lim infn∈N fn(x) =

0 f�ur alle x.

8.5 Theorem (Satz �uber majorisierte Konvergenz, Lebesguescher Grenzwertsatz). Sei

(fn)n∈N eine Folge integrierbarer numerischer Funktionen auf X, die fast �uberall

punktweise gegen eine messbare, numerische Funktion f konvergiert. Es gebe

eine integrierbare numerische Funktion g auf X, so dass |fn(x)| ≤ g(x) f�ur alle
x ∈ X, n ∈ N. Dann ist f integrierbar und∫

f dµ = lim
n→∞

∫
fndµ.

Es gilt sogar limn→∞ ∫|fn − f|dµ = 0.

Beispiel. Beispiel 8.4 zeigt, dass man auf die Majorante nicht verzichten kann.

8.6 Satz. Eine uneigentlich Riemann-integrierbare Funktion f ist genau dann

Lebesgue-integrierbar, wenn |f| uneigentlich Riemann-integrierbar ist.

Bemerkung. Also ist beispielsweise die Funktion f(x) = sin(x)
x �uber R nicht Lebesgue-

integrierbar.
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8.7 Bezeichnung. Seien I ein o�enes Intervall und (X,A, µ) ein Ma�raum. Sei f : I×X→
R eine Abbildung. Wenn

lim
t→t0

f(t, x) − f(t0, x)

t− t0

existiert, so schreiben wir ∂f
∂t
(t0, x) f�ur den Grenzwert.

Ferner de�nieren wir f�ur jedes t ∈ I die Abbildung ft : X→ R, ft(x) = f(t, x).

8.8 Satz. f : I× X→ R habe die folgenden Eigenschaften

(a) F�ur alle t ∈ I ist ft integrierbar.

(b) F�ur alle (t, x) ∈ I× X existiert ∂f
∂t
(t, x).

(c) Es gibt eine integrierbare, numerische Funktion g mit
∣∣∂f
∂t
(t, x)

∣∣ ≤ g(x) f�ur
alle (t, x) ∈ I× X.

De�niert man nun F : I→ R durch F(t) =
∫
f(t, x)dµ(x), so gelten

(1) F ist di�erenzierbar.

(2)
(
∂f
∂t

)
t
: X→ R ist integrierbar f�ur jedes t ∈ I.

(3) F ′(t) =
∫
∂f
∂t
(t, x)dµ(x) f�ur jedes t ∈ I.

8.9 Beispiel. Sei f(t) :=
∫∞
−∞ e−x2 cos(tx)dx. Aus dem Satz folgt mittels partieller

Integration

f ′(t) = −

∫∞
−∞ xe

−x2 sin(xt)dx = −

∫∞
−∞

t

2
e−x

2

cos(xt)dx = −
t

2
f(t).

Aus der Theorie der linearen Di�erentialgleichungen wissen wir nun, dass

f(t) = Ce−t
2/4 f�ur C =

∫∞
−∞ e

−x2dx.

Wir werden in einem der n�achsten Kapitel zeigen, dass C =
√
π.
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9. Der Satz von Fubini

In diesem Kapitel sind n,m ∈ N mit n+m = N. Die Elemente des RN werden h�au�g

als Paare (x, y) mit x ∈ Rn und y ∈ Rm geschrieben.

9.1 Bezeichnung. F�ur E ⊆ RN, x ∈ Rn und y ∈ Rm setzen wir

Ex = {η ∈ Rm | (x, η) ∈ E},
Ey = {ξ ∈ Rn | (ξ, y) ∈ E}.

9.2 Satz. Sei E ∈ LN. Dann gibt es eine Lebesgue-Nullmenge A ⊆ Rn, so dass

(a) F�ur jedes x ∈ Rn \A ist Ex ∈ Lm.

(b) Die numerische Funktion

x 7→ {λm(Ex), x ∈ Rn \A
0, x ∈ A,

ist auf Rn Lebesgue-messbar.

(c) λN(E) =
∫
Rn\A λm(Ex)dλn(x).

Entsprechendes gilt, wenn man x und y vertauscht.

9.3 Korollar (Cavalierisches Prinzip). Seien E, F ∈ B(RN) mit λm(Ex) = λm(Fx) f�ur

alle x ∈ Rn. Dann λN(E) = λN(F).

9.4 Korollar. E ∈ LN ist genau dann eine Nullmenge, wenn

λm(Ex) = 0 λn-f.�u.

9.5 Bezeichnung. Wenn A eine Lebesgue-Nullmenge und g eine Lebesgue-messbare

numerische Funktion auf Rn \A ist, dann gibt es eine Lebesgue-messbare numerische

Funktion g̃ auf dem Rn, die in Rn \ A mit g �ubereinstimmt. Da
∫
g̃ dλn nur von g

abh�angt, setzen wir ∫
gdλn =

∫
g̃ dλn.

Mit dieser Setzung liest sich Aussage (c) des Satzes wie folgt

(c ′) λN(E) =
∫
λm(Ex)dλn(x).
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9.6 Beispiel. Sei E = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} der Einheitskreis. Nach Cavalieri

erhalten wir

λ2(E) = 2

∫
[−1,1]

√
1− y2dλ1(y) = 4

∫ 1
0

√
1− y2dy = 4

∫π/2
0

cos(t)2dt = π.

9.7 Satz (Tonelli). Sei f eine nicht-negative, Lebesgue-messbare, numerische Funk-

tion auf dem RN. Dann existiert eine Lebesgue-Nullmenge A ⊆ Rm, so dass f�ur

jedes y ∈ Rm \ A die Funktion x 7→ f(x, y) Lebesgue-messbar ist. Ferner ist die

numerische Funktion g(y) =
∫
f(x, y)dλn(x) auf Rm \ A Lebesgue-messbar, und

es gilt∫
RN
f(x, y)dλN(x, y) =

∫
Rm
g(y)dλm(y) =

∫
Rm

(∫
Rn
f(x, y)dλn(x)

)
dλm(y)

=

∫
Rn

(∫
Rm
f(x, y)dλm(y)

)
dλn(x).

9.8 Theorem (Fubini). Sei f eine Lebesgue-integrierbare numerische Funktion auf

dem RN. Dann existiert eine Lebesgue-Nullmenge A ⊆ Rm, so dass f�ur jedes

y ∈ Rm \ A die Funktion x 7→ f(x, y) Lebesgue-integrierbar ist. Ferner ist die

numerische Funktion g(y) =
∫
f(x, y)dλn(x) auf Rm \ A Lebesgue-integrierbar,

und es gilt∫
RN
f(x, y)dλN(x, y) =

∫
Rm
g(y)dλm(y) =

∫
Rm

(∫
Rn
f(x, y)dλn(x)

)
dλm(y)

=

∫
Rn

(∫
Rm
f(x, y)dλm(y)

)
dλn(x).

Bemerkung. In der Praxis zeigt man die Intergrierbarkeit von f erst mit dem Satz

von Tonelli und berechnet dann den Integralwert mit dem Satz von Fubini.

9.9 Beispiel. Sei

f(x, y) =

{
1
x2
, x > y,

− 1
y2
, x ≤ y.

Den Graphen von f zeigt Abbildung 9.1.

F�ur festes y ∈ [0, 1] gilt∫
[0,1]

f(x, y)dλ1(x) = −

∫y
0

1

y2
dx+

∫ 1
y

1

x2
dx = −

1

y
− 1+

1

y
= −1.

Dagegen gilt f�ur festes x ∈ [0, 1]∫
[0,1]

f(x, y)dλ1(y) =

∫ x
0

1

x2
dy−

∫ 1
x

1

y2
dy =

1

x
+ 1−

1

y
= 1.

Daher
∫
[0,1]

∫
[0,1]
f(x, y)dλ1(x)dλ1(y) = −1 und

∫
[0,1]

∫
[0,1]
f(x, y)dλ1(y)dλ1(x) = 1. We-

gen des Satzes von Fubini folgt, dass f nicht integrierbar ist.
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9. Der Satz von Fubini
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Abbildung 9.1.: Graph der Funktion aus Beispiel 9.9

9.10 Beispiel. Betrachte f�ur R > 0 die Funktion f : [0, R] × [0,∞[ → R, f(x, y) =

e−xy sin(x). Diese Funktion ist stetig, also messbar. Es gilt |f(x, y)| ≤ xe−xy, also

nach Tonelli∫
[0,R]×[0,∞[

|f(x, y)|dλ2 ≤
∫
[0,R]×[0,∞[

xe−xydλ2 =

∫R
0

∫∞
0

xe−xydydx =

∫R
0

1 dy = R.

Also kann der Satz von Fubini angewandt werden∫
[0,R]×[0,∞[

f(x, y)dλ2 =

∫R
0

∫∞
0

sin(x)e−xydydx =

∫R
0

sin(x)

x
dx→ ∫∞

0

sin(x)

x
dx,

da uns die Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals bereits aus der Analysis I

bekannt ist.

Andererseits ist f�ur festes y die Funktion x 7→ − e−xy

y2+1
(y sin(x)+cos(x)) eine Stamm-

funktion von x 7→ e−xy sin(x). Daher∫
[0,R]×[0,∞[

f(x, y)dλ2 =

∫∞
0

∫R
0

sin(x)e−xydxdy

=

∫
[0,∞[

(
1

y2 + 1
−
e−Ry

y2 + 1
(y sin(R) + cos(R)

)
dλ1(y).
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F�ur gen�ugend gro�es C ist C
y2+1

eine Majorante des Integranden. Wir erhalten also

aus dem Lebesgueschen Grenzwertsatz

lim
R→∞
∫
[0,R]×[0,∞[

f(x, y)dλ2 =

∫
[0,∞[

1

y2 + 1
dλ1(y) =

π

2
.

Wir haben gezeigt ∫∞
0

sin(x)

x
dx =

π

2
.

Bemerkung. Die S�atze von Fubini und Tonelli gelten auch in allgemeineren Situatio-

nen. Die Hauptschwierigkeit besteht dabei in der Konstruktion des Produktma�es.
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10. Die Transformationsformel

F�ur eine Abbildung Φ : U → Rm, wobei U ⊆ Rn o�en, hatten wir mit DΦ(x) ∈
Rm×n die Jacobi-Matrix bezeichnet. Sie besteht aus den partiellen Ableitungen der

Komponenten von Φ. Ein C1-Di�eomorphismus Φ : U → V ist eine bijektive C1-

Abbildung, deren Inverse ebenfalls von der Klasse C1 ist; das ist nur m�oglich f�ur

n = m.

Auf dem Rn×n verwenden wir in diesem Abschnitt die Matrixnorm, die zur Supre-

mumsnorm geh�ort, also

‖A‖ = sup
‖x‖∞≤1

‖Ax‖∞.
Mit En bezeichnen wir die n× n-Einheitsmatrix.

10.1 Definition. (a) Eine Matrix M ∈ Rn×n hei�t orthogonal, wenn M invertierbar

ist mitMT =M−1. (Hierbei istMT die Transponierte vonM.) Die Gruppe aller

orthogonalen n× n-Matrizen wird mit O(n) bezeichnet.

(b) Die Gruppe aller invertierbaren n×n-Matrizen �uber einem K�orper k wird mit

GLn(k) bezeichnet.

Aus der Linearen Algebra wei� man:

10.2 Satz. Eine Matrix M ∈ Rn×n ist genau dann orthogonal, wenn die durch

v 7→ Mv gegebene Abbildung l�angenerhaltend bez�uglich der euklidischen Norm

ist.

10.3 Lemma. Jede Matrix M ∈ GLn(R) l�asst sich schreiben als M = S1DS2, wobei

S1, S2 orthogonale Matrizen und D eine Diagonalmatrix mit positiven Eintr�agen

sind.

10.4 Lemma. Sei T ∈ O(n). Dann T(M) ∈ Ln und λn(T(M)) = λn(M) f�ur alle

M ∈ LN.

10.5 Lemma. Sei T ∈ GLn(R) eine Diagonalmatrix mit positiven Diagonalein-

tr�agen. Dann T(M) ∈ Ln und λn(T(M)) = det(T)λn(M) f�ur alle M ∈ LN.

10.6 Satz. Sei T ∈ GLn(R). Dann T(M) ∈ Ln und λn(T(M)) = |det(T)|λn(M) f�ur

alle M ∈ Ln.

10.7 Satz. Sei U ⊆ Rn o�en, sei T ∈ GLn(R), und sei V := T(U).
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(a) Ist A ⊆ U Lebesgue-messbar, so gilt

λn(T(A)) =

∫
A

|det(T)|dλn.

(b) Ist f : V → R integrierbar, so ist auch f ◦ T integrierbar.

(c) Ist f : V → R integrierbar, so gilt∫
T(U)

f(y)dλn(y) =

∫
U

f(Tx)|det(T)|dλn(x).

10.8 Lemma. Seien U,V ⊆ Rn o�en und sei Φ : U→ V ein C1-Di�eomorphismus.

F�ur jede Borelmenge M ⊆ U ist Φ(M) eine Borelmenge.

Bezeichnung. F�ur a ∈ Rn und r > 0 bezeichnen wir mit W(a, r) den halbo�enen

W�urfel [a− r, a+ r[ =
∏n

j=1[aj − r, aj + r[. Bezeichnet man die o�ene r-Kugel um a

in der ∞-Norm mit B∞
r (a), so gilt Br(a) ⊂W(a, r) ⊂ B∞

r (a).

10.9 Lemma. Sei U ⊆ Rn o�en, sei W(a, r) ⊆ U ein halbo�ener W�urfel und sei

Φ : U→ V ein C1-Di�eomorphismus, f�ur welchen ein ε ∈ ]0, 1[ existiert, so dass

‖DΦ(x) − En‖ ≤ ε
2
f�ur alle x ∈W(a, r). Dann gilt f�ur jedes δ ≤ r

Φ(W(a, δ)) ⊆W(Φ(a), (1+ ε)δ).

10.10 Lemma. Seien U,V ⊆ Rn o�en und sei Φ : U→ V ein C1-Di�eomorphismus.

Sei Q ein achsenparalleler Quader mit Q ⊂ U. Dann

λn(Φ(Q)) ≤
∫
Q

|det(DΦ(x))|dλn(x).

10.11 Definition. Sei X ein metrischer Raum.

(a) F�ur jedes A ⊂ X mit ∅ 6= A wird die Distanzfunktion gegeben durch

dist(x,A) := inf{d(x, y) | y ∈ A}.

(b) Sei U ⊆ X o�en. Ein kompakte Aussch�opfung von U besteht aus einer Folge

K1 ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ U kompakter Mengen, so dass
⋃∞
n=1 Kn = U.

10.12 Lemma. (a) F�ur x, y ∈ X gilt |dist(x,A) − dist(y,A)| ≤ d(x, y).

(b) Jede o�ene Menge U ⊆ Rn besitzt eine kompakte Aussch�opfung.

10.13 Lemma. F�ur Φ wie in Lemma 10.10 sei M ⊆ U Lebesgue-messbar. Dann

ist Φ(M) Lebesgue-messbar mit

λn(Φ(M)) ≤
∫
M

|det(DΦ(x))|dλn(x).

29



10. Die Transformationsformel

10.14 Satz (Transformationssatz). Seien U,V ⊆ Rn o�en und sei Φ : U → V ein

C1-Di�eomorphismus.

(a) Ist A ⊆ U Lebesgue-messbar, so gilt

λn(Φ(A)) =

∫
A

|det(DΦ(x))|dλn(x).

(b) Eine Lebesgue-messbare, numerische Funktion f auf V ist genau dann

Lebesgue-integrierbar, wenn |det(DΦ)| · (f ◦Φ) Lebesgue-integrierbar ist.

(c) In diesem Fall gilt∫
V

f(y)dλn(y) =

∫
U

f(Φ(x)) |det(DΦ(x))|dλn(x).

10.15 Satz (Ebene Polarkoordinaten). Ist f eine Lebesgue-messbare, numerische

Funktion auf dem R2, so ist f genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn die Funk-

tion (r, t) 7→ r f(r cos(t), r sin(t)) �uber [0,∞[× [0, 2π[ Lebesgue-integrierbar ist. In

diesem Fall gilt∫
R

∫
R
f(x, y)dxdy =

∫
[0,2π]

∫
[0,∞[

f(r cos(t), r sin(t))r dr dt.

10.16 Beispiel.(∫
R
e−x

2

dx

)2
=

(∫
R
e−x

2

dx

)(∫
R
e−y

2

dy

)
=

∫
R

∫
R
e−(x2+y2)dxdy

=

∫
[0,2π]

∫
[0,∞)

e−r
2

r dr dϕ = 2π

∫∞
0

e−r
2

r dr = 2π
−1

2
e−r

2

∣∣∣∣∞
0

= π.

Wir haben gezeigt ∫∞
−∞ e

−x2dx =
√
π.

10.17 Bemerkung (Kugelkoordinaten). In der Analysis II werden Kugelkoordinaten

eingef�uhrt: F�ur (r,ϕ, θ) ∈ [0,∞[× ]−π, π]× [−π
2
, π
2
] ist

Ψ(r,ϕ, θ) =

r cos(ϕ) cos(θ)r sin(ϕ) cos(θ)

r sin(θ)

 .
Man rechnet sofort nach, dass det(DΨ(r,ϕ, θ)) = r2 cos θ. Also folgt aus dem Trans-

formationssatz, dass eine Lebesgue-messbare, numerische Funktion f auf dem R3

genau dann Lebesgue-integrierbar ist, wenn die Funktion

g : [0,∞[× ]−π, π]× [−
π

2
,
π

2
]→ R, (r,ϕ, θ) 7→ f(Ψ(r,ϕ, θ))r2 cos θ,
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Lebesgue-integrierbar ist. In diesem Fall gilt∫
R3
f(x, y, z)dxdydz =

∫
[0,2π]

∫
[−π
2
,π
2
]

∫
[0,∞[

f(Ψ(r,ϕ, θ))r2 cos(θ)drdθdϕ.

Die Transformationsformel ben�otigt allerdings noch Zusatz�uberlegungen, weil Φ nur

auf U := ]0,∞[ × ]0, 2π[ ×
]
−π
2
, π
2

[
ein Di�eomorphismus ist. Die fehlenden St�ucke

sind aber eine Nullmenge:

R3 \Φ(U) = {(0, 0, 0)} ∪ (]−∞, 0]× {0}× R) ∪ ({(0, 0)}× R) .

10.18 Beispiel. Wir berechnen das Volumen der dreidimensionalen Einheitskugel K3.

Es gilt

λ3(K3) =

∫
[0,2π]

∫
[−π
2
,π
2
]

∫
[0,1]

r2 cos(θ)drdθdϕ =

∫
[0,2π]

∫
[−π
2
,π
2
]

1

3
cos(θ)dθdϕ

=
2

3

∫
[0,2π]

dϕ =
4π

3
.

10.19 Bemerkung (Rotationsk�orper). F�ur ein Intervall I = [a, b] ⊂ R und messbare

Funktionen R1, R2 : I→ [0,∞[ mit R1 ≤ R2 wird ein Rotationsk�orper de�niert durch

B =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣z ∈ I, R1(z) ≤√x2 + y2 ≤ R2(z)} .
Wir bestimmen sein Volumen durch die Einf�uhrung von Zylinderkoordinaten

Φ : [0,∞[× [0, 2π[× R→ R3, (r,ϕ, z) 7→ (r cosϕ, r sinϕ, z).

Es gilt

DΦ(r,ϕ, z) =

cosϕ −r sinϕ 0

sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

 ,
Also det(DΦ(r,ϕ, z)) = r. Weil B = Φ(A) f�ur

A = {(r,ϕ, z)|z ∈ I, 0 ≤ ϕ < 2π, R1(z) ≤ r ≤ R2(z)} ,

sagt der Transformationssatz zusammen mit dem Satz von Tonelli

λ3(B) =

∫
A

r dλ3(r,ϕ, z) =

∫b
a

∫ 2π
0

∫R2(z)
R1(z)

r dr dϕ dz = π

∫b
a

(
R22(z) − R

2
1(z)

)
dz.

10.20 Beispiel. Wir hatten im Tutorium das Volumen des Kreiskegels

K =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣√x2 + y2 ≤ R− z
}

mittels des Satzes von Cavalieri berechnet. Da er ein Rotationsk�orper mit I = [0, R],

R1 ≡ 0 und R2(z) = R− z ist, kann man ebensogut die Bemerkung anwenden.

λ3(K) = π

∫R
0

(R− z)2 dz =
π

3
R3.
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11. Lp-Räume

Es sei wieder (X,A, µ) ein Ma�raum.

11.1 Bezeichnung. F�ur p ≥ 1 und eine messbare, numerische Funktion f auf X de�nie-

ren wir

‖f‖p =
(∫
|f|pdµ

)1/p
∈ R.

11.2 Lemma. F�ur a, b > 0 und p, q ≥ 1 mit 1
p
+ 1

q
= 1 gilt

a1/pb1/q ≤ a
p
+
b

q
.

11.3 Satz (H�oldersche Ungleichung). F�ur messbare, numerische Funktionen f, g

auf X und p, q ≥ 1 mit 1
p
+ 1

q
= 1 gilt

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

11.4 Korollar (Cauchy-Schwarz Ungleichung).

‖fg‖1 ≤ ‖f‖2‖g‖2

f�ur messbare, numerische Funktionen f und g.

11.5 Satz (Minkowskische Ungleichung). Seien f, g messbare, numerische Funktio-

nen auf X. Dann gilt f�ur jedes p ≥ 1

‖f+ g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

11.6 Satz. F�ur 1 ≤ p < ∞ bestehe L p(µ) aus allen messbaren, numerischen

Funktionen f : X→ R, f�ur welche ‖f‖p <∞. Ferner sei

N := {f ∈ L p(µ)|f = 0 µ-fast �uberall} .

Dann wird

Lp(µ) := L p(µ)/N

durch

(f+N ) + (g+N ) = (f+ g) +N ,
‖f+N‖p = ‖f‖p

zu einem normierten Raum.
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11.7 Bemerkung. (a) Man geht mit den Elementen von Lp(µ) so um, als seien es

Funktionen, muss aber beachten, dass diese Funktionen auf Nullmengen unbe-

stimmt sind. Beispielweise ist eine Funktion f genau dann µ-integrierbar, wenn

f ∈ L1(µ).

(b) Wenn µ das Lebesguema� auf X ist, dann schreibt man Lp(X) anstelle von

Lp(λn|X).

11.8 Satz. Sei (fn)n∈N eine Cauchyfolge in Lp(µ). Dann gibt es eine Teilfolge

(fnk)k∈N, die sowohl in L
p(µ) als auch µ-fast �uberall punktweise konvergiert.

11.9 Lemma. Sei E ein normierter Raum und (xn)n∈N eine Cauchyfolge in E.

Falls die Folge mindestens einen H�aufungspunkt besitzt, so besitzt sie genau

einen H�aufungspunkt und konvergiert gegen ihn.

Zur Erinnerung: Ein Banachraum ist ein vollst�andiger normierter Raum, also

einer, in dem jede Cauchyfolge konvergiert.

11.10 Satz (Riesz-Fischer). Lp(µ) ist ein Banachraum.

11.11 Definition. Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum E ist eine Abbildung

〈·, -〉 : E× E→ K mit den folgenden Eigenschaften:

(S1) 〈λx+ µy, z〉 = λ〈x, z〉+ µ〈y, z〉 f�ur alle λ, µ ∈ K, x, y ∈ E,

(S2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 f�ur alle x, y ∈ E,

(S3) 〈x, x〉 ≥ 0 f�ur alle x ∈ E und 〈x, x〉 = 0 genau f�ur x = 0.

Ein Banachraum mit einer Norm von der Form ‖x‖ =
√
〈x, x〉, wobei 〈·,−〉 ein

Skalarprodukt ist, ist ein Hilbertraum.

11.12 Bemerkung. (a) Der L2(µ) wird durch das folgende Skalarprodukt zu einem

Hilbertraum

〈f, g〉 =
∫
fg dµ.

(b) Das geht auch komplexwertig: Zuerst de�niert man f�ur f : X→ C das Integral∫
f dµ =

∫
Re(f) dµ+ i

∫
Im(f) dµ.

Damit de�niert man das Skalarprodukt

〈f, g〉 =
∫
fg dµ

auf dem C-Vektorraum

L2(µ,C) =
{
f : X→ C

∣∣ Re(f), Im(f) ∈ L2(µ)
}
.
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11. Lp-R�aume

(c) Zwei Elemente x und y eines Hilbertraums stehen senkrecht aufeinander, wenn

〈x, y〉 = 0.

(d) F�ur n ∈ Z de�nieren wir en ∈ L2([0, 2π],C) durch en(x) = einx. F�ur n,m ∈ Z
mit n 6= m stehen en und em senkrecht aufeinander.

(e) Umgekehrt gilt: Die einzige Funktion f ∈ L2([0, 2π],C), die auf allen en, n ∈ Z,
senkrecht steht, ist die Nullfunktion. Diese Aussage ist der Grundstein der

Theorie der Fourierreihen. Wir zeigen sie jetzt nicht.
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12. Die Faltung

12.1 Lemma. F�ur f, g ∈ L1(Rn) ist die Funktion (x, y) 7→ f(x)g(y − x) in L1(R2n)
und f�ur fast alle y ∈ Rn ist die Funktion x 7→ f(x)g(y− x) in L1(Rn).

12.2 Definition. Die Verkn�upfung

∗ : L1(Rn)× L1(Rn)→ L1(Rn), (f ∗ g)(y) =
∫
Rn
f(x)g(y− x)dλn(x),

bezeichnet man als Faltungsprodukt.

12.3 Satz. F�ur f, g ∈ L1(Rn) gilt ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1. Insbesondere f ∗ g ∈ L1(Rn).

12.4 Beispiel. F�ur A > 0 sei f = 1
A
χ[0,A]. F�ur g ∈ L1(R) ist die Faltung

(f ∗ g)(y) =
∫
R
f(x)g(y− x)dλ1(x) =

1

A

∫
[0,A]

g(y− x)dλ1(x)

gleich dem gleitenden Durchschnitt von g.

12.5 Lemma. Das Faltungsprodukt ist kommutativ.

12.6 Definition. (a) Sei X ein metrischer Raum und sei f ∈ C(X). Die Menge

Supp(f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0}

ist der Tr�ager von f.

(b) Sei G ⊆ Rn o�en und sei k ∈ N0 oder k =∞. Der R-Vektorraum

Ckc(G) = {f ∈ Ck(G) | Supp(f) kompakt}

ist der Raum der Funktionen der Klasse Ck mit kompaktem Tr�ager.

12.7 Beispiel. Wir hatten in Bemerkung 15.8 der Analysis I gesehen, dass die Funk-

tion

f : R→ R, x 7→ {exp(− 1
x

)
, x > 0,

0, x ≤ 0,
von der Klasse C∞ ist. Setze A =

∫
R f(x)f(1 − x)dλ1(x). Dann liegt die Funktion

g(x) = 1
A
f(x)f(1 − x) in C∞

c (R). Ihr Tr�ager ist Supp(g) = [0, 1]. Au�erdem ist g

nicht-negative und
∫
gdλ1 = 1.

12.8 Satz. Sei k ∈ N0 oder k = ∞, sei f ∈ L1(Rn) und sei g ∈ Ckc(Rn). Dann
f ∗ g ∈ Ck(Rn) und es gilt f�ur α ∈ Nn0 mit |α| ≤ k

∂|α|(f ∗ g)
∂yα

= f ∗
(
∂|α|g

∂yα

)
.
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13. Die Hausdorff-Dimension

Beim Beweis der Transformationsformel hatte wir den halbo�enen W�urfelW(a, r) =∏n
j=1[aj − r, aj + r[ de�niert.

13.1 Definition. (a) F�ur δ > 0 ist N ⊂ Rn eine δ-Nullmenge im Sinne von Haus-

dor�, wenn es zu jedem ε > 0 Folgen (aj)j∈N im Rn und (rj)j∈N in ]0,∞[ gibt,

so dass

N ⊆
∞⋃
j=1

W(aj, rj) und
∞∑
j=1

rδj < ε.

Die Menge aller Teilmengen des Rn, welche δ-Nullmengen im Sinne von Haus-

dor� sind, bezeichnen wir mit Hδ(Rn).

(b) M hat die Hausdor�-Dimension d, wenn M f�ur jedes δ > d, aber f�ur kein

δ < d eine δ-Nullmenge ist.

13.2 Lemma. (a) Sei N ⊆ Rn ein δ1-Nullmenge und sei δ2 > δ1. Dann ist N auch

eine δ2-Nullmenge.

(b) Die abz�ahlbare Vereinigung von δ-Nullmengen ist eine δ-Nullmenge.

13.3 Satz. Die Hausdor�-Dimension von Rn ⊆ RN ist n.

13.4 Bemerkung. Sei M ⊂ Rn × {0} ⊂ Rm mit m > n. Dann M ∈ Hn+1(Rm). Das
wird in einer �Ubungsaufgabe gezeigt.

13.5 Satz. Sei U ⊂ Rn o�en, sei Φ : U → V ein C1-Di�eomorphismus, und sei

N ⊂ U eine δ-Nullmenge im Sinne von Hausdor�. Dann gilt dies auch f�ur

Φ(N).
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14. Untermannigfaltigkeiten des RN

14.1 Definition. Sei p ∈ N ∪ {∞}. Eine Teilmenge M ⊆ RN hei�t n-dimensionale

Untermannigfaltigkeit des RN der Klasse Cp, wenn es f�ur jedes a ∈ M eine o�ene

Umgebung U ⊆ RN von a und eine Abbildung f : U→ RN−n von der Klasse Cp gibt,

so dass

(a) M ∩U = {x ∈ U | f(x) = 0},

(b) Rang(Df(a)) = N− n.

14.2 Bemerkung. Rang(Df(a)) = N− n bedeutet, dass die lineare Abbildung

Df(a) : RN → RN−n

surjektiv ist. Das ist �aquivalent dazu, dass es eine (N−n)×(N−n)-Unterdeterminante

von Df(a) gibt, die nicht verschwindet.

14.3 Satz. Sei M ⊆ RN. Dann sind �aquivalent:

(a) M ist eine n-dimensionale Cp-Untermannigfaltigkeit von RN.

(b) F�ur jedes a ∈ M existieren eine o�ene Umgebung U ⊆ RN von a, eine

o�ene Teilmenge V ⊆ RN und ein Cp-Di�eomorphismus h : U→ V mit

h(M ∩U) = V ∩ (Rn × {0}).

14.4 Definition. Sei W ⊆ Rn o�en und sei ϕ : W → RN von der Klasse C1. Falls

RangDϕ(x) = n f�ur alle x ∈W, so ist ϕ eine Immersion.

Der Begri� der Immersion verallgemeinert also den Begri� des lokalen C1-Di�eo-

morphismus auf den Fall unterschiedlicher Dimensionen in Quell- und Zielraum.

14.5 Definition. Seien X, Y zwei metrische R�aume. Eine bijektive Abbildung f : X→ Y

hei�t Hom�oomorphismus, wenn sowohl f als auch f−1 stetig sind. Wenn es einen

Hom�oomorphismus zwischen X und Y gibt, so sind die beiden R�aume hom�oomorph.

14.6 Satz. Sei M ⊆ RN. Dann sind �aquivalent:

(a) M ist eine n-dimensionale Cp-Untermannigfaltigkeit des RN.
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(b) F�ur jedes a ∈M existieren eine o�ene Umgebung U ⊆M von a in M, eine

o�ene Teilmenge V ⊆ Rn und eine hom�oomorphe Abbildung ϕ : U→ V, so

dass ϕ−1 eine Immersion von der Klasse Cp ist.

14.7 Definition. Jedes solche ϕ ist eine Karte vonM. Eine Menge A von Karten ist ein

Atlas der Untermannigfaltigkeit M, wenn jeder Punkt aus M im De�nitionsbereich

wenigstens einer Karte aus A liegt.

Wenn ϕ : U → V mit U ⊆ M und V ⊆ Rn eine Karte ist, dann bezeichnet man

ϕ−1 als lokale Parametrisierung von M.

Wir wiederholen aus der Analysis II:

14.8 Theorem (Umkehrsatz). Es sei D ⊆ Rn o�en und k ∈ N ∪ {∞}, und es sei

f : D→ Rn von der Klasse Ck. Es sei a ∈ D ein Punkt, f�ur den Df(a) invertierbar

ist. Dann gibt es Umgebungen V von a und U von f(a), so dass f : V → U bijektiv

ist. Bezeichnet man mit g : U → V ihre Inverse, so ist g von der Klasse Ck,

und es gilt

Dg(f(a)) = (Df(a))−1.

14.9 Theorem (Satz �uber implizite Abbildungen). Seien U1 ⊆ Rk und U2 ⊆ Rm o�en

und seien x0 ∈ U1, y0 ∈ U2. Sei F : U1×U2 → Rm von der Klasse Cp, p ∈ N∪ {∞},

mit F(x0, y0) = 0. Ferner sei die Matrix ∂F
∂y
(x0, y0) invertierbar. Dann gibt es eine

Umgebung U ⊆ U1 von x0, eine Umgebung V ⊆ U2 von y0 und eine Abbildung

g : U→ V von der Klasse Cp mit den folgenden Eigenschaften

(a) F(x, g(x)) = 0 f�ur alle x ∈ U.

(b) Wenn F(x, y) = 0 f�ur (x, y) ∈ U× V, dann y = g(x).

Es gilt

Dg(x0) = −

(
∂F

∂y
(x0, y0)

)−1

◦
(
∂F

∂x
(x0, y0)

)
.

14.10 Beispiel. Die Kugelkoordinaten, eingeschr�ankt auf r = 1, de�nieren eine Kar-

te der S2, deren De�nitionsbereich die Menge {(x, y, z) ∈ S2 | y 6= 0 oder x > 0} ist.
Analog kann man Kugelkoordinaten scha�en, deren De�nitionsbereich die Menge

{(x, y, z) ∈ S2 | z 6= 0 oder x < 0} ist. In Kaballo, Aufgabe 21.2, werden Polarkoor-

dinaten f�ur beliebige Dimension erkl�art. Daraus erh�alt man sofort einen Atlas f�ur

die Sn−1. Abbildung 14.1 zeigt die jeweils ausgelassenen Kurven.

F�ur die Sph�are Sn−1 gibt es aber auch einfacher zu konstruierende Karten. Wir

setzen dazu Sn−1j,± = {x ∈ Sn−1 | ±xj > 0} und

ϕj,± : S
n−1
j,± → B1(0) ⊂ Rn−1, x 7→ (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn).
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14. Untermannigfaltigkeiten des RN

Die Inverse ist dann

ψj,±(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)

=
(
x1, . . . , xj−1,±

√
x21 + · · ·+ x2j−1 + x2j+1 + . . . , x2n, xj+1, . . . , xn

)
.

Abbildung 14.2 zeigt die sechs Karten, aus denen dieser Atlas der S2 besteht.

14.11 Definition. Es sei G ⊆ Rn o�en und k ∈ N ∪ {∞}. Ein Punkt x0 ∈ ∂G hei�t Ck-

regul�arer Randpunkt von G, wenn es eine o�ene Umgebung U von x0 und eine Funk-

tion ρ ∈ Ck(U) gibt, so dass ∇ρ(x) 6= 0 f�ur alle x ∈ U und G∩U = {x ∈ U|ρ(x) < 0}.

14.12 Satz. Wenn x0 ∈ ∂G ein Ck-regul�arer Randpunkt mit ∂ρ
∂xn

(x0) 6= 0 ist, so gibt

es eine o�ene Menge1 V ⊂ Rn−1 und ein o�enes Intervall I, so dass x0 ∈ V × I,
und eine Ck-Funktion ψ : V → I, so dass

∂G ∩ V × I = {(ξ,ψ(x))|ξ ∈ V}

und entweder

G∩V×I = {(ξ, xn) ∈ V × I|xn < ψ(ξ)} oder G∩V×I = {(ξ, xn) ∈ V × I|xn > ψ(ξ)} .

Speziell ist Ckr (G) eine C
k-Mannigfaltigkeit der Dimension n− 1.

14.13 Definition. (a) Die Menge aller Ck-regul�aren Randpunkte von G bezeichnen

wir als regul�aren Ck-Rand von G und schreiben ∂kr (G) daf�ur. Die Menge

∂ks(G) := ∂G \ ∂krG ist der singul�are Ck-Rand.

(b) Eine beschr�ankte, o�ene Menge G ⊂ Rn hei�t Ck-Polyeder, falls ∂krG dicht

in ∂G ist und ∂ksG eine n−1-Nullmenge im Sinne von Hausdor� ist. Die Menge

aller Ck-Polyeder im Rn bezeichnen wir mit Pk(Rn).

14.14 Beispiel. O�ene Quader sind C∞-Polyeder. O�ene, euklidische Kugeln eben-

falls.

1F�ur AG: Bei Kaballo ist V ein Rechteck. In Hinblick auf Lemma 18.10 ist das kl�uger.
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Abbildung 14.1.: Atlas der S2 mit Kugelkoordinaten
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Abbildung 14.2.: Atlas der S2 aus Graphen
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15. Tangentialräume und Extrema unter
Nebenbedingungen

15.1 Definition. SeiM ⊆ RN und sei a ∈M. Ein Vektor v ∈ RN hei�tTangentialvektor

an M in a, falls es ein o�enes Intervall I ⊆ R mit 0 ∈ I und eine C1-Abbildung

ψ : I→M gibt mit ψ(0) = a und ψ ′(0) = v.

Die Menge Ta(M) aller Tangentialvektoren an M in a bezeichnet man als den

Tangentialraum an M in a.

15.2 Beispiel. Sei N = (0, 0, 1) der Nordpol der S2 und sei v ein Vektor der Form

v = (x, y, 0). Dann v ∈ TN(S2).

15.3 Satz. Sei M eine n-dimensionale Cp-Untermannigfaltigkeit des RN, sei a ∈
M. Laut De�nition der Untermannigfaltigkeit gibt es eine Umgebung U von a

und eine Abbildung g : U→ RN−n von der Klasse Cp mit M∩U = {x ∈ U | g(x) =

0} und Rang(Dg(a)) = N− n.

Nach Satz 14.6 gibt es eine lokale Parametrisierung ψ : W → M und b ∈ W
mit ψ(b) = a.

Mit diesen Abbildungen gilt

{Dψ(b)y | y ∈ Rn} = Ta(M) = {v ∈ RN | Dg(a)v = 0}.

15.4 Korollar. Der Tangentialraum Ta(M) an eine n-dimensionale Untermannig-

faltigkeit ist ein n-dimensionaler Vektorraum.

15.5 Definition. Sei U ⊆ RN o�en und sei g : U → Rm eine Abbildung. Sei f : U → R
eine Funktion. Ein Punkt a ∈ RN mit g(a) = 0 hei�t lokales Maximum von f unter der

Nebenbedingung g(x) = 0, wenn es eine Umgebung V von a gibt, so dass f(a) ≥ f(x)
f�ur alle x ∈ V mit g(x) = 0.

15.6 Satz (Methode der Lagrange-Multiplikatoren). Sei U ⊆ RN o�en und sei g : U→
Rm eine Abbildung von der Klasse C1 mit RangD(g(x)) = m f�ur alle x ∈ U. Sei
f : U → R eine Funktion von der Klasse C1. Ist a ein lokales Maximum von f

unter der Nebenbedingung g(x) = 0, so gibt es λ1, . . . , λm ∈ R mit

∇f(a) + λ1∇g1(a) + · · ·+ λm∇gm(a) = 0.

Die Zahlen λ1, . . . , λm bezeichnet man als Lagrangesche Multiplikatoren.
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Bemerkung. Dieser Satz gilt genauso f�ur lokale Minima. Die Funktion f bezeich-

net man als Zielfunktion, die Gleichung g(x) = 0 als Nebenbedingung. Die Zahlen

λ1, . . . , λm sind die Lagrangeschen Multiplikatoren.

15.7 Beispiel. Der Rauminhalt einer Konservendose mit Radius r und H�ohe h be-

tr�agt πrh2, ihre Ober
�ache 2πr2 + 2πrh. F�ur welche Werte von r und h ist die

Ober
�ache einer 1`-Konservendose minimal?

f(r, h) = 2πr2 + 2πrh,

g(r, h) = πr2h− 1.

Es gibt nur einen Lagrangeschen Multiplikator λ. Wir erhalten drei Gleichungen

4πr+ 2πh+ λ2πrh = 0

2πr+ λπr2 = 0,

πr2h = 1.

Aus der zweiten folgt λ = −2/r. Einsetzen in die erste gibt h = 2r und schlie�lich

r = 1/ 3
√
2π.

15.8 Beispiel. Sei A ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix. Die quadratische Form

f(x) = xTAx nimmt auf der Sn−1 ihr Maximum und ihr Minimum an. Sei v ∈ Sn−1 ein
Punkt, in dem f ihr Maximum annimmt. Wir wollen zeigen, dass v ein Eigenvektor

von A ist. F�ur g(x) = 1−
∑n

j=1 x
2
j gilt S

n−1 = g−1(0). Es gilt f(x) =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxixj,

also Df(x) = 2Ax. Die Lagrange-Gleichung hat also die Gestalt

2Ax− 2λx = 0.

Daher ist v ein Eigenvektor und λ der zugeh�orige Eigenwert.
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16. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Wir zitieren einen Satz aus der Linearen Algebra II.

16.1 Satz (Binet-Cauchy). F�ur A ∈ kn×m und B ∈ km×n und n ≤ m ist

det(AB) =
∑

L⊆{1,...,m}
|L|=n

det

(
(aj,`)j=1,...,n

`∈L

)
det

(
(b`,j)j=1,...,n

`∈L

)
.

16.2 Definition. Sei A ∈ kn×m mit m ≤ n. Die Gramsche Determinante von A ist

de�niert als det(ATA).

Bemerkung. Aus der Formel von Binet-Cauchy folgt, dass die Gramsche Determi-

nante genau dann verschwindet, wenn RangA < n.

16.3 Beispiel. Sei

A =

2 0

2 2

0 2

 .
Dann

ATA =

(
8 4

4 8

)
.

Die Gramsche Determinante ist also gleich 48. Das kann man auch mit dem Satz von

Cauchy-Binet sehen, denn

det(ATA) =

(
det

(
2 2

0 2

))2
+

(
det

(
2 0

0 2

))2
+

(
det

(
2 0

2 2

))2
= 16+16+16 = 48.

16.4 Lemma. Die Gramsche Determinante ist invariant unter Verkn�upfungen mit

orthogonalen Abbildungen.

16.5 Bemerkung. F�ur n ≤ N seien v1, . . . , vn ∈ RN gegeben. Das von ihnen aufge-

spannte Parallelotop ist die Menge

P(v1, . . . , vn) =

{
n∑
j=1

xjvj

∣∣∣∣∣∀j : 0 ≤ xj ≤ 1
}
.

Wir wollen ihm ein n-dimensionales Volumen zuordnen. Dazu w�ahlen wir eine or-

thogonale Abbildung U : RN → RN, welche die lineare H�ulle von {v1, . . . , vn} nach
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Rn × {0} abbildet, und setzen Uvj = (wj, 0). Weil U eine Isometrie ist, sollte P das-

selbe n-dimensionale Volumen haben wie

Q =

{
n∑
j=1

xjwj

∣∣∣∣∣∀j : 0 ≤ xj ≤ 1
}
⊂ Rn.

Wegen des Transformationssatzes ist λn(Q) = |det(T)| f�ur

T = (w1, . . . , wn) .

Setzen wir

T̃ =

(
w1 w2 . . . wn
0 0 . . . 0

)
∈ RN×n

so ist |det(T)| gleich der Wurzel aus der Gramschen Determinanten von T̃ . Da die

Spalten vonT̃ gleich denUvj sind, legt Lemma 16.4 nahe, das n-dimensionale Volumen

von P(v1, . . . , vn) als √
det

((
v1, . . . , vn

)T (
v1, . . . , vn

))
zu de�nieren.

16.6 Definition. Es seiM eine Untermannigfaltigkeit des RN. Eine Menge G ⊂M hei�t

klein, wenn sie im De�nitionsbereich einer einzelnen Karte liegt.

16.7 Lemma. Die endlichen Vereinigungen von kleinen Borelmengen bilden einen

Ring von Untermengen von M. Wir bezeichnen ihn mit K(M).

16.8 Definition. SeiM eine Untermannigfaltigkeit des RN und sei G ∈ K(M). Dann ist

G auch endliche Vereinigung von disjunkten, kleinen Borelmengen, G =
⋃k
j=1 Bj. Sei

ψj : Wj → Vj ⊂M eine lokale Parametrisierung mit Bj ⊂ ψj(Wj). Dann setzen wir

σ(G) =

k∑
j=1

∫
ψ−1
j (Bj)

√
det(Dψj(w)TDψj(w)) dλn(w). (16.1)

16.9 Satz. Die Abbildung σ aus (16.1) h�angt weder von der Zerlegung von G in

kleine Borelmengen noch von der Wahl der lokalen Parametrisierungen ab.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dass G im Bild von zwei lokalen Parame-

trisierungen ϕ : W → M und ψ : V → M liegt. Dann ist ρ := ψ−1 ◦ ϕ : W → U ein

45



16. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Ck-Di�eomorphismus. Die Transformationsformel liefert

∫
ψ−1(G)

√
det(D(ψ)(u)TD(ψ)(u)) dλn(u)

=

∫
ϕ−1(G)

√
det(D(ψ)(ρ(w))TD(ψ)(ρ(w))) |det(D(ρ)(w))| dλn(w)

=

∫
ϕ−1(G)

√
det(D(ψ)(ρ(w))TD(ψ)(ρ(w)))

√
det(D(ρ)(w)T)det(D(ρ)(w)) dλn(w)

=

∫
ϕ−1(G)

√
det(D(ρ)(w)TD(ψ)(ρ(w))TD(ψ)(ρ(w))D(ρ)(w)) dλn(w)

=

∫
ϕ−1(G)

√
det(D(ϕ)(w)TD(ϕ)(w)) dλn(w).

Seien nun lokale Parametrisierungen ϕj : Vj → M, j = 1, . . . , k, und ψ` : W` → M,

` = 1, . . . ,m, und Borelmengen Bj ⊂ ϕj(Vj) und C` ⊂ ψ`(W`) gegeben, so dass

G =
⋃k
j=1 Bj =

⋃m
`=1C` und die Bj bzw. C` jeweils paarweise verschieden sind. Dann

G =

k⋃
j=1

m⋃
`=1

Bj ∩ C`.

Auf die Mengen Bj ∩ C` k�onnen wir den ersten Teil des Beweises anwenden

k∑
j=1

∫
ϕ−1
j (Bj)

√
det(D(ϕj)(u)TD(ϕj(u))) dλn(u)

=

k∑
j=1

m∑
`=1

∫
ϕ−1
j (Bj∩C`)

√
det(D(ϕj)(u)TD(ϕj(u))) dλn(u)

=

m∑
`=1

k∑
j=1

∫
ψ−1
` (Bj∩C`)

√
det(D(ψ`)(w)TD(ψ`(w))) dλn(w)

=

m∑
`=1

∫
ψ−1
` (C`)

√
det(D(ψ`)(w)TD(ψ`(w))) dλn(w).

16.10 Satz. Die Abbildung σ ist ein Pr�ama� auf K(M).

Beweis. Es sei G =
⋃k
j=1 Bj ∈ K(M) mit disjunkten, kleinen Borelmengen Bj =

ϕj(Vj). Um die σ-Additivit�at zu zeigen, sei G =
⋃∞̀

=1G` f�ur eine disjunkte Folge von
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G` ∈ K(M). Dann folgt aus der σ-Additivit�at des Lebesguema�es

σ(G) =

k∑
j=1

∫
Vj

√
det(D(ϕj)(u)TD(ϕj)(u)) dλn(u)

=

k∑
j=1

∞∑
`=1

∫
Vj∩ϕ−1

j (G`)

√
det(D(ϕj)(u)TD(ϕj)(u)) dλn(u)

=

∞∑
`=1

k∑
j=1

∫
ϕ−1
j (Bj∩G`)

√
det(D(ϕj)(u)TD(ϕj)(u)) dλn(u) =

∞∑
`=1

σ(G`).

16.11 Definition. Wegen des Ma�fortsetzungssatzes existiert eine Fortsetzung von σ zu

einem Ma�. Es handelt sich um das Lebesguema� auf M. Die zugeh�orige σ-Algebra

bezeichnen wir mit L(M).

Bezeichnung. WennM der regul�are Rand eines regul�aren Polyeders ist, dann bezeich-

net man σ auch als Ober
�achenma�.

16.12 Satz. Es sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN. Dann
besitzt M eine abz�ahlbare, dichte Teilmenge.

16.13 Satz. Es sei M eine n-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit des RN mit

Atlas A. Dann besitzt M einen h�ochstens abz�ahlbaren Atlas, der aus Karten

besteht, die zu A geh�oren.

Wenn M kompakt ist, gibt es sogar einen endlichen Atlas.

Satz. Das Lebesguema� auf M ist ein Borelma�.

16.14 Satz. Sei (ϕj : Uj → Vj ⊂ Rn)j∈N ein Atlas von M, f�ur jedes j sei ψj := ϕ−1
j

und es sei (Wj)j∈N eine disjunkte Zerlegung von M mit Wj ⊂ Uj. Schlie�lich sei

f : M → R eine integrierbare, messbare Funktion. Dann gilt f�ur das Lebesgue-

ma� σ aus (16.1)∫
f dσ =

∞∑
j=1

∫
ϕj(Wj)

f(ψj(x))
√
det(D(ψj)(x)TD(ψj)(x)) dλn(x).

16.15 Bemerkung. Der Beweis von Satz 16.14 zeigt, dass die analoge Aussage f�ur

nicht-negative, messbare Funktionen ebenfalls gilt.

16.16 Beispiel. Es sei γ : [a, b]→ RN ein Weg, dessen Einschr�ankung auf ]a, b[ injek-

tiv und und eine Immersion von der Klasse C1 ist. Dann ist γ(]a, b[) eine eindimen-

sionale C1-Untermannigfaltigkeit, die durch γ parametrisiert wird. F�ur die Gramsche

Determinante gilt

det
(
γ ′(t)Tγ ′(t)

)
= ‖γ ′(t)‖22.

47



16. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Wegen Satz 16.14 gilt f�ur eine auf γ(]a, b[) integrierbare Funktion f∫
f dσ =

∫b
a

f(γ(t))‖γ ′(t)‖2 dλ1(t).

Insbesondere ist σ(]a, b[) die in der Analysis II eingef�uhrte Wegl�ange.

16.17 Satz. Es sei M eine n-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit des Rm und

es sei N ⊆ M. Das Lebesguema� auf M werde mit σ bezeichnet. Dann sind

�aquivalent:

(a) σ(N) = 0.

(b) F�ur jedes x ∈ N existiert eine Karte ϕ : U → V ⊂ Rn mit x ∈ U und

λn(ϕ(N ∩U)) = 0.

(c) N ist eine n-Nullmenge im Sinne von Hausdor�.

Beweis. (a) =⇒ (b): Da es auf die Wahl der Karten nicht ankommt, gilt

0 = σ(N ∩U) =
∫
ϕ(N∩U)

√
det(D(ϕ−1)(x)TD(ϕ−1)(x)) dλn(x).

Da der Integrand positiv ist, wird �uber eine Nullmenge integriert.

(b) =⇒ (a): Aus λn(ϕ(N ∩ U)) = 0 folgt σ(N ∩ U) = 0. Da es einen abz�ahlbaren

Atlas gibt, welcher aus Karten gem�a� (b) besteht, folgt (a) aus der σ-Additivit�at

von σ.

(a) =⇒ (c): F�ur jedes x ∈ M existieren eine Umgebung Ux von x im Rm und

ein Di�eomorphismus Φx : Ux → Vx ⊆ Rm mit Φx(Ux ∩M) = Vx ∩ Rn × {0}. Die

Einschr�ankungen der Φx auf M ∩ Ux bilden einen Atlas von M. Nach Satz 16.13

besitzt er einen abz�ahlbaren Teilatlas
(
Φxj

∣∣
Uxj∩M

)
j∈N. Es gen�ugt zu zeigen, dass es

sich bei den Uxj∩N um n-Nullmengen im Sinne von Hausdor� handelt. Wegen (a) ist

jedenfalls Φxj(Uxj ∩N) eine λn-Nullmenge. Zu jedem ε > 0 gibt es daher halbo�ene

Quader Qj, j ∈ N, mit

Φxj

(
Uxj ∩N

)
⊂

∞⋃
j=1

Qj und
∞∑
j=1

λn(Qj) < ε. (16.2)

Erlaubt man eine beliebig kleine Vergr�o�erung von λn(Qj), so kann man erreichen,

dassQj rationale Seitenverh�altnisse hat und deswegen als disjunkte Vereinigung halb-

o�ener W�urfel geschrienben werden kann. Daher impliziert (16.2), dass Φxj

(
Uxj ∩N

)
eine n-Nullmenge im Sinne von Hausdor� ist. Wegen Satz (13.5) folgt, dass auch

Uxj ∩N eine n-Nullmenge im Sinne von Hausdor� ist.

(c) =⇒ (b): Sei x ∈ N und sei Φ : U→ V ein Di�eomorphismus von einer o�enen

Umgebung U von x auf eine o�ene Menge V ⊆ Rm. Wegen Satz 13.5 ist Φ(N ∩ U)
eine n-Nullmenge im Sinne von Hausdor�. Zu jedem ε > 0 gibt es daher halbo�ene

W�urfelW(aj, rj) mit Φ(N∩U) ⊆
⋃∞
j=1W(aj, rj) und

∑∞
j=1 r

n
j < ε. Daraus folgt sofort

λn(Φ(N∩U)) < 2nε. Die gesuchte Karte ist die Einschr�ankung von Φ aufM∩U.
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17. Zerlegungen der Eins

17.1 Definition. Eine Folge (ρk)k∈N in L1(Rn) hei�t approximative Eins im L1(Rn),
wenn

(a) ρk ≥ 0 f�ur alle k,

(b)
∫
Rn ρk dλn = 1 f�ur alle k,

(c) limk→∞ ∫{‖x‖≥ε} ρk dλn = 0 f�ur alle ε > 0.

17.2 Bemerkung. (a) Die approximative Eins approximiert die Eins des Faltungs-

produkts.

(b) F�ur g ∈ C∞(R) mit Suppg ⊆ [0, 1] wie in Beispiel 12.7 setzen wir

ρ(x) :=

n∏
j=1

g

(
xj −

1

2

)
und f�ur ε > 0

ρε(x) =
1

εn
ρ
(x
ε

)
.

Dann rechnet man sofort nach, dass (ρ1/j)j∈N eine approximative Eins ist, welche

aus Funktionen der Klasse C∞ besteht.

17.3 Satz. F�ur jedes n ∈ N gibt es ein C > 0 mit der folgenden Eigenschaft: Wenn

U ⊆ Rn o�en und K ⊂ U kompakt und d := dist(K,Rn \ U) ist, dann existiert

η ∈ C∞(Rn) mit Suppη ⊂ U, 0 ≤ η ≤ 1, η(x) = 1 f�ur alle x ∈ K und ‖∇η(x)‖ ≤ C
d

f�ur alle x ∈ U.

17.4 Satz (Glatte Zerlegung der Eins). Sei U ein System o�ener Teilmengen des Rn

und sei G :=
⋃
U∈U U. Dann gibt es Folgen (Uj)j∈N in U und (ϕj)j∈N in C∞(Rn)

mit

(a) G =
⋃∞
j=1Uj.

(b) F�ur jedes j gilt Suppϕj ⊂ Uj.

(c) F�ur jede kompakte Menge K ⊂ G gilt K∩Suppϕj 6= ∅ nur f�ur endlich viele j.

(d) F�ur jedes j gilt 0 ≤ ϕj ≤ 1 und f�ur jedes x ∈ G gilt
∑∞

j=1ϕj(x) = 1.
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17. Zerlegungen der Eins

Man sagt: Die ϕj bilden eine der �Uberdeckung U untergeordnete Zerlegung der

Eins.

17.5 Bemerkung. Anstelle einer Zerlegung vonM in kleine Borelmegen wie in (16.1)

kann man auch eine Zerlegung der Eins benutzen, um
∫
f dσ zu erkl�aren. F�ur jedes

x ∈ M gibt es einen Di�eomorphismus Φx : Ux → RN mit x ∈ Ux. Wir setzen

U = {Ux|x ∈M} und konstruieren eine untergeordnete Zerlegung (ϕj : Uj → R)j∈N
der Eins. Dann gilt f�ur integrierbares f∫

f dσ =

∞∑
j=1

∫
Φj(Uj))

ϕj(Φ
−1
j (x))f(Φ−1

j (x))
√
det
(
D(Φ−1

j )(x)TD(Φ−1
j )(x)

)
dλn(x).
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18. Der Gaußsche Integralsatz

18.1 Definition. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN und sei

a ∈ M. Das Orthogonalkomplement von Ta(M) im RN wird mit Na(M) bezeichnet

und hei�t Normalenraum vonM in a. Die Elemente von Na(M) hei�en Normalen-

vektoren.

18.2 Beispiel. Ist a ∈ Sn−1, so ist Ta(Sn−1) = a⊥ = {v ∈ Rn | (a, v) = 0} und Na(S
n−1)

ist der von a erzeugte Unterraum.

18.3 Definition. Ein Vektorfeld ist eine Abbildung f : X→ RN, wobei X ⊆ RN.
Die Divergenz einer Vektorfelds f ist die Funktion

div f =
N∑
j=1

∂fj

∂xj
.

18.4 Bemerkung. (a) Das muss man sich so vorstellen, dass an jedem Punkt x ∈ X
der Vektor f(x) angebracht ist. Ein Beispiel ist das Richtungsfeld einer gew�ohn-

lichen Di�erentialgleichung.

(b) Es sei G ⊂ Rn ein Ck-Polyeder und es sei a ∈ ∂kr (G) ein regul�arer Randpunkt.

Dann ist ∂kr (G) eine (n − 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn. Der
Normalenraum Na(∂

k
rG) ist daher eindimensional.

Es gibt eine Umgebung U von a und eine Ck-Funktion ρ : U→ R, so dass G ∩
U = {x ∈ U|ρ(x) < 0}. F�ur diese Funktion gilt U ∩ ∂krG = {x ∈ U|ρ(x) = 0} und
Ta∂

k
rG = {v ∈ Rn|〈v · ∇ρ(a)〉 = 0}. Daher wird Na∂

k
rG von ∇ρ(a) aufgespannt.

In Na∂
k
rG gibt es also zwei Einheitsvektoren. Den, der aus G heraus zeigt,

bezeichnen wir als den �au�eren Normalenvektor. Der Beweis von Satz 14.12

zeigt, dass es sich dabei um

ν(x) :=
∇ρ(a)
‖∇ρ(a)‖2

handelt. Das Vektorfeld ν ist das �au�ere Normalenvektorfeld an G.

Bemerkung. Das �au�ere Normalenvektorfeld an Sn−1 ist die Identit�at.

18.5 Bezeichnung. Wenn σ das Lebesguema� auf einer MannigfaltigkeitM ist, dann be-

zeichnen wir den Raum aller σ-integrierbaren Funktionen aufM mit L1(M). Wenn G

ein C1-Polyeder ist, dann schreiben wir L1(∂G) anstelle von L1(∂1rG).
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18. Der Gau�sche Integralsatz

Ziel des Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:

18.6 Theorem (Gau�scher Integralsatz). Es sei G ⊂ Rn C1-Polyeder mit �au�erem

Normalenvektorfeld ν und es sei w : G∪∂1rG→ Rn ein stetiges, beschr�anktes Vek-

torfeld, dessen Einschr�ankung auf G von der Klasse C1 ist. Falls die Abbildung

x 7→ 〈w(x), ν(x)〉 in L1(∂G) und die Abbildung divw in L1(G) ist, so gilt∫
G

divw dλn =

∫
∂G

〈w(x), ν(x)〉 dσ(x). (18.1)

Bemerkung. Da der singul�are Rand von G eine (n − 1)-Nullmenge im Sinne von

Hausdor� ist, unterscheiden wir nicht zwischen
∫
∂G

und
∫
∂1rG

.

18.7 Bemerkung. Mit C
k
(G,Rn) bezeichnen wir den Raum aller Ck-Funktionen

auf G, so dass f�ur jedes α mit |α| ≤ k die Ableitung Dαf stetig nach G fortgesetzt

werden kann.

Der Gau�sche Integralsatz gilt dann insbesondere f�ur C1-Polyeder mit σ(∂1rG) <∞
und w ∈ C1(G,Rn).

18.8 Satz (Volumenformel). Es sei G ⊂ Rn ein C1-Polyeder mit σ(∂G) <∞. Dann

gilt

nλn(G) =

∫
∂G

〈x, ν(x)〉 dσ(x).

18.9 Satz. Sei V ⊂ Rn o�en, sei I ein o�enes Intervall und seien ϕ,ψ ∈ C1(V)
mit Werten in I und ϕ ≤ ψ. F�ur f ∈ C1(V × I) setzen wir

F(x) :=

∫ψ(x)
ϕ(x)

f(x, t) dt.

Dann gilt f�ur j = 1, . . . , n

∂F

∂xj
(x) =

∫ψ(x)
ϕ(x)

∂f

∂xj
(x, t) dt+ f(x,ψ(x))

∂ψ

∂xj
(x) − f(x,ϕ(x))

∂ϕ

∂xj
(x).

18.10 Lemma. Es sei G ⊂ Rn ein C1-Polyeder und es sei x0 ∈ ∂krG. Nach Satz 14.12
existieren eine o�ene Menge V ⊂ Rn−1, ein o�enes Intervall I und eine C1-

Funktion ψ : V → I, so dass

∂G ∩ V × I = {(ξ,ψ(ξ))|ξ ∈ V} ,
G ∩ V × I = {(ξ, xn) ∈ V × I|xn ≷ ψ(ξ)} .

Es sei w ∈ C(G,Rn) mit w|G ∈ C1(G), div(w) ∈ L1(G) und Suppw ⊆ V × I. Dann
gilt ∫

G∩V×I
divw dλn =

∫
∂G∩V×I

〈w(x), ν(x)〉 dσ(x).
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18.11 Lemma. Es gelten die Voraussetzungen des Gau�schen Integralsatzes. Zu-

s�atzlich sei Suppw eine kompakte Teilmenge von G ∪ ∂1rG. Dann gilt (18.1).

18.12 Satz (Partielle Integration). Es sei G ein C1-Polyeder mit stetigem �au�erem

Normalenvektorfeld ν : ∂1rG → Rn und σ(∂1rG) < ∞. F�ur f, g ∈ C1(G,R) und

1 ≤ j ≤ n gilt ∫
G

∂f

∂xj
g dλn =

∫
∂G

fgνj dσ−

∫
G

f
∂g

∂xj
dλn.

18.13 Bezeichnung. Sei U ⊆ Rn o�en.

(a) Der Laplace-Operator ∆ ist de�niert durch

∆f =

n∑
j=1

∂2f

∂x2j
, f ∈ C2(U).

(b) Die Richtungsableitung in Richtung des �au�eren Normalenfelds ist

∂f

∂ν
= 〈∇f, ν〉 .

18.14 Theorem (Erste Greensche Formel). Sei U ⊆ Rn ein C1-Polyeder, sei f ∈ C1(U)
und sei g ∈ C2(U). Dann gilt∫

U

f∆g dλn =

∫
∂U

f
∂g

∂ν
dσ−

∫
G

〈∇f,∇g〉 dλn.

18.15 Theorem (Zweite Greensche Formel). Sei U ⊆ Rn ein C1-Polyeder und seien

f, g ∈ C2(U). Dann gilt∫
U

(f∆g− g∆f) dλn =

∫
∂U

(
f
∂g

∂ν
− g

∂f

∂ν

)
dσ.
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19. Differentialformen

19.1 Bezeichnung. Wenn U ⊆ R3 o�en und F ∈ C∞(U,R3) ein glattes Vektorfeld ist,

so bezeichnen wir die Komponentenabbildungen mit Fj, j = 1, 2, 3. Man hat lineare

Abbildungen

C∞(U)
grad−−−→ C∞(U,R3) rot−−−→ C∞(U,R3) div−−−→ C∞(U)

wobei

grad(f) =

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
,
∂f

∂x3

)
,

rot(F) =

(
∂F3

∂x2
−
∂F2

∂x3
,
∂F1

∂x3
−
∂F3

∂x1
,
∂F2

∂x1
−
∂F1

∂x2

)
,

div(F) =
∂F1

∂x1
+
∂F2

∂x2
+
∂F3

∂x3
.

Es gilt rot grad f = 0 und div rot F = 0.

Ist U konvex, so kann man zeigen: Zu jedem F mit rot F = 0 gibt es ein f mit

grad f = F und zu jedem F mit div F = 0 gibt es ein G mit rotG = F.

Diesen Kalk�ul wollen wir f�ur h�ohere Dimensionen verallgemeinern.

19.2 Bezeichnung. e1, . . . , en bezeichne die Standardbasis des Rn. Es sei (Rn)∗ der

Dualraum von Rn, also der R-Vektorraum aller R-linearen Abbildungen Rn → R.
Dann bilden ∆1, . . . , ∆n eine Basis von (Rn)∗, wobei

∆i(ej) =

{
1, falls i = j,

0, falls i 6= j.

19.3 Definition. Sei p ∈ N. Eine alternierende p-Form auf dem Rn ist eine Abbildung
ω : (Rn)p → R mit

(a) ω ist linear in jedem Argument.

(b) f�ur i 6= j gilt ω(. . . , vi, . . . , vj, . . . ) = −ω(. . . , vj, . . . , vi, . . . ), wenn alle anderen

Argumente unver�andert bleiben.

Die alternierenden p-Formen auf Rn bilden einen R-Vektorraum Λp(Rn)∗. Man setzt

Λ0(Rn)∗ = R∗.

19.4 Beispiel. (a) Λ1(Rn)∗ = (Rn)∗.

54



(b) Durch (v1, . . . , vn) 7→ det(v1, . . . , vn) erh�alt man eine alternierende n-Form auf

dem Rn.

(c) Ein Beispiel einer konkreten 2-Form auf dem R3 liefert

ω


x1x2
x3

 ,
y1y2
y3


 = x1y2 − x2y1.

19.5 Bemerkung. Die Bedingung (b) in De�nition 19.3 ist �aquivalent zu

(b*) ω(. . . , v, . . . , v, . . . ) = 0.

19.6 Definition. Sind ϕ1, . . . , ϕp ∈ (Rn)∗, so de�niert man ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕp ∈ Λp(Rn)∗
durch

(ϕ1 ∧ · · ·∧ϕp)(v1, . . . , vp) = det((ϕi(vj))i,j=1,...,p) .

19.7 Bemerkung. (a) Die 2-Form aus dem letzten Beispiel ist gleich ∆1 ∧ ∆2.

(b) ϕ1 ∧ϕ2 ∧ · · ·∧ϕn = −ϕ2 ∧ϕ1 ∧ · · ·∧ϕn und ϕ1 ∧ϕ1 ∧ · · · = 0.

19.8 Bezeichnung. Ist I ⊆ {1, . . . , n}, also I = {i1, . . . , ip} mit 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ n,
so setzt man

|I| = p,
eI = (ei1 , . . . , eip) ∈ (Rn)p,
∆I = ∆i1 ∧ · · ·∧ ∆ip ∈ Λp(Rn)∗.

19.9 Bemerkung. (a) Sind I, J ⊆ {1, . . . , n} mit |I| = |J|, so gilt

∆I(eJ) =

{
1, I = J,

0, I 6= J.

(b) ∆∅ = idR ∈ Λ0(Rn)∗ = R∗.

19.10 Satz. Die ∆I mit |I| = p bilden eine Basis des R-Vektorraums Λp(Rn)∗.
Insbesondere dimΛp(Rn)∗ = ( np ) und λp(Rn)∗ = {0} f�ur p > n.

Beweis. Wird in der Linearen Algebra II gezeigt.

19.11 Definition. F�ur I, J ⊆ {1, . . . , n}, I = {i1, . . . , ip} mit 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ n
und J = {j1, . . . , jh} mit 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jh ≤ n setzen wir

∆I ∧ ∆J = ∆i1 ∧ · · ·∧ ∆ip ∧ ∆j1 ∧ · · ·∧ ∆jh .

Daraus konstruiert man eine Verkn�upfung

∧ : Λp(Rn)∗ ×Λh(Rn)∗ → Λp+h(Rn)∗,(∑
|I|=p

aI∆I

)
∧

(∑
|J|=h

bJ∆J

)
=
∑
I,J

aIbJ∆I ∧ ∆J.
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19. Di�erentialformen

19.12 Beispiel. (a) ∆{1,3} ∧ ∆{2} = −∆{1,2,3}.

(b) ∆I ∧ ∆J = 0 falls I ∩ J 6= ∅.

19.13 Satz. Die Verkn�upfung ∧ ist bilinear, assoziativ und graduiert kommutativ.

Letzteres bedeutet

ω∧ η = (−1)phη∧ω f�ur ω ∈ Λp(Rn)∗ und η ∈ Λh(Rn)∗.

Beweis. Wird in der Linearen Algebra II bewiesen.

19.14 Definition. (a) Sei U o�en im Rn. Eine Di�erentialform der Ordnung p oder

p-Form ist eine Abbildung

ω : U→ Λp(Rn)∗.

Insbesondere sind die 0-Formen gerade die Funktionen U→ R.

(b) Die konstante Di�erentialform x 7→ ∆I wird mit dxI bezeichnet. Statt dx{i}
schreibt man dxi.

19.15 Definition. Eine Di�erentialform ω der Ordnung p auf U ist von der Form

ω =
∑
|I|=p

fIdxI

mit eindeutig bestimmten Funktionen fI. Man sagt, ω sei von der Klasse Ck, k ∈ N0,
wenn alle fI diese Eigenschaft haben. Eine glatte Di�erentialform ist eine Di�erential-

form von der Klasse C∞. Mit Ωp
k(U) bezeichnen wir den R-Vektorraum der p-Formen

auf U von der Klasse Ck.

19.16 Bemerkung. (a) Die Summe von zwei p-Formen ist dabei wie folgt erkl�art:

Ist ω =
∑
|I|=p fIdxI und η =

∑
|I|=p bIdxI, so ist ω+ η =

∑
|I|=p(fI + gI)dxI.

(b) F�ur eine p-Form ω und eine h-Form η ist das �au�ere Produkt erkl�art durch

(ω∧ η)(x) = ω(x)∧ η(x).

(c) Es gilt dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi, speziell dxi ∧ dxi = 0.

19.17 Definition. Sei U ⊆ Rn o�en, sei k ∈ N und sei ω =
∑
|I|=p fIdxI ∈ Ω

p
k(U). Die

(p+ 1)-Form

dω =
∑
|I|=p

n∑
j=1

∂fI

∂xj
dxj ∧ dxI ∈ Ωp+1

k−1(U)

bezeichnet man als �au�ere Ableitung von ω.

19.18 Beispiel. (a) U = R3 und ω sei die 3-Form x 7→ (3x1+ 4x
2
2)dx1∧dx3. Dann

dω(x) = −8x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.
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(b) Sei ω die 0-Form x 7→ xi. Dann dω = dxi.

(c) Sei ω eine 0-Form, also ω(x) = f(x). Dann dω =
∑n

j=1
∂f
∂xj
dxj, was man mit

dem Gradienten identi�zieren kann.

19.19 Bemerkung. Sei U ⊆ R3 o�en. Man hat das folgende kommutative Diagramm

C∞(U)
grad−−−→ C∞(U,R3) rot−−−→ C∞(U,R3) div−−−→ C∞(U)y= ϕ1

y∼= ϕ2

y∼= ϕ3

y∼=

Ω0∞(U)
d−−−→ Ω1∞(U)

d−−−→ Ω2∞(U)
d−−−→ Ω3∞(U)

Dabei sind die Vektorraumisomorphismen ϕ1, ϕ2, ϕ3 gegeben durch

ϕ1(f1, f2, f3) = f1dx+ f2dy+ f3dz,

ϕ2(f1, f2, f3) = f1dy∧ dz+ f2dz∧ dx+ f3dx∧ dy,

ϕ3(f) = fdx∧ dy∧ dz.

19.20 Bemerkung. (a) Die Abbildung d : Ωp
k(U)→ Ωp+1

k−1(U) is linear.

(b) F�ur ω ∈ Ωp
k(U) und η ∈ Ωh

k(U) gilt

d(ω∧ η) = (dω)∧ η+ (−1)pω∧ dη.

Der folgende Satz ist eine Folgerung des Satzes von H. A. Schwarz.

19.21 Satz. Ist ω eine Di�erentialform von der Klasse C2, so gilt d(dω) = 0.

19.22 Definition. Eine Teilmenge U ⊆ Rn hei�t sternf�ormig, wenn es ein x0 ∈ U gibt,

so dass f�ur jedes x ∈ U die Verbindungsstrecke zwischen x und x0 in U liegt.

Bemerkung. Konvexe Mengen sind sternf�ormig.

19.23 Satz (Lemma von Poincar�e). Sei U eine o�ene, sternf�ormige Teilmenge

des Rn, sei p ∈ N und sei ω ∈ Ωp∞(U) mit dω = 0. Dann existiert η ∈ Ωp−1∞ (U)

mit dη = ω.

Beweis. Diesen Satz beweise ich nicht. Ein sehr eleganter Beweis �ndet sich in Spi-

vak, Calculus on Manifolds, Kapitel 4. Kaballo beweist als Theorem 30.4 einen

allgemeineren Satz.

19.24 Definition. Sei k ∈ N0, sei U o�en im Rn, sei V o�en im Rm, sei ϕ : V → U von

der Klasse Ck+1. Wir bezeichnen mit ϕi die i-te Komponentenfunktion von ϕ, also

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn). Es sei p ∈ N0 undω ∈ Ωp
k(U),ω =

∑
i1<···<ip fi1,...,ipdxi1∧· · ·∧dxip,

eine p-Form. Dann ist

ϕ∗(ω) =
∑

i1<···<ip

(fi1,...,ip ◦ϕ)dϕi1 ∧ · · ·∧ dϕip ∈ Ω
p
k(V)

die mit ϕ zur�uckgezogene Di�erentialform.
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19. Di�erentialformen

19.25 Beispiel. U = R2, V = R, ϕ : R → R2, t 7→ (
cos(t)
sin(t)

)
, und ω ∈ Ω1∞(R2) sei

gegeben durch ω = xy2dx+ydy. Dann dϕ1 = − sin(t)dt und dϕ2 = cos(t)dt. Daher

ϕ∗(ω) = cos(t) sin2(t)(− sin(t))dt+ sin(t) cos(t)dt

= sin(t) cos(t)(1− sin(t)2)dt = sin(t) cos(t)3dt.

19.26 Satz. Falls U,V ⊆ Rn o�en, f ∈ C(U) und ϕ : U→ V von der Klasse C1, so

gilt

ϕ∗(fdx1 ∧ · · ·∧ dxn) = (f ◦ϕ)det(Dϕ)dx1 ∧ · · ·∧ dxn.

19.27 Satz. Es gelten

(a) ϕ∗ ist linear.

(b) Ist f ∈ Ω0
k(U) = C

k(U), dann ϕ∗(f) = f ◦ϕ.

(c) ϕ∗(fω) = (f ◦ϕ)ϕ∗(ω).

(d) ϕ∗(ω∧ η) = ϕ∗(ω)∧ϕ∗(η).

(e) d(ϕ∗(ω)) = ϕ∗(dω).

(f) ψ∗(ϕ∗(ω)) = (ϕ ◦ψ)∗(ω).

Bemerkung. Die Abbildung ϕ 7→ ϕ∗ ist durch die Eigenschaften (a){(e) eindeutig

bestimmt. Bezeichnet man mit pi : x 7→ xi die Projektion auf die i-te Koordinate, so

stellt sich das entscheidende Argument wie folgt dar

ϕ∗(dxi) = d(ϕ∗(pi)) = d(pi ◦ϕ) = dϕi = dxi.
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20. Orientierte Untermannigfaltigkeiten

Wenn bei einer Untermannigfaltigkeit die Regularit�at nicht angegeben ist, dann soll

sie von der Klasse C∞ sein.

20.1 Satz. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN und seien

ϕj : Uj → Vj zwei Karten von M. Sei U = U1∩U2, und seien Wj = ϕj(U), j = 1, 2.

Dann sind die Wj o�ene Teilmengen des Rk, und die Abbildung

τϕ1,ϕ2 := ϕ2 ◦ϕ
−1
1 |W1 : W1 →W2

ist ein Di�eomorphismus. Er wird als Parametertransformation bezeichnet.

20.2 Definition. Seien U,V ⊆ Rk o�en und sei ϕ : U→ V ein Di�eomorphismus. Falls

det(Dϕ(x)) > 0 f�ur alle x ∈ U, so ist ϕ orientierungstreu.

20.3 Bemerkung. (a) Im R2 ist die Spiegelung an der y-Achse nicht orientierungs-

treu.

(b) Wenn U wegzusammenh�angend ist, dann gen�ugt in De�nition 20.2 die Forde-

rung det(Dϕ(x)) > 0 f�ur einen einzigen Punkt.

20.4 Definition. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN.

(a) Zwei Karten ϕ1, ϕ2 hei�en gleich orientiert, wenn τϕ1,ϕ2 orientierungstreu ist.

(Nach unserer De�nition ist die leere Abbildung orientierungstreu.)

(b) Ein Atlas hei�t orientiert, wenn je zwei seiner Karten gleich orientiert sind.

(c) M hei�t orientierbar, wenn M einen orientierten Atlas besitzt.

(d) F�ur M sei ein orientierter Atlas A festgelegt. Eine Karte hei�t positiv orien-

tiert, wenn sie zu allen mit allen Karten in A gleich orientiert ist.

20.5 Beispiel. (a) Der Rn ist orientierbar, der er mit einer einzigen Karte, n�amlich

der Identit�at, auskommt. Wir verwenden f�ur den Rn immer diesen Atlas.

(b) Ein orientierter Atlas der S1 wird gegeben durch die beiden Karten

ϕ1 : U1 := S
1 \ {(−1, 0)}→ R,

(
cos t

sin t

)
7→ t ∈ ]−π, π[,

ϕ2 : U2 := S
1 \ {(1, 0)}→ R,

(
cos s

sin s

)
7→ s ∈ ]0, 2π[.
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20. Orientierte Untermannigfaltigkeiten

F�ur x := ( cos t
sin t ) ∈ U := U1 ∩U2 mit t ∈ ]−π, 0[ ∪ ]0, π[ sind zwei F�alle m�oglich:

y > 0: Dann ϕ1(x) = t = ϕ2(x). In diesem Fall ist τϕ1,ϕ2 die Identit�at.

y < 0: Dann ϕ1(t) = t und ϕ2(t) = t+ 2π. Dann τϕ1,ϕ2(t) = t+ 2π.

20.6 Satz. SeiM ⊂ Rk+1 eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sie ist genau
dann orientierbar, wenn es eine stetige Abbildung n : M → Rk+1 gibt, so dass

n(a) ∈ Na(M) \ {0} f�ur jedes a ∈M gilt.

20.7 Beispiel. Das M�obiusband

M =

{(
3 cos(t) + s sin

(
t

2

)
, 3 sin(t), s cos

(
t

2

))∣∣∣∣ 0 ≤ t ≤ 2π, −1 < s < 1}
ist nicht orientierbar.

Skizze. Man zeigt zuerst, dass

ϕ : ]0, 2π[× ]−1, 1[→M, (t, s) 7→ (
3 cos(t) + s sin

(
t

2

)
, 3 sin(t), s cos

(
t

2

))
eine lokale Parametrisierung von M ist. In ihrem Bild erhalten wir einen Normalen-

vektor durch das Kreuzprodukt

∂ϕ

∂t
× ∂ϕ
∂s

=

−3 sin(t) + s
2
cos
(
t
2

)
3 cos(t)

− s
2
sin
(
t
2

)
×

sin
(
t
2

)
0

cos
(
t
2

)
 =

 3 cos(t) cos
(
t
2

)
− s
2
sin2

(
t
2

)
+ 3 sin(t) cos

(
t
2

)
− s

2
cos2

(
t
2

)
−3 sin

(
t
2

)
cos(t)


Der Punkte (3, 0, 0) ∈ M kann approximiert werden als limt→0ϕ(t, 0) und als

limt→2πϕ(t, 0). Im ersten Fall konvergiert der Normalvektor gegen
(
3
0
0

)
, im zweiten

gegen
(

−3
0
0

)
. Also gibt es keine stetige Normale.

20.8 Definition. (a) Sei U ⊆ Rn o�en und ω ∈ Ωn
0 (U). Dann ist ω von der Gestalt

ω = f dx1 ∧ · · ·∧ dxn. Wir de�nieren f�ur eine λn-messbare Menge A ⊂ U∫
A

ω =

∫
A

f dλn.

(b) SeiM ⊂ RN eine orientierte, n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, sei U ⊂ RN

o�en, seiA ⊂ U∩M kompakt und seiω ∈ Ωn
0 (U). Es gebe ferner eine orientierte

Karte ϕ : V →W von M mit A ⊂ V. Dann setzen wir∫
A

ω =

∫
ϕ(A)

(
ϕ−1

)∗
(ω). (20.1)
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20.9 Satz. Das Integral (20.1) h�angt nicht von der Wahl der Karte ϕ ab.

20.10 Bemerkung. Es seiM eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN. Man

kann zeigen, dass es eine Form σ ∈ Ωn∞(M) gibt, so dass jede n-Form ω die Gestalt

ω = f σ, f ∈ C(M), hat.

Wir k�onnen diese Form sogar angeben. Sei dazu Ũ ⊆ RN o�en, sei U :=M∩ Ũ und

sei Φ : Ũ→W ein C∞-Di�eomorphismus mit Φ(U) =W ∩Rn× {0} =: V × {0}. Dann

ist ϕ := Φ|U : U → V eine Karte. Ihre Umkehrabbildung hei�e ψ, Dann de�nieren

wir die Volumenform ωVol ∈ Ωn∞(U) durch

ωVol(x) :=
√
det((D(ψ)(ϕ(x)))T(D(ψ)(ϕ(x))))Φ∗(dx1 ∧ · · ·∧ dxn). (20.2)

Man sieht dann sofort ∫
A

ωVol =

∫
A

dσ,

wobei σ das Lebesguema� auf M ist.

20.11 Lemma. Sei M eine orientierte Untermannigfaltigkeit des RN und sei A ⊆
M kompakt. Dann gibt es Karten ϕj : Vj → Wj, j = 1, . . . ,m von M, so dass

A ⊆
⋃m
j=1 Vj.

20.12 Definition. Sei U ⊆ RN o�en, sei M eine n-dimensionale, orientierte Unterman-

nigfaltigkeit, sei A ⊆M∩U kompakt und sei ω ∈ Ωn
0 (U). Seien ferner V1, . . . , Vm wie

in Lemma 20.11 und sei (gj)j=1,...m eine der �Uberdeckung V1, . . . , Vm untergeordnete

Zerlegung der Eins auf A. Dann setzen wir∫
A

ω =

m∑
j=1

∫
Supp(gj)∩A

gjω.

20.13 Satz. Obige De�nition ist unabh�angig von der Wahl der Karten und der

Zerlegung.

20.14 Bemerkung. Es sei M ⊂ RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit

orientiertem Atlas A und es sei Φ : U → V ein Di�eomorphismus zwischen zwei

o�enen Teilmengen des RN. Dann ist K := Φ−1(M∩V) ⊆ U ⊆ RN eine n-dimensionale

Untermannigfaltigkeit mit orientiertem Atlas

B := {ϕ ◦Φ|ϕ ∈ A} .

20.15 Satz. In der Situation von Bemerkung 20.14 seien ω ∈ Ωn
0 (V) und A ⊂

M ∩ V kompakt. Dann gilt ∫
A

ω =

∫
Φ−1(A)

Φ∗(ω).
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21. Berandete Mannigfaltigkeiten

21.1 Bezeichnung. Eine beschr�ankte, o�ene Menge G im Rn ist glatt berandet, wenn

sie ein C∞-Polyeder ohne singul�aren Rand ist.

Nach Satz 20.6 ist ∂G orientierbar. Eine Karte ϕ : ∂G ⊇ U→ V ⊆ Rn−1 ist positiv
orientiert, wenn det

(
ν(x), D(ϕ−1)(ϕ(x)))

)
> 0 f�ur alle x ∈ U.

21.2 Definition. Mit Rk− = {(x1, x2, . . . , xk) ∈ Rk | xk ≤ 0} bezeichnen wir den unteren

Halbraum. Sein Rand ist ∂Rk− = {(x1, x2, . . . , xk) ∈ Rk | xk = 0}.

21.3 Bezeichnung. F�ur I = {i1, . . . , ik} mit 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n sei

dxi1 ∧ · · ·∧ d̂xi` ∧ · · ·∧ dxik = dxI\{i`}.

21.4 Theorem (Gau�scher Integralsatz f�ur Di�erentialformen). Es sei G ⊂ Rn glatt

berandet, es sei U ⊆ Rn eine o�ene Obermenge von G und es sei ω ∈ Ωn−1
0 (U).

Dann gilt ∫
G

dω =

∫
∂G

ω.

21.5 Bezeichnung. Die Untermannigfaltigkeit M ist durch Einschr�ankung der Metrik

auf dem RN selber ein metrischer Raum. Eine Menge X ⊆ M ist genau dann o�en

in M, wenn es eine o�ene Menge G im RN gibt, so dass X = M ∩ G. Die analoge

Aussage gilt f�ur abgeschlossene Mengen. Mit ∂X soll nun der Rand von X als Teil-

menge von M gemeint sein. Er besteht aus allen Punkten x ∈M, so dass jede seiner

Umgebungen sowohl einen Punkt in X, als auch einen Punkt in M \ X enth�alt.

21.6 Definition. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN. Dann ist X

eine k-dimensionale abgeschlossene, berandete Untermannigfaltigkeit vonM, wenn

es zu jedem a ∈ ∂X eine Karte ϕ : V →W von M gibt, so dass gilt

(a) a ∈ V,

(b) ϕ(X ∩ V) = Rk− ∩W,

(c) ϕ(V ∩ ∂X) = ∂Rk− ∩W.

Eine solche Karte hei�t randadaptiert

21.7 Bemerkung. (a) ∂X ⊆ X, weil Rk−1×{0} ⊂ Rk−. Insbesondere ist X abgeschlos-

sen in M.
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(b) Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN und sei X eine k-

dimensionale, abgeschlossene, berandete Untermannigfaltigkeit von M. Dann

gibt es einen AtlasA vonM, so dass jede Karte ϕ : V →W ausAmit V∩∂X 6= ∅
randadaptiert. Ein solcher Atlas hei�t randadaptiert bzgl. X.

21.8 Lemma. Wenn M orientierbar ist, dann gibt es auch einen orientierten,

randadaptierten Atlas.

21.9 Bemerkung. Sei X eine k-dimensionale, abgeschlossene, berandete Unterman-

nigfaltigkeit einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M des RN. Dann ist ∂X

eine (k− 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN.

21.10 Lemma. Sei X eine k-dimensionale, abgeschlossene, berandete Unterman-

nigfaltigkeit einer k-dimensionalen, orientierbaren UntermannigfaltigkeitM des

RN. Dann ist auch ∂X orientierbar.

Die Orientierung wird dabei wie folgt gew�ahlt: Ist a ∈ ∂X und ist ϕ : V → W

eine positiv orientierte, randadaptierte Karte f�ur eine Umgebung von a, so ist

ρ : V ∩ ∂X→W ∩ (Rk−1 × 0), x 7→ (
(−1)k−1ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕk−1(x)

)
eine positive orientierte Karte von ∂X.
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22. Der Satz von Stokes

22.1 Theorem (Integralsatz von Stokes). Sei U ⊆ RN o�en, sei M ⊆ U eine ori-

entierte, n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und sei ω ∈ Ωn−1
1 (U). Sei X

eine n-dimensionale, abgeschlossene, berandete Untermannigfaltigkeit von M.

Es sei X kompakt, und ∂X trage die induzierte Orientierung. Dann∫
X

dω =

∫
∂X

ω.

22.2 Korollar. Sei U ⊆ RN o�en, sei M ⊆ U eine kompakte, orientierte, n-

dimensionale Untermannigfaltigkeit und sei ω ∈ Ωn−1
1 (U). Dann∫

M

dω = 0.

22.3 Bemerkung. Es sei S eine orientierte , zweidimensionale Untermannigfaltigkeit

des R3 und es sei n : S→ R3 die Normalenabbildung wie in Satz 20.6. Ferner sei X ⊆ S
eine zweidimensionale, abgeschlossene, berandete Untermannigfaltigkeit von S und

ν : ∂X → R3 das �au�ere Einheitsnormalenfeld an ∂X. F�ur a ∈ ∂X sei τ(a) ∈ Ta(∂X)
dasjenige Element der L�ange 1, f�ur welches

det(n(a), ν(a), τ(a)) > 0.

Dann ist τ das positiv orientierte Tangenteneinheitsvektorfeld an ∂X. (Die Vek-

toren n(a), ν(a) und τ(a) bilden ein rechtsh�andiges Dreibein.)

22.4 Satz (Klassischer Integralsatz von Stokes). In der Situation von Bemer-

kung 22.3 seien U eine o�ene Obermenge von X und w ∈ C1(U,R3). Dann
gilt ∫

X

〈rotw,n〉 dσ2 =
∫
∂X

〈w, τ〉 dσ1.

22.5 Bemerkung. In der Situation von Satz 22.4 sei a ∈ U, und n ∈ R3 sei ein

beliebiger fester Einheitsvektor. Wir setzen S =
{
x ∈ R3

∣∣〈x− a, n〉 = 0} und Xr =

{x ∈ S|‖x− a‖2 ≤ r}. Dann gilt

〈rotw(a), n〉 = lim
r↘0

1

πr2

∫
Xr

〈rotw,n〉 dσ2 = lim
r↘0

1

πr2

∫
∂Xr

〈w, τ〉 dσ1.

22.6 Satz. Es seien U ⊂ R3 und I ⊂ R o�en. Es seien E, B : U × I → R3 von der

Klasse C1. Es sind �aquivalent:
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(a) rotE = −
∂B

∂t
.

(b) F�ur jedes a ∈ U, jeden Einheitsvektor n ∈ R3 und jede zweidi-

mensionale, abgeschlossene, berandete Untermannigfaltigkeit X von S ={
x ∈ R3

∣∣〈x− a, n〉 = 0} gilt
d

dt

∫
X

〈B,n〉 dσ2 = −

∫
∂X

〈E, τ〉 dσ1.

B und E verstehen wir als zeitabh�angige Vektorfelder. Wenn E des elektrische und

B das Magnetfeld ist, dann ist (a) die Maxwellsche Gleichung.
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23. Der Brouwersche Fixpunktsatz

23.1 Lemma. Sei n ≥ 2. In Rn \ {0} betrachten wir die (n− 1)-Form

σ =
1

‖x‖n2

n∑
j=1

(−1)j−1xj dx1 ∧ · · ·∧ d̂xj ∧ · · ·∧ dxn.

Dann dσ = 0 und
∫
Sn−1

σ 6= 0.

23.2 Lemma. Sei U eine o�ene Obermenge der abgeschlossenen Einheitskugel

B = {x ∈ Rn | ‖x‖2 ≤ 1} und sei ρ : U → Sn−1 eine glatte Abbildung. Dann

existiert x ∈ Sn−1 mit ρ(x) 6= x.

23.3 Lemma. F�ur r > 1 sei B(r) = {x ∈ Rn | ‖x‖2 < r}. Es sei f : B(r) → B eine

glatte Abbildung. Dann besitzt f einen Fixpunkt.

23.4 Satz (Brouwerscher Fixpunktsatz). Sei f : B → B stetig. Dann besitzt f einen

Fixpunkt.

23.5 Korollar. Sei W hom�oomorph zu B und sei f : W → W stetig. Dann besitzt f

einen Fixpunkt.

23.6 Satz. K ⊂ Rn sei kompakt und konvex und besitze mindestens einen inneren

Punkt. Dann ist K hom�oomorph zur abgeschlossenen Einheitskugel B des Rn.

23.7 Satz (Satz von Frobenius und Perron). Sei A ∈ Rn×n eine Matrix, deren

s�amtliche Eintr�age nichtnegativ sind. Dann besitzt A einen Eigenvektor mit

nichtnegativen Eintr�agen.

66


	Maß- und Integrationstheorie
	Quader und Figuren
	-Algebren und Maße
	Kompakte Mengen
	Das Lebesgue-Maß
	Messbare Abbildungen
	Integrationstheorie
	Das Lebesgue-Integral
	Grenzwertsätze
	Der Satz von Fubini
	Die Transformationsformel
	Lp-Räume
	Die Faltung

	Vektoranalysis
	Die Hausdorff-Dimension
	Untermannigfaltigkeiten des  RN 
	Tangentialräume und Extrema unter Nebenbedingungen
	Integration auf Mannigfaltigkeiten
	Zerlegungen der Eins
	Der Gaußsche Integralsatz
	Differentialformen
	Orientierte Untermannigfaltigkeiten
	Berandete Mannigfaltigkeiten
	Der Satz von Stokes
	Der Brouwersche Fixpunktsatz


