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Teil |.

MaB- und Integrationstheorie



1. Quader und Figuren

Ausgangsfragen

(a) Wenn ein Punkt keine Ausdehnung hat, wie kann dann ein Intervall eine posi-
tive Lange besitzen, obwohl es aus Punkten besteht?

(b) Eine Bewegung ist eine Verkniipfung von Translationen und Rotationen.

Das Banach-Tarski-Paradozon sagt aus: Es gibt endlich viele disjunkte Men-
gen Ay,..., A, mit A;U---UA, = {x € R®| x| < 1} und Bewegungen By, ..., B,,
so dass Bi(A1)U- - -UBk(Ay) ={x € R3 | |x| < T} und By, 1(Ar1)U---UBL(A,) =
{x eR®||x—(2,0,0)] < 1}

Antworten

(a) Bei (a) postuliert man implizit eine “{iberabzdhlbare Additivitdt”. Das ist zu
viel verlangt.

(b) Es gibt also Mengen, denen kein Volumen zugeordnet werden kann. Der Ausweg
besteht darin, ein System von messbaren Mengen zu erklaren, welches man mit
den “normalen” Mengenoperationen nicht verladsst.

Einen Artikel von Prof. Dr. R. Winkler von der TU Wien zum Banach-Tarski-
Paradoxon findet man unter http://dmg.tuwien.ac.at/winkler/pub/bantar.
pdf.

Los geht's

1.1 Bezeichnung. Die Potenzmenge einer Menge X wird mit P(X) bezeichnet.
1.2 Definition. Fiir a = (ay,...,a,) und b = (by,...,b,) im R™ definiert man

Cle — algblfurlglgn,
a<b & aqi<bifirl <i<n.
Ist a < b, so definiert man [a,b[ = {x € R" | a < x < b}. Die Menge [a,b][ ist

ein halboffener, achsenparalleler Quader im R". Die Menge aller Quader im R"
bezeichnet man mit Q™.


http://dmg.tuwien.ac.at/winkler/pub/bantar.pdf
http://dmg.tuwien.ac.at/winkler/pub/bantar.pdf

1. Quader und Figuren

Fiir [a,b[ € Q™ ist
An(la,b]) = (b1 —a;) - (b —az) ... (by — an)

das Volumen von [a, bl.
Eine Vereinigung von endlich vielen Quadern im R"™ heifit Figur in R". Es sei F™
die Menge aller Figuren im R™.

Wenn in dieser Vorlesung das Wort “Quader” verwendet wird, ist immer ein halb-
offener, achsenparalleler Quader gemeint.

1.3 Lemma. Jede Figur ist disjunkte Vereinigung von endlich vielen Quadern.

1.4 Definition. Seien X eine Menge und R C P(X). R ist ein Ring von Teilmengen
von X, wenn

(@) D eR.
(b) Sind A,B € R,soist AUB € R.
(c) Sind A,B € R,soist A\B e R.
1.5 Satz. F™ ist ein Ring von Teilmengen von R™.

1.6 Definition. Seien X eine Menge und R ein Ring von Teilmengen von X und sei
iw: R — RU{oo} eine Abbildung.

(a) p ist ein Inhalt, wenn
(i) u©) =o.
(i) wn(A) > 0 fiir alle A € R.
(iii) (Additivitdt) Sind Aq, Ay, ... AN € R paarweise disjunkt, so gilt

N N
H( U Am> = Z H(Am)-
m=1 m=1

(b) Wenn p ein Inhalt ist und zusétzlich noch die folgende Eigenschaft (iii’) besitzt,
dann ist p ein Pramaf.

(iii") (o-Additivitdt) Sind Aq,A,, -+ € R paarweise disjunkt und ist [ J>°_; A, €

R, so gilt
U’( U Am) = Z H(Am)-
m=1 m=1

Bemerkung. Man beachte, dass aus den Eigenschaften eines Rings nicht folgt, dass
Ui Am € R.



1.7 Lemma. Fiur n € N sez
A(la, b)) = (b1 —ay) - (b —ay) -+ (by —a,) fir alle [a,b[ € Q™.

Ferner sexr Q € Q" disjunkte Vereinigung endlich vieler Quader Py,...,P,, € O™
Dann

1.8 Lemma. Fiir jede disjunkte Vereinigung F = UE:] Q; von Quadern setzen wir

An(F) = ZE:] An(Qj) fiir das A, aus dem vorigen Lemma. Dann 1st A, ein Inhalt.



2. o-Algebren und MaBe

2.1 Definition. Es sei X eine Menge. Eine Teilmenge A C P(X) ist eine o-Algebra,
wenn

(a) A ist ein Ring von Teilmengen von X.
(b) X € A.
(c) Ay,Ay,---€ A, dann U, A € A

2.2 Lemma. Der Durchschnitt von beliebig vielen o-Algebren ist eine o-Algebra
n X.

2.3 Satz. Zu jeder Teilmenge T won P(X) gibt es eine kleinste o-Algebra A(T)
n X, die T enthdlt.

2.4 Beuwspiel. Sei X ein metrischer Raum, 7 die Menge aller offenen Teilmengen
von X. Die kleinste o-Algebra, die 7 umfasst, ist die o-Algebra der Borel-Mengen
von X. Sie wird mit B(X) bezeichnet.

2.5 Definition. Ein Pramaf auf einer o-Algebra bezeichnet man als Maf$ auf A.

2.6 Definition. (a) Ein Paar (X,.4) aus einer Menge X und einer o-Algebra A auf X
bezeichnet man als Messraum. Die Elemente von A heiflen messbar (beziiglich
der o-Algebra A).

(b) Ein Tripel (X,.4,u) aus einer Menge X, einer o-Algebra .4 auf X und einem
Maf p auf A bezeichnet man als Mafiraum.

2.7 Bemerkung. Ist (X, A, u) ein Mafiraum, und sind A; C A; C A3 C --- C X
messbar, so ist A =[J°°; A, messbar mit pu(A) = limy,_, n(An).

2.8 Definition. Ein dufleres Maj$ auf einer Menge X ist eine Abbildung n: P(X) —
R U {co} mit den folgenden Eigenschaften:

(a) n(0) =o0.
(b) Fiir alle A C B C X gilt n(A) <n(B).

(c) Fiir jede Folge (A, )nen von Teilmengen von X gilt 1 (Uff:] An> <Y 2 n(An).



2.9 Beispiel. Die folgende Abbildung ist ein dufleres Maf3

0, A=,
n(A) _{1, A # 0.

2.10 Bezeichnung. Es sei n: P(X) — R U {co} ein duferes MaR. Eine Menge A C X
heifit n-messbar, wenn fiir jedes Q C X gilt

n(Q) =n(QNA)+n(Q\A).
2.11 Bemerkung. (a) Jedes A mit n(A) =0 oder n(X\ A) =0 ist n-messbar.
(b) A ist genau dann n-messbar, wenn fiir jedes Q gilt n(Q) >n(QNA)+n(Q\A).

(c) A ist genau dann n-messbar, wenn fiir jedes Q mit n(Q) < oo gilt n(Q) >
n(QNA)+n(Q\A).

2.12 Satz (Carathéodory 1914). Ist n: P(X) —» RU{oo} ein dufleres Maf, so ist
A, ={A CX| A ist n-messbar}

eine o-Algebra, und die Ewnschrdnkung von n auf A, ist ein Mafs.
Insbesondere st n-Messbarkeit dasselbe wie Messbarkeit beztiglich A,,.

2.13 Satz. Seien X eine Menge, R ein Ring von Teilmengen von X und 1 ein
Inhalt auf R. Fir beliebiges A C X setze

W(A) = inf{i u(By) ’ VkeN:B eR, AC G Bk}
k=1 k=1

(dabei inf() = o0o). Dann ist u* ein dqufBeres Mafs auf X und alle A € R sind
w*-messbar.

2.14 Theorem (MaBfortsetzungssatz von Carathéodory). Seien X eine Menge, R ein
Ring von Teilmengen von X und p ein Pramafl auf R. Dann kann | zu einem
Maf3 auf der o-Algebra A, fortgesetzt werden.

2.15 Definition. Ein Pramaf} auf einem Ring R von Teilmengen von X heift o-endlich,
wenn es eine Folge E;, E;,... in R gibt, so dass

(a) E] QEZQ

(b) X =Un_i Em-

(c) n(En) < oo fiir alle m.



2. o0-Algebren und Mafle

2.16 Satz (Eindeutigkeitssatz). Es set R ein Ring von Teilmengen von X und es
sei w ewn o-endliches Pramafl auf R. Der im Mafifortsetzungssatz konstruier-
te Mafraum werde mit (X, Ay, u*) bezeichnet. Die kleinste o-Algebra, die R
umfasst, werde mit A(R) bezeichnet. Wenn v ein Mafl auf A(R) ist, so dass
w(A) =v(A) fir alle A € R, dann gilt v(A) = w*(A) fir alle A € A(R).

Bevor ich im liberndchsten Abschnitt das Lebesgue-Maf} einfiihre, erwdhne ich zwei
Mafe, die man ohne den Fortsetzungssatz bekommt.

2.17 Beisptiel. (a) Sei X eine beliebige Menge. Fiir jede Teilmenge M von X sei
(M) die Anzahl der Elemente von M. Dann ist (X,P(X),u) ein Mafiraum.
Das Maf} p ist das Zdhlmaf$ auf X.

(b) Fiir a € R™ und M C R™ sei

1 M
s M)y=4 0 ¢S
0, a¢ M.

Dann ist (R™, P(R"),d,) ein Mafiraum. Das Maf3 6, bezeichnet man als Dirac-
Mafs.
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3. Kompakte Mengen

Wir hatten eine Teilmenge K eines metrischen Raums X als kompakt bezeichnet,
wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K hat.

Bemerkung. Wir hatten in der Analysis II gesehen, dass K C R™ genau dann kompakt
ist, wenn K abgeschlossen und beschrankt ist. (Satz von Heine-Borel).

3.1 Definition. Ein System (U;);c; von offenen Teilmengen von X ist eine offene
Uberdeckung von K, wenn K C Uie’J u;. )

Eine Menge K hat die endliche Uberdeckungseigenschaft, wenn jede offene Uber-
deckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

3.2 Definition. Sei K eine Teilmenge eines metrischen Raums X. Fiir j € | sei a; € K.
Man bezeichnet (a;)jcj als e-Netz von K, wenn K C Uje] Be(ay).

3.3 Lemma. Wenn K kompakt ist, dann hat K zu jedem € > 0 ewn endliches e-Netz.
3.4 Definition. Der Durchmesser einer Menge A C X ist gleich sup{d(x,y) | x,y € A}
€ RU{oo}.

3.5 Definition. Sei (U;);c; eine offene Uberdeckung von K. Wenn es ein A > 0 gibt, so
dass alle Teilmengen von K mit Durchmesser < A in wenigstens einem U; enthalten
sind, dann bezeichnet man A als Lebesgue-Zahl der Uberdeckung.

Beispiel. Durch Uy = ]—oo, [ und Uj = Jj — 1,j + [ fiir j € N wird eine offene
Uberdeckung (U;)jen, von R gegeben. Sie besitzt weder eine endliche Teiliiberdeckung
noch eine Lebesguezahl.

3.6 Satz. F4ir eine Teilmenge K eines metrischen Raums X sind gleichwertig:
(a) K st kompakt.
(b) K besitzt die endliche Uberdeckungseigenschaft.

(c) Jede offene Uberdeckung von K besitzt eine Lebesque-Zahl, und K besitzt
zu jedem € > 0 ewn endliches e-Netz.

(d) Falls (A;)je; emn System abgeschlossener Mengen in X mit KﬁﬁjeI A; =0 st
dann gibt es eine endliche Teilmenge {j1,...,jn} von ], so dass KN(_; Aj, =

0.
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3. Kompakte Mengen

Beuspiel. Es sei X irgendeine unendliche Menge, die mit der diskreten Metrik verse-

hen ist
O> X =1,
d(X>y):
1, x#uy.

Dann ist ({x})xex eine offene Uberdeckung von X. Sie besitzt die Lebesguezahl %,
aber X besitzt kein endliches e-Netz, falls € < 1.
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4. Das Lebesgue-Mal3

4.1 Satz. Es gibt genau ein Pramafl A\, auf F™ mat
}\n([a)bD = (b1 - a]) : (bz - aZ) e (bn - an) fur alle [Cl,b[ € Qn-

4.2 Satz. Set ||-|| esne Norm auf dem R"™ und sei B.(a) ={x € R" | ||x —a|| < 1}.
Fiir jede offene Menge G C R" existieren eine Folge (a;)jeny tn G und eine Folge
(vj)jen pOSIUtIvEr Zahlen, so dass

o0

G =B, (q).
j=1
4.3 Satz. Ser A(F") die von den Figuren erzeugte o-Algebra. Dann A(F") =
B(R™).

4.4 Definition. Sei A, das in Satz 4.1 auf F" erklarte Pramaf, und sei (A,)* das zu-
gehorige duflere Maf. Die o-Algebra A(,,)- besteht aus den Lebesgue-messbaren
Mengen. Man bezeichnet sie mit £". Die Einschrankung von (A,)* auf £™ wird wie-
der mit A, bezeichnet.

4.5 Bemerkung. Ist (X, A, u) ein Mafiraum mit metrischem X und B(X) C A, dann
bezeichnet man p als Borelmafs. Das Lebesgue-Ma$ ist ein Borelma$.

4.6 Satz. Sex A C R™ beschrankt. Dann sind dquivalent:
(a) A € L.

(b) Zu jedem j € N gibt es Fj,G; € B(R"), so dass F; C A C Gj und A, (G;j \
F) < % Dabei kann Gj als abzdhlbare Vereinigung von Quadern und F; als
abzahlbarer Durchschnitt von Figuren gewdhlt werden.

(c) Es gibt FG € B(R") mit FCA C G und A\ (G\F) =0.
Im Fall (c) gilt \y(A) = AL (F) = A (G).

4.7 Definition. Sei (X, A, i) ein Mafiraum. Mengen M € A mit u(M) = 0 bezeichnet
man als Nullmengen.
Das Maf} u ist vollstdndig, wenn alle Teilmengen von Nullmengen p-messbar sind.

4.8 Korollar. Das Lebesgue-Maj 1st vollstandzig.
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4. Das Lebesgue-Maf3

Das hatten wir auch bereits in Bemerkung 2.11 gesehen.

4.9 Korollar. Seien —oo < aj < bj < oo fiir j = 1,...,n. Sei [[}]a;,b[ € M C

[[Zilaj, bj]. Dann ist M Lebesgue-messbar mit A (M) = [ [, (b — aj).

4.10 Definition. Fiir a € R™ ist t,: x — x + a die Translationsabbildung um den
Vektor a.

Ein Maf3 p auf dem R™ heif3t translationsinvariant, wenn fiir jedes a € R™ und
jede messbare Menge A auch t,(A) messbar ist mit p(A) = p(t.(A)).

Das Lebesgue-Maf ist translationsinvariant und das Dirac-Maf ist nicht translati-
onsinvariant.

4.11 Satz. Ser w ein Maf auf B(R"™) mat den folgenden Eigenschaften:
(a) n ist translationsinvariant.

(b) Es gibt eine beschrdnkte Menge B € B(R™) mit nichtleerem Inneren, so
dass 0 < u(B) < co.

Dann gibt es etn C > 0, so dass w(A) = CAL(A) fir alle A € B(R").
4.12 Satz. R 1st tiberabzdhlbar.

4.13 Beispiel (Vitali). Es gibt eine Menge M C R, die nicht Lebesgue-messbar ist.
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5. Messbare Abbildungen

5.1 Definition. Sein (X,.4) und (Y, B) Messrdume. Eine Abbildung f: X — Y heif}t
messbar, wenn fiir jedes B € B gilt f'(B) € A.

5.2 Beispiel. Sei (X, A) ein Messraum. Die charakteristische Funktion xa von A
ist definiert durch

1, x€eA,
Xxa: X—=R xax)=<¢"
" ’ " 0, x¢&A.

Xa 1st genau dann eine messbare Funktion, wenn A eine messbare Menge ist.

5.3 Satz. Seien X und Y metrische Rdume und set A eine o-Algebra auf X mait
B(X) C A. Ferner sei1 Y mit der o-Algebra B(Y) der Borelmengen versehen. Falls
f: X =Y stetig 1st, so ist f messbar.

5.4 Bezeichnung. (a) Wir setzen R = R U {—o00, co}.

(b) R wird angeordnet durch

x <Y, x,y € R,
X <Y & QY F—00, X=—00,

X #o00, Y= o00.
Wir schreiben diese Ordnung ebenfalls mit dem Zeichen <.

(c) Mit dieser Ordnung ist die folgende Abbildung streng monoton

arctan(x), x € R,
2 _] y X\ X = —09,

b _
7 X = OQ.

(d) Wir machen R dadurch zu einem metrischen Raum, dass wir verlangen, dass
die Abbildung ¢ aus (c) eine Isometrie wird. Mit anderen Worten, wir setzen
d(x,y) = |@(x) — @(y)|. Somit ist die Borel-Algebra B(R) erklirt.

5.5 Lemma. B(R) ist die kleinste o-Algebra auf R, die {—oo} sowie alle halboffenen
Intervalle [a,b[, a,b € R, enthdlt.
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5. Messbare Abbildungen

Beweis. Es sei A die kleinste o-Algebra auf R, welche {—oo} sowie alle halboffenen
reellen Intervalle enthélt. Dann ist A = B(R) zu zeigen.

“C": Halboffene reelle Intervall lassen sich als Differenz zweier in R offener Mengen
schreiben. Ferner ist {—oo} abgeschlossen in R.

“J": Wegen {oo} = R\ ({—oo} U U;’; [—j,j[) liegt auch {oco} in A. Wegen ]a, b[ =

U;’i] [a + ]T,b[ liegen alle offenen reellen Intervalle in A. Ist nun G C R offen in R
so ist H = G N R offen in R. Da H wegen Satz 4.2 als abzdhlbare Vereinigung
offener Intervalle geschrieben werden kann, liegt H in .A. Schlielich unterscheidet
sich G von H nur durch Hinzufiigung einer Teilmenge von {—oo,00}. Da alle vier
Teilmengen Elemente von A sind, gilt G € A. O

5.6 Bemerkung. Da weder co — oo noch 0 - co erklirt werden konnen, erbt R keine
der beiden arithmetischen Operationen von R. Allerdings wird {x € R | x > 0} duch
die offensichtliche Addition zu einem Monoid, also einer Halbgruppe mit neutralem
Element.

5.7 Definition. Jede Abbildung f: X — R bezeichnet man als numerische Funktion.
Eine numerische Funktion f: (X,.4) — R heifit messbar, wenn f: (X,.4) — (R, B(R))
messbar ist.

5.8 Satz. Sei (X, A) ein Messraum und f eine numerische Funktion auf X. Dann
sind aquivalent:

(a) f ist messbar.

(b) Fir alle « € R st {x € X | f(x) > «} messbar.
(c) Fir alle « € R st {x € X | f(x) > o} messbar.
(d) Fir alle o € R ist {x € X | f(x) < o} messbar.
(e) Fir alle @ € R st {x € X | f(x) < o} messbar.

5.9 Satz. Seien f und g messbare numerische Funktionen auf X. Dann sind die
folgenden Mengen messbar

(a) {x € X|f(x) <g(x)},
(b) {x € X|f(x) < g(x)},
(c) {x e X|f(x) =g(x)},
(d) {x € X|f(x) # g(x)}.

5.10 Satz. (a) Seien f: (X, A) — (Y,C) und g: (Y,C) — (Z,D) messbar. Dann ist
auch gof messbar.
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(b) Seien f,g: X — R messbar. Dann sind f + g und fg messbar.

5.11 Definition. Fiir eine Folge (a,)ncy definieren wir

limsup a, = lim (sup{ax | k > n}) € R,
n—oo n—00
liminf a,, = lim (inf{ak | k > n}) € R.

n—oo

Da die Folge (sup{ay | k > n}),ey monoton fallt, existiert ihr Grenzwert. Fiir den
liminf argumentiert man genauso.

5.12 Bemerkung. Eine Folge (a,)neny konvergiert genau dann gegen a € R, wenn
limsup,_,, a, = a =liminf, ,, a,.

5.13 Satz. Seien fi,f,,... messbare numerische Funktionen.
(a) Die Funktionen sup, .y fn und inf,cy fn sind messbar.
(b) Die Funktionen limsup, . fn, und liminf, , f, sind messbar.

(c) Wenn die Folge (f,)nen punktweise in R gegen f konvergiert, dann ist f
messbar.

17



6. Integrationstheorie

In diesem Kapitel ist (X, .4, u) ein Mafiraum.

6.1 Definition. Eine Funktion f: X — R heifit nicht-negative Treppenfunktion, wenn
gilt

(a) f(x) >0 fiir alle x € X.

(b) f ist messbar.

(c) f nimmt nur endlich viele Werte an.

Mit 7 (X) bezeichnen wir die Menge der nicht-negativen Treppenfunktionen auf X.

6.2 Bemerkung. Jedes f € T+(X) ldsst sich darstellen als f = Y ", auxa, mit o > 0
und A; € A. Die Summe ) ", oip(A;) ist unabhéngig von der Zerlegung.

6.3 Definition. Fiir f € 71(X), f = Y, aiXa,, definiert man das Integral von f durch

m

Jf dp = Z oG (Ag).
i

Bemerkung. Wenn f,g € 7 (X) mit f < g, dann [fdp < [ g dp. Das folgt aus der
Unabhéngigkeit der Summe ) ", o;u(A;) von der Zerlegung.

6.4 Satz. Se: f eine messbare, nicht-negative, numerische Funktion auf X. Dann
gibt es eine wachsende Folge (gn)neny tn T 7 (X) mit f = sup,cy gn-

6.5 Lemma. Seien (f,)neny uUnd (gn)nen zwer monoton wachsende Folgen nicht-

negativer Treppenfunktionen auf X mat sup, oy fn < sup,cy gn. Dann

sup J frdp < sup J gn dp.

neN neN
Insbesondere gilt sup, oy | fn dp = sup,cy [ gn dp, wenn sup, oy fn = SUP,cy Gn-

6.6 Definition. Unter M ™ (X) verstehen wir die Menge aller messbaren, nicht-negativen
numerischen Funktionen auf X. Fiir f € M*(X) wéhlen wir eine monoton wachsende
Folge (gn)nen in 7 (X) mit f = sup, oy gn und setzen [ fdp = sup, oy | gn dp.

6.7 Korollar. Fir f,g € M*(X) mit f <g gilt [fdu < [gdp.
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6.8 Bezeichnung. Fiir eine numerische Funktion f auf X seien f* = max{f,0} und
f~ = —min{f, 0}. Dann f = f* —f~, |f| = f* 4+, und f ist genau dann messbar, wenn
f™ und f~ messbar sind.

6.9 Definition. Eine numerische Funktion f auf X heifit u-integrierbar, wenn sie messbar
ist und [ f*dp und [ f~dp endlich sind. In diesem Fall schreiben wir

deu = Jf*du— deu.

6.10 Satz. Seien f und g integrierbare numerische Funktionen auf X und set
o« € R. Dann sind auch of, |f|, max{f, g}, min{f, g} und, falls tberall definiert,
auch f + g integrierbar. Man hat

Jocfdu:ochdu und J(f+g)du:deu+Jgdu.

6.11 Beispiel. Sei u das in Beispiel 2.17 erklarte Zahlmafl auf N. Die numerischen
Funktionen sind die Folgen mit Werten in R, und diejenigen Folgen mit Werten in
[0, 0o[, die nur endlich viele Werte annehmen, sind die nicht-negativen Treppenfunk-
tionen. Eine numerische Funktion f auf N ist genau dann integrierbar, wenn sei weder
oo noch —oo annimmt und die zugehorige Reihe ) °° | f(n) absolut konvergiert. In
diesem Fall gilt [fdu =) 7, f(n).

6.12 Definition. Man sagt, eine Eigenschaft gelte u-fast tiberall, wenn die Menge aller
Punkte, die die Eigenschaft nicht haben, in einer p-Nullmenge liegt.

6.13 Beispiel. Sei f,,: R > R, f,,(x) = 127’112. Die Folge (f,(x))nen konvergiert A'-fast
iiberall gegen 1.

6.14 Satz. Fir f € M*(X) gilt [ fdu =0 genau dann, wenn f =0 p-fast uberall.

6.15 Beispiel. Sei N € A eine Nullmenge. Sei

00, X €N,
f(x) =
0, x¢N.

Dann [fdp =0.

Das bedeutet 0-co = 0, wenn 0 ein Mafl und oo ein Funktionswert ist. Offensichtlich
gilt das ebenso, wenn O ein Funktionswert und oo ein Maf ist. Wenn dagegen — wie
in der Analysis I — beide Zahlen Grenzwerte sind, dann hilft weiterhin nur eine
feinere Analyse des Wachstumsverhaltens, etwa mittels der Regel von 'Hdpital.
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7. Das Lebesgue-Integral

7.1 Bezeichnung. (a) Das Lebesgue-Integral hat besondere Schreibweisen. Statt

de)\n

f(x)dx oder J (X1, X2y« ooy X )dXg dxz ... dXy.

schreibt man auch

Jnf(x)d?\n(x) oder J

n

(b) Das Lebesguemafl wird hédufig auf Teilmengen eingeschrankt. Ist also Y C R™
Lebesgue-messbar, so ist LM(Y) ={X C Y | X € L"} eine o-Algebra auf Y. Die
Einschrankung von A,, auf £"(Y) ist ein Maf} auf Y. Statt ff dA,. |y schreibt man
Jy fdA, oder [, f(x)dA,(x) oder dhnliches. Beachte

(RS P CS LS EIGSE

Y n

Im Unterschied zum Riemann-Integral schreibt man beim Lebesgue-Integral
also immer eine Menge an das Integralzeichen.

7.2 Bemerkung. Wir wiederholen aus der Analysis [

(a) Eine Funktion f: [a,b] — R ist eine Riemannsche Treppenfunktion, wenn es
einneNund a =%y < x; <--- <X, =Db gibt, so dass f auf den Intervallen
Ixx_1, X[ konstant ist. In diesem Fall ist

Jb f(x) dx = i f(xlﬂT—ka) (% — X3—1).
a k=1

Den Raum der Riemannschen Treppenfunktionen bezeichnen wir mit 7gz[a, b].

(b) Fiir eine beschrénkte Funktion f: [a,b] — R sind Ober- und Unterintegral wie
folgt definiert

*

b

—_—

f(x)dx = inf{J

a

b(x)dx | b € Trla,bl, b > £,

b

e——— g R

f(x)dx = sup{J

a

@(x)dx ) @ € Trla,bl, @ < f}.

*

o
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(c) Eine beschrankte Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar, wenn
b b

J f(x)dx = J f(x)dx. Den gemeinsamen Wert bezeichnet man mit jz f(x)dx.

7.3 Satz. Sei f: [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann ist f Lebesgue-integrierbar
und es gult

r f(x)dx = J fdA;.

a [a,b]

Bemerkung. In Elstrodt, Beispiel IV.6.2¢), wird eine Funktion angegeben, die zwar
Riemann-integrierbar, aber nicht Borel-messbar ist.

7.4 Definition. Eine elementare Treppenfunktion im R"™ ist eine Funktion der Form
Zj";] ajXQ; mit Q; € Q" und a; € R. Die Menge aller elementaren Treppenfunktionen
bildet einen R-Vektorraum, der mit 7,(R") bezeichnet wird.

7.5 Satz. Sei f eine A, -integrierbare, numerische Funktion auf dem R"™. Zu jedem
e > 0 gibt es eine elementare Treppenfunktion t mit [|f — t|dA, < e.
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8. Grenzwertsatze

8.1 Theorem (Satz iiber monotone Konvergenz, Satz von Beppo Levi). Se: (X, A4, n)
ein Mafraum und ser f; < f, < ... eine monoton wachsende Folge in M™(X).
Dann

J lim f,du = lim andu.

n—oo

8.2 Beispiel. Das Wort “wachsend” kann nicht durch “fallend” ersetzt werden. Sei
namlich f, = Xm,o)- Dann bilden die f, eine monoton fallende Folge in M*(R). Fiir
jedes n gilt [ f,dA\; = oo, aber [ lim,_,, fdA; = 0.

8.3 Satz (Lemma von Fatou). Set (f,)nen eine Folge in M™(X). Dann ist die Funk-
tion liminf, . f, n M (X) und

Jlim inf f,du < liminf J f.du.

n—oo n

8.4 Beisptel. Sei f,(x) = max{0, 1—[x—n|}. Dann [ f,dA; = 1, aber liminf, ey f(x) =
0 fiir alle x.

8.5 Theorem (Satz iiber majorisierte Konvergenz, Lebesguescher Grenzwertsatz). Se:
(fu)nen eine Folge integrierbarer numerischer Funktionen auf X, die fast tiberall
punktweise gegen eine messbare, numerische Funktion f konvergiert. Es gebe
eine integrierbare numerische Funktion g auf X, so dass |f,(x)| < g(x) fir alle
x € X, n € N. Dann st f integrierbar und

Jf du = lim andu.
n—oo
Es gilt sogar lim,_,« [|fy —f|dp = 0.

Beuspiel. Beispiel 8.4 zeigt, dass man auf die Majorante nicht verzichten kann.

8.6 Satz. Eine uneigentlich Riemann-integrierbare Funktion f ist genau dann
Lebesgue-integrierbar, wenn |f| uneigentlich Riemann-integrierbar ist.

sin(x)

Bemerkung. Also ist beispielsweise die Funktion f(x) = =~ iiber R nicht Lebesgue-
integrierbar.
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8.7 Bezeichnung. Seien I ein offenes Intervall und (X, .4, u) ein Mafiraum. Sei f: IxX —
R eine Abbildung. Wenn
li f(t) X) - f(t0> X)
im
t—to t— to

existiert, so schreiben wir 3 (to, x) fiir den Grenzwert.
Ferner definieren wir fiir jedes t € I die Abbildung f;: X — R, fi(x) = f(t, x).

8.8 Satz. f: I x X — R habe die folgenden Eigenschaften
(a) Fir alle t € 1 ist f; integrierbar.
(b) Fir alle (t,x) € I x X ezistiert %(t,x).

(c) Es gibt eine integrierbare, numerische Funktion g mit ‘g—{(t,x)‘ < g(x) fir
alle (t,x) € I x X.

Defintert man nun F: I — R durch F(t) = [ f(t,x)dp(x), so gelten
(1) F ist differenzierbar.
(2) (51),: X = R ist integrierbar fiir jedes t € I.
(3) F'(t) = [ 3(t,x)du(x) fir jedes t € 1.

8.9 Beuspiel. Sei f(t) = J"iooo e cos(tx)dx. Aus dem Satz folgt mittels partieller
Integration

f'(t) = — Joo xe ™ sin(xt)dx = — JOO

—00

t 2 __E
7€ cos(xt)dx = zf(t).

—00

Aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen wissen wir nun, dass

f(t) = Ce™/* fiir C :J e dx.

—00

Wir werden in einem der nichsten Kapitel zeigen, dass C = /7.
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9. Der Satz von Fubini

In diesem Kapitel sind n, m € N mit n+m = N. Die Elemente des RN werden hiufig
als Paare (x,y) mit x € R™ und y € R™ geschrieben.

9.1 Bezeichnung. Fiir E C RN, x € R™ und y € R™ setzen wir

Ex :{ﬂ cR™ | (X>ﬂ) € E})
BV ={{ e R" | (& y) € E}L.

0.2 Satz. Sei E € LN. Dann g¢ibt es eine Lebesgue-Nullmenge A C R", so dass

(a) Fir jedes x € R\ A st E, € L™.

(b) Die numerische Funktion

. {Am(EX), x € R"\ A
0, x €A,
1st auf R™ Lebesgue-messbar.

(c) A\(E) = fRn\A Am(Ex) dAL(x).

Entsprechendes gilt, wenn man x und y vertauscht.

9.3 Korollar (Cavalierisches Prinzip). Seien E,F € B(RN) mit A (E.) = An(Fy) fiir
alle x € R™. Dann AN(E) = An(F).

9.4 Korollar. E € LN ist genau dann eine Nullmenge, wenn
An(Ex) =0 An-f. 4.

9.5 Bezeichnung. Wenn A eine Lebesgue-Nullmenge und g eine Lebesgue-messbare
numerische Funktion auf R™\ A ist, dann gibt es eine Lebesgue-messbare numerische
Funktion g auf dem R", die in R™ \ A mit g iibereinstimmt. Da [ g dA, nur von g
abhangt, setzen wir

Jgd?\TL :J§dAn.

Mit dieser Setzung liest sich Aussage (c) des Satzes wie folgt

(C/) }\N(E) = J‘Am(Ex)d)\n(x)
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9.6 Beispiel. Sei E = {(x,y) € R? | x> +y? < 1} der Einheitskreis. Nach Cavalieri
erhalten wir

1 /2
A\ (E) = 2J V1—y2d\y) = 4J V1 —yidy = 4J cos(t)?dt = .
9.7 Satz (Tonelli). Se: f eine nicht-negative, Lebesgue-messbare, numerische Funk-
tion auf dem RN. Dann ezistiert eine Lebesque-Nullmenge A C R™, so dass fiir
jedes y € R™\ A die Funktion x — f(x,y) Lebesgue-messbar ist. Ferner ist die
numerische Funktion g(y) = [f(x,y)dA.(x) auf R™\ A Lebesgue-messbar, und

es gilt

| mwaneu = gmart = | (j f(x,y)dxn(x)>dxm(y)
RN m n

m | (J mf(x,y)dxm(y)) Ao ().

9.8 Theorem (Fubini). Sei f eine Lebesgue-integrierbare numerische Funktion auf
dem RN. Dann ezistiert eine Lebesgue-Nullmenge A C R™, so dass fiir jedes
y € R™\ A die Funktion x — f(x,y) Lebesgue-integrierbar ist. Ferner ist die
numerische Funktion g(y) = [ f(x,y)dA.(x) auf R™\ A Lebesgue-integrierbar,
und es gult

9(y)dAm(y) =j (J nf(x,y)d%n(X)>d7\m(y)

- (J mf(x,y)dxm(y)) Ao ).

Bemerkung. In der Praxis zeigt man die Intergrierbarkeit von f erst mit dem Satz
von Tonelli und berechnet dann den Integralwert mit dem Satz von Fubini.

9.9 Beispiel. Sei

JRN f(x,y)dAn(x,y) :J

m m

1
L >y,
fx,y) = {x“ A

Den Graphen von f zeigt Abbildung 9.1.
Fiir festes y € [0, 1] gilt

v "1 1 1
fx,y)d(x) = —| Sdx+ | dx=———1+—-=—1.
(0,11
Dagegen gilt fiir festes x € [0, 1]
1 "1 1 1
fxyldaly)=| sdy—| sdy=-+1—--=1.
(0,1 0 Yy
Daher [} [(o, T y)dN (%) dAi(y) = =1 und [y [1oq FO6Y)dA (y) dA (x) = 1. We-

gen des Satzes von Fubini folgt, dass f nicht integrierbar ist.
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9. Der Satz von Fubini

0.6

0.8 1.0
1.0

Abbildung 9.1.: Graph der Funktion aus Beispiel 9.9

9.10 Beispiel. Betrachte fiir R > 0 die Funktion f: [0,R] x [0,00] — R, f(x,y) =
e sin(x). Diese Funktion ist stetig, also messbar. Es gilt |[f(x,y)| < xe™, also
nach Tonelli

R poo R
J If(x,y)|dA; < J xe dA; :J J xe ¥dy dx = J 1dy =R.
[0,R] % [0,00[ [0,R]x [0,00[ 0 Jo 0
Also kann der Satz von Fubini angewandt werden

R oo R o o s
Jo foowan = || Tsintoeayax = |55 ax o |5 M
[0,R1 % [0,00] 0 Jo . X -

da uns die Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals bereits aus der Analysis I
bekannt ist.

Andererseits ist fiir festes y die Funktion x — —
funktion von x — e ™ sin(x). Daher

e Xy
y2+1

(ysin(x)+cos(x)) eine Stamm-

oo rR
J f(x,y)dA; = J J sin(x)e dx dy
[0,R] % [0,00] 0 Jo

1 e—Ry .
a J[o,m[ (yz +1 y2+1 (ysin(R) + COS(R)) dn (y).
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Fiir geniigend grofes C ist ;o7 eine Majorante des Integranden. Wir erhalten also

aus dem Lebesgueschen Grenzwertsatz
limJ f(x,y)dA J ] dA; (y)
R0 JioRix (000l 0,00l Y2 1

Wir haben gezeigt

N

ax ="
0 X x 2

J‘X’ sin(x) s

Bemerkung. Die Satze von Fubini und Tonelli gelten auch in allgemeineren Situatio-
nen. Die Hauptschwierigkeit besteht dabei in der Konstruktion des Produktmafes.
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10. Die Transformationsformel

Filir eine Abbildung ®: U — R™, wobei U C R" offen, hatten wir mit D®(x) €
R™ ™ die Jacobi-Matrix bezeichnet. Sie besteht aus den partiellen Ableitungen der
Komponenten von ®. Ein C'-Diffeomorphismus ®: U — V ist eine bijektive C'-
Abbildung, deren Inverse ebenfalls von der Klasse C' ist; das ist nur méglich fiir
n=m.

Auf dem R™™™ verwenden wir in diesem Abschnitt die Matrixnorm, die zur Supre-
mumsnorm gehort, also

JAl = sup [Ax]w.

lIxlloo<1

Mit E, bezeichnen wir die n x n-Einheitsmatrix.

10.1 Definition. (a) Eine Matrix M € R™*" heifit orthogonal, wenn M invertierbar
ist mit MT = M. (Hierbei ist M" die Transponierte von M.) Die Gruppe aller
orthogonalen n x n-Matrizen wird mit O(n) bezeichnet.

(b) Die Gruppe aller invertierbaren n x n-Matrizen iiber einem Kérper k wird mit
GL, (k) bezeichnet.

Aus der Linearen Algebra weifl man:

10.2 Satz. Ewne Matrix M € R™" 1st genau dann orthogonal, wenn die durch
v —= Mv gegebene Abbildung ldngenerhaltend beziiglich der euklidischen Norm
1st.

10.3 Lemma. Jede Matriz M € GL,(R) ldsst sich schreiben als M = $;DS,, wober
S1,S; orthogonale Matrizen und D eine Diagonalmatriz mit positiven Eintrdgen
sind.

10.4 Lemma. Se: T € O(n). Dann T(M) € L™ und A\, (T(M)) = A (M) fiir alle
M e LN,

10.5 Lemma. Se:r T € GL,(R) eine Diagonalmatric mit positiven Diagonalein-
tragen. Dann T(M) € L™ und A (T(M)) = det(T)A(M) fiir alle M € LN.

10.6 Satz. Sex T € GL,(R). Dann T(M) € L™ und A, (T(M)) = |det(T)|A(M) fiir
alle M € L™,

10.7 Satz. Ser U C R™ offen, ser T € GL,(R), und sex V:=T(U).
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(a) Ist A C U Lebesgue-messbar, so gilt

A(T(A)) = JA|det(T)|dAn.

(b) Ist f: V — R wntegrierbar, so ist auch fo T integrierbar.

(c) Ist f: V — R integrierbar, so gilt

j f(y)dAn(y) =J F(Tie)det (T) | dAn ().
T(U) u

10.8 Lemma. Seien U,V C R" offen und sei ®: U — V ein C'-Diffeomorphismus.
Fir jede Borelmenge M C U ist ®(M) eine Borelmenge.

Bezeichnung. Fiir a € R™ und r > 0 bezeichnen wir mit W(a,r) den halboffenen
Wiirfel [a—r,a+1r[ = H]T‘:] [a; — 1, a; + 7[. Bezeichnet man die offene r-Kugel um a
in der co-Norm mit B°(a), so gilt B,(a) C W(a,r) C Efo(a).

10.9 Lemma. Sez U C R" offen, set W(a,r) C U ewn halboffener Wiirfel und se:
®: U — V ein C'-Diffeomorphismus, fiir welchen ein e € ]0,1[ existiert, so dass
[D®(x) — En|| < 5 fiir alle x € W(a,1). Dann gilt fiir jedes d <

O (W(a,d)) € W(D(a), (1 + €)8).

10.10 Lemma. Seien U,V C R" offen und sei ®: U — V ein C'-Diffeomorphismus.
Sei Q ein achsenparalleler Quader mit Q C U. Dann

M(@(Q)) < | [det(DO X))
Q
10.11 Definition. Sei X ein metrischer Raum.

(a) Fiir jedes A C X mit () # A wird die Distanzfunktion gegeben durch

dist(x, A) == inf{d(x,y) |y € A}

(b) Sei U C X offen. Ein kompakte Ausschépfung von U besteht aus einer Folge
K; C K; C --- C U kompakter Mengen, so dass Uff’:] K, =U.

10.12 Lemma. (a) Fir x,y € X gult |dist(x, A) —dist(y, A)| < d(x,y).
(b) Jede offene Menge U C R™ besitzt eine kompakte Ausschépfung.

10.13 Lemma. Fir ® wie in Lemma 10.10 set M C U Lebesgue-messbar. Dann
ist ®(M) Lebesgue-messbar mit

A(®(M)) < JM det(DO(x))]| dAn ().
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10. Die Transformationsformel

10.14 Satz (Transformationssatz). Seien U,V C R™ offen und set ®: U — V ein
C'-Diffeomorphismus.

(a) Ist A C U Lebesgue-messbar, so gilt

M(O(A)) = | [det(DOx))| ().
A
(b) Eine Lebesque-messbare, numerische Funktion f auf V ist genau dann
Lebesgue-integrierbar, wenn |det(D®)|- (f o @) Lebesgue-integrierbar ist.

(c) In diesem Fall gilt

J fly)dAnly) = j F(®(x)) |det (DD (x))] dAn(x).
\Y4 u

10.15 Satz (Ebene Polarkoordinaten). Ist f eine Lebesgue-messbare, numerische
Funktion auf dem R?, so ist f genau dann Lebesque-integrierbar, wenn die Funk-
tion (r,t) — rf(rcos(t), rsin(t)) uber [0, 00l x [0, 27t[ Lebesgue-integrierbar ist. In
diesem Fall gilt

J J f(x,y)dxdy = J J f(rcos(t), rsin(t))rdrdt.
RJR (0,271] J [0,00(

10.16 Beispiel.

2
(J e_"zdx) = (J e_"zdx) (J e_yzdy> :J J e () ax dy
R R R R JR

(00 _] o0
= J J e rdr de = 27‘(J eVrdr=2n —e | =m
0,271 J[0,00) 0 2 0
Wir haben gezeigt
J e ¥ dx = /7.

10.17 Bemerkung (Kugelkoordinaten). In der Analysis II werden Kugelkoordinaten
eingefiihrt: Fiir (r, ¢,0) € [0, 0ol X |—m, 7] x [—77‘, TE‘] ist
rcos(¢@)cos(0)
Y(r,@,0) = | rsin(¢@)cos(0)
r8in(0)

Man rechnet sofort nach, dass det(DW(r, ¢,0)) = 1°cos 0. Also folgt aus dem Trans-
formationssatz, dass eine Lebesgue-messbare, numerische Funktion f auf dem R3
genau dann Lebesgue-integrierbar ist, wenn die Funktion

T T

_E> E] — R) (‘I’, ®, e) = f(\{’(‘r, P, e))rZ Cos e)

g: [0,00[ x ]—m, 7] X [
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Lebesgue-integrierbar ist. In diesem Fall gilt
J f(x,y,z)dx dy dZZJ J J f(W(r, @,0))r*cos(0)dr do de.
RS [0127-[] [7%)%} [O)OO[

Die Transformationsformel benotigt allerdings noch Zusatziiberlegungen, weil ® nur
auf U = ]0,00[ x ]0,27[ x |—%, %[ ein Diffeomorphismus ist. Die fehlenden Stiicke
sind aber eine Nullmenge:

R*\ @(U) ={(0,0,0)} U (J—00,0] x {0} x R) U ({(0,0)} x R).

10.18 Beispiel. Wir berechnen das Volumen der dreidimensionalen Einheitskugel K.
Es gilt

1
A3(K3) =J J J 2 cos(0)dr do de =J J —cos(0)d0 deo
021 J1-3,31 Jo,1 021 Ji-7,71 3

2 J 47t
== do = —.
3 [0,27] 3

10.19 Bemerkung (Rotationskérper). Fiir ein Intervall I = [a,b] C R und messbare
Funktionen Ry, R;: I — [0, co[ mit R; < R; wird ein Rotationskdrper definiert durch

B = {(x,y,z) eR3ze L, Ri(z) < \/)ﬁy2 < Rz(z)}.
Wir bestimmen sein Volumen durch die Einfithrung von Zylinderkoordinaten
@: [0,00[ x [0,21[ x R = R, (v, ¢,z) — (rcos @,Tsin @, z).
Es gilt

cosg —rsing O
DO(r,@,z) = | singe rcosep O],
0 0 1
Also det(D®(r, @,z)) = 1. Weil B = ®(A) fiir
A= {(T, (P,Z)|Z e[0<op< 27-[) R](Z) <r< RZ(Z)}>

sagt der Transformationssatz zusammen mit dem Satz von Tonelli

A3(B) = Lr dA;(r, @,z) = r Jzn JRZ(Z) rdrde dz = 7'[Jb (R%(z) — Rf(z)) dz.

a JO Ri(z) a

10.20 Bewspiel. Wir hatten im Tutorium das Volumen des Kreiskegels

K= {(x,y,z) € R3‘\/x2+y2 < R—z}

mittels des Satzes von Cavalieri berechnet. Da er ein Rotationskdrper mit I = [0, R],
Ry =0 und R;(z) = R — z ist, kann man ebensogut die Bemerkung anwenden.

R 7T
A3 (K) = nJ (R—2z)*dz = gR3.
0
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11. IP-Raume

Es sei wieder (X, .A, 1) ein Mafiraum.

11.1 Bezeichnung. Fiir p > 1 und eine messbare, numerische Funktion f auf X definie-

7w
i1l = fiPan) " e

11.2 Lemma. Fir a,b >0 und p,q > 1 mit :—j+ 15 =1 gilt

ren wir

a b
a/Ppl/e < = 4 =,

P 4

11.3 Satz (Holdersche Ungleichung). Fir messbare, numerische Funktionen f,g
auf X und p,q > 1 mit %4—%:1 gult

Ifglli < [[fllpllgllq-
11.4 Korollar (Cauchy-Schwarz Ungleichung).
Ifgll < [Ifll21lgll2

fiir messbare, numerische Funktionen f und g.

11.5 Satz (Minkowskische Ungleichung). Seien f, g messbare, numerische Funktio-
nen auf X. Dann gilt fir jedes p > 1

I+ gllp < lIflly + llgllp-

11.6 Satz. Fir 1 < p < oo bestehe £P(u) aus allen messbaren, numerischen
Funktionen f: X — R, fiir welche |/f||, < co. Ferner sei

N ={f € ZP(u)lf =0 u-fast tiberall}.

Dann wird
LP(u) = 2P (u)/ N

durch

(f+N)+(g+N)=(f+g)+N,
I+ Ny = [Ifll

2u eitnem normierten Raum.
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11.7 Bemerkung. (a) Man geht mit den Elementen von L[P(u) so um, als seien es
Funktionen, muss aber beachten, dass diese Funktionen auf Nullmengen unbe-
stimmt sind. Beispielweise ist eine Funktion f genau dann p-integrierbar, wenn
fell(p).

(b) Wenn p das Lebesguemafl auf X ist, dann schreibt man L[P(X) anstelle von
I—p()\n|X)-

11.8 Satz. Ser (fn)neny eine Cauchyfolge in LP(n). Dann gibt es eine Teilfolge
(fn,)xen, die sowohl in LP(u) als auch p-fast iberall punktweise konvergiert.

11.9 Lemma. Sei E ein normierter Raum und (x,)nen eine Cauchyfolge in E.
Falls die Folge mindestens einen Haufungspunkt besitzt, so besitzt sie genau
einen Haufungspunkt und konvergiert gegen ihn.

Zur Erinnerung: Ein Banachraum ist ein vollstandiger normierter Raum, also
einer, in dem jede Cauchyfolge konvergiert.

11.10 Satz (Riesz-Fischer). LP(u) st ein Banachraum.

11.11 Definition. Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum E ist eine Abbildung
(-,-): E X E — K mit den folgenden Eigenschaften:

(81) (Ax+ my,z) = A(x,z) + w(y, z) fiir alle A\, p € K, x,y € E,
(S2) (x,y) = (y,x) fiir alle x,y € E,
(S3) (x,x) >0 fiir alle x € E und (x,x) = 0 genau fiir x = 0.

Ein Banachraum mit einer Norm von der Form ||x|| = 1/(x,x), wobei (-, —) ein
Skalarprodukt ist, ist ein Hilbertraum.

11.12 Bemerkung. (a) Der L*(u) wird durch das folgende Skalarprodukt zu einem
Hilbertraum

(f,9) = [ fodu.

(b) Das geht auch komplexwertig: Zuerst definiert man fiir f: X — C das Integral

Jf du = JRe(f) du+ iJIm(f) du.

Damit definiert man das Skalarprodukt

(f,9) = | fgau
auf dem C-Vektorraum

L*(n,C) = {f: X = C | Re(f),Im(f) € L*(n)}.
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11. IP-Rdume

C wel emente X un eines riipertraums stehen senkrec duleinander, wenn
Zwei Bl t dy ei Hilbert teh krecht aufei d
<X>y> =0.

(d) Fiir n € Z definieren wir e, € [%([0,2n],C) durch e,(x) = ei™. Fiir n,m € Z
mit n # m stehen e, und e,, senkrecht aufeinander.

(e) Umgekehrt gilt: Die einzige Funktion f € L?([0, 271, C), die auf allen e,, n € Z,
senkrecht steht, ist die Nullfunktion. Diese Aussage ist der Grundstein der
Theorie der Fourierreihen. Wir zeigen sie jetzt nicht.
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12. Die Faltung

12.1 Lemma. Fiir f,g € L'(R") st die Funktion (x,y) — f(x)g(y —x) in L'(R*")
und fiir fast alle y € R" ist die Funktion x — f(x)g(y —x) in L'(R").

12.2 Definition. Die Verkniipfung
x: L'(R") x L'(R™) = L'(RY), (fxg)(y) = J f(x)g(y —x)dA"(x),

n

bezeichnet man als Faltungsprodukt.
12.3 Satz. Fiir f,g € L'(R™) gilt ||f * g1 < ||f|l1]|g|li- Insbesondere f+ g € L'(R").
12.4 Beispiel. Flir A > 0 sei f = %X[O,Ay Fiir g € L'(R) ist die Faltung

(fxg)(y) = JR f(x)g(y —x)dA' (x) = %JM g(y —x)dA'(x)

gleich dem gleitenden Durchschnitt von g.
12.5 Lemma. Das Faltungsprodukt ist kommutativ.

12.6 Definition. (a) Sei X ein metrischer Raum und sei f € C(X). Die Menge
Supp(f) = {x € X | f(x) # 0}

ist der T'rager von f.

(b) Sei G C R™ offen und sei k € Ny oder k = oo. Der R-Vektorraum
CY(G) = {f € C*(G) | Supp(f) kompakt}
ist der Raum der Funktionen der Klasse C* mit kompaktem Trager.
12.7 Beispiel. Wir hatten in Bemerkung 15.8 der Analysis I gesehen, dass die Funk-
tion
exp(—1), x>0,
0, x <0,
von der Klasse C™ ist. Setze A = [ f(x)f(1 — x)dA;(x). Dann liegt die Funktion
g(x) = /l\f(x)fﬂ —x) in C¥®(R). Ihr Trager ist Supp(g) = [0,1]. AuBlerdem ist g
nicht-negative und [ gdA' =1.

12.8 Satz. Sei k € Ny oder k = oo, ser f € L'(R") und sei g € CX(R™). Dann
fx g € CHR") und es gilt fir o« € NI mit || <k

o] [oc]
0 (f*g):f*(a g)_
oy« oy«

f:R — R, x»—>{
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13. Die Hausdorff-Dimension

Beim Beweis der Transformationsformel hatte wir den halboffenen Wiirfel W(a,r) =
H?:] [aj — 1, a; + r[ definiert.

13.1 Definition. (a) Fiir 6 > 0 ist N C R" eine 6-Nullmenge m Sinne von Haus-
dorff, wenn es zu jedem € > 0 Folgen (q;)jey im R™ und (1j)jen in 10, oo[ gibt,
so dass

N C UW(aj,rj) und er < €.
j=1 j=T1
Die Menge aller Teilmengen des R", welche 8-Nullmengen im Sinne von Haus-

dorff sind, bezeichnen wir mit #Hs(R").

(b) M hat die Hausdorff-Dimension d, wenn M fiir jedes 6 > d, aber fiir kein
d < d eine d-Nullmenge ist.

13.2 Lemma. (a) Sei N C R" ein &;-Nullmenge und set 5, > &;. Dann ist N auch
ene d,-Nullmenge.

(b) Die abzdhlbare Vereinigung von &-Nullmengen ist eine 5-Nullmenge.
13.3 Satz. Die Hausdorff-Dimension von R™ C RN ist n.

13.4 Bemerkung. Sei M C R™ x {0} C R™ mit m > n. Dann M € H"'(R™). Das
wird in einer Ubungsaufgabe gezeigt.

13.5 Satz. Se: U C R™ offen, set ®: U — V ein C'-Diffeomorphismus, und sei
N C U ewne d-Nullmenge im Sinne von Hausdorff. Dann gilt dies auch fir
O(N).
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14. Untermannigfaltigkeiten des RN

14.1 Definition. Sei p € N U {co}. Eine Teilmenge M C RN heifit n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des RN der Klasse CP, wenn es fiir jedes a € M eine offene
Umgebung U C RN von a und eine Abbildung f: U — RN"" von der Klasse CP gibt,
so dass

(a) MNU={x e U|f(x) =0},
(b) Rang(Df(a)) =N —n.
14.2 Bemerkung. Rang(Df(a)) = N —n bedeutet, dass die lineare Abbildung
Df(a): RN — RN™

surjektiv ist. Das ist dquivalent dazu, dass es eine (N—n) x (N—n)-Unterdeterminante
von Df(a) gibt, die nicht verschwindet.

14.3 Satz. Set M C RN. Dann sind dquivalent:
(a) M ist eine n-dimensionale CP-Untermannigfaltigkeit von RN,

(b) Fir jedes a € M existieren eine offene Umgebung U C RN von a, eine
offene Teilmenge V C RN und ein CP-Diffeomorphismus h: U — V mit

h(MNU)=Vn(R"x{0}).
14.4 Definition. Sei W C R" offen und sei ¢: W — RN von der Klasse C'. Falls
Rang D (x) = n fiir alle x € W, so ist ¢ eine Immersion.

Der Begriff der Immersion verallgemeinert also den Begriff des lokalen C'-Diffeo-
morphismus auf den Fall unterschiedlicher Dimensionen in Quell- und Zielraum.

14.5 Definition. Seien X, Y zwei metrische Riume. Eine bijektive Abbildung f: X — Y
heiit Homdéomorphismus, wenn sowohl f als auch f~' stetig sind. Wenn es einen
Homoomorphismus zwischen X und Y gibt, so sind die beiden Raume homdéomorph.

14.6 Satz. Set M C RN, Dann sind dquivalent:

(a) M ist eine n-dimensionale CP-Untermannigfaltigkeit des RN,
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(b) Fr jedes a € M ezistieren eine offene Umgebung U C M von a in M, eine
offene Teilmenge V C R™ und eine homoomorphe Abbildung ¢: U — V, so
dass @' eine Immersion von der Klasse CP ist.

14.7 Definition. Jedes solche ¢ ist eine Karte von M. Eine Menge .4 von Karten ist ein
Atlas der Untermannigfaltigkeit M, wenn jeder Punkt aus M im Definitionsbereich
wenigstens einer Karte aus A liegt.

Wenn o: U — V mit U C M und V C R" eine Karte ist, dann bezeichnet man

@' als lokale Parametrisierung von M.

Wir wiederholen aus der Analysis II:

14.8 Theorem (Umkehrsatz). Es set D C R™ offen und k € N U {oo}, und es set
f: D — R"™ von der Klasse C*. Es sei a € D ein Punkt, fiir den Df(a) invertierbar
1st. Dann gibt es Umgebungen V von a und U von f(a), so dass f: V — U bijektiv
ist. Bezeichnet man mit g: U — V thre Inverse, so ist g von der Klasse C¥,
und es gult

Dy(f(a)) = (Df(a))".

14.9 Theorem (Satz iiber implizite Abbildungen). Seien U; C R* und U, C R™ offen
und seien xo € Uy, yo € Uy. Ser F: Uy x U; — R™ von der Klasse CP, p € NU{o0},
mat F(xo,Yo) = 0. Ferner sei die Matriz %(Xo,yo) wnvertierbar. Dann gibt es eine
Umgebung U C U, von xq, eine Umgebung V C U, von yo und eine Abbildung
g: U— V von der Klasse CP mit den folgenden Eigenschaften

(a) F(x,g(x)) =0 fiir alle x € U.
(b) Wenn F(x,y) =0 fir (x,y) € UxV, dann y = g(x).

Es gilt
oF - /OF
Dg(xo) = — (@(Xo,yo)) o (a(xmyo)) .

14.10 Bezispiel. Die Kugelkoordinaten, eingeschrankt auf r = 1, definieren eine Kar-
te der S?, deren Definitionsbereich die Menge {(x,y,z) € S? | y # 0 oder x > 0} ist.
Analog kann man Kugelkoordinaten schaffen, deren Definitionsbereich die Menge
{(x,y,2z) € S* | z# 0 oder x < 0} ist. In Kaballo, Aufgabe 21.2, werden Polarkoor-
dinaten fiir beliebige Dimension erklart. Daraus erhdlt man sofort einen Atlas fiir
die S™'. Abbildung 14.1 zeigt die jeweils ausgelassenen Kurven.

Fiir die Sphire S™' gibt es aber auch einfacher zu konstruierende Karten. Wir
setzen dazu ST = {x € S™' | £x; > 0} und

@+ S)Tff — B1(0) CR™, Xt (Xgyeevy X5ty XjiTy e e ey Xn)-
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14. Untermannigfaltigkeiten des RN
Die Inverse ist dann

wj,i(xhnwxj—l)xj—&-h .. °>Xn)

= <x1,...,xj_1,i Xp A X +...,x$1,xj+1,...,xn) .
Abbildung 14.2 zeigt die sechs Karten, aus denen dieser Atlas der S? besteht.

14.11 Definition. Es sei G C R™ offen und k € N U {oo}. Ein Punkt x, € 9G heifit Ck-
requldrer Randpunkt von G, wenn es eine offene Umgebung U von x; und eine Funk-
tion p € C*(U) gibt, so dass Vp(x) # 0 fiir alle x € U und GNU = {x € Ulp(x) < 0.

14.12 Satz. Wenn xo € 0G ein C*-reguldrer Randpunkt mit ai—i(xo) # 0 1st, so gibt
es eine offene Menge' V C R™! und ein offenes Intervall 1, so dass xo € V x I,
und eine C*-Funktion \:V — 1, so dass

0G NV x I ={(§V(x))IE € V}
und entweder
GNVxI={(&xn) € VxIx,<WVP(&)} oder GNV XTI ={(&x,) € V x I|x, > P(E)}.

Speziell ist C*(G) eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1.

14.13 Definition. (a) Die Menge aller C*-regulidren Randpunkte von G bezeichnen
wir als reguldren C*-Rand von G und schreiben 0%(G) dafiir. Die Menge
0X(G) := 0G \ 0%G ist der singuldre C*-Rand.

(b) Eine beschrankte, offene Menge G C R™ heifit C*-Polyeder, falls 0¥G dicht
in 0G ist und 0*G eine n — 1-Nullmenge im Sinne von Hausdorff ist. Die Menge
aller C*-Polyeder im R" bezeichnen wir mit P*(R™).

14.14 Beispiel. Offene Quader sind C*-Polyeder. Offene, euklidische Kugeln eben-
falls.

!Fiir AG: Bei Kaballo ist V ein Rechteck. In Hinblick auf Lemma 18.10 ist das kliiger.
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1.0—-1.0

Abbildung 14.1.: Atlas der $? mit Kugelkoordinaten

Abbildung 14.2.: Atlas der S? aus Graphen
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15. Tangentialraume und Extrema unter
Nebenbedingungen

15.1 Definition. Sei M C RN und sei a € M. Ein Vektor v € RN heifit Tangentialvektor
an M in q, falls es ein offenes Intervall I C R mit 0 € I und eine C'-Abbildung
P: I — M gibt mit P(0) = a und ¥’(0) =v.

Die Menge T,(M) aller Tangentialvektoren an M in a bezeichnet man als den
Tangentialraum an M in a.

15.2 Beispiel. Sei N = (0,0,1) der Nordpol der S? und sei v ein Vektor der Form
v = (x,y,0). Dann v € Ty(S?).

15.3 Satz. Sei M eine n-dimensionale CP-Untermannigfaltigkeit des RN, sei a €
M. Laut Definition der Untermannaigfaltigkeit gibt es eine Umgebung U von a
und eine Abbildung g: U — RN von der Klasse CP mit MNU ={x € U| g(x) =
0} und Rang(Dg(a)) = N —n.

Nach Satz 14.6 gibt es ewne lokale Parametrisierung : W — M und b e W
mit p(b) = a.

Mt diesen Abbildungen gult

{DY(b)y |y € R"} = Ty(M) ={v € R" | Dg(a)v = O}.

15.4 Korollar. Der Tangentialraum T,(M) an eine n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit 1st ein n-dimensionaler Vektorraum.

15.5 Definition. Sei U C RN offen und sei g: U — R™ eine Abbildung. Sei f: U — R
eine Funktion. Ein Punkt a € RN mit g(a) = 0 heifit lokales Maximum von f unter der
Nebenbedingung g(x) = 0, wenn es eine Umgebung V von a gibt, so dass f(a) > f(x)
fiir alle x € V mit g(x) =0.

15.6 Satz (Methode der Lagrange-Multiplikatoren). Sei U C RN offen und seig: U —
R™ eine Abbildung von der Klasse C' mit Rang D(g(x)) = m fiir alle x € U. Ses
f: U — R eine Funktion von der Klasse C'. Ist a ein lokales Mazimum von f
unter der Nebenbedingung g(x) =0, so gibt es A,...,An € R mit

Vi(a) + MVgi(a)+ -+ A Vgn(a) =0.

Die Zahlen Aq,...,A,, bezeichnet man als Lagrangesche Multiplikatoren.
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Bemerkung. Dieser Satz gilt genauso fiir lokale Minima. Die Funktion f bezeich-
net man als Zielfunktion, die Gleichung g(x) = 0 als Nebenbedingung. Die Zahlen
A1y ..., Ay sind die Lagrangeschen Multiplikatoren.

15.7 Beuspiel. Der Rauminhalt einer Konservendose mit Radius r und Héhe h be-
tragt mrh?, ihre Oberfliche 27tr? 4 2mrh. Fiir welche Werte von r und h ist die
Oberflache einer 1{-Konservendose minimal?

f(r,h) = 2mr? + 27rh,
g(r,h) = mr*h — 1.

Es gibt nur einen Lagrangeschen Multiplikator A. Wir erhalten drei Gleichungen

47ntr + 2th + A2trh = 0
27r 4 Arr? = 0,

mrh = 1.
Aus der zweiten folgt A = —2/r. Einsetzen in die erste gibt h = 2r und schliefilich
r=1/v2m.

15.8 Beispiel. Sei A € R™™ eine symmetrische Matrix. Die quadratische Form
f(x) = x"Ax nimmt auf der S™ ' ihr Maximum und ihr Minimum an. Sei v € S™' ein
Punkt, in dem f ihr Maximum annimmt. Wir wollen zeigen, dass v ein Eigenvektor
von A ist. Fiir g(x) =1—3 1, x§ gilt ™! = g7'(0). Es gilt f(x) = Y ', i @i,
also Df(x) = 2Ax. Die Lagrange-Gleichung hat also die Gestalt

2Ax — 2Ax = 0.

Daher ist v ein Eigenvektor und A der zugehorige Eigenwert.
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16. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Wir zitieren einen Satz aus der Linearen Algebra II.

16.1 Satz (Binet-Cauchy). Fir A € k™™ und B € k™™ und n < m st

L) teL tel
|IL|=n
16.2 Definition. Sei A € k™™ mit m < n. Die Gramsche Determinante von A ist
definiert als det(ATA).
Bemerkung. Aus der Formel von Binet-Cauchy folgt, dass die Gramsche Determi-
nante genau dann verschwindet, wenn Rang A < n.

16.3 Beispiel. Sei

Dann

Die Gramsche Determinante ist also gleich 48. Das kann man auch mit dem Satz von
Cauchy-Binet sehen, denn

2 2 2
2 2 2 0 2 0
T _ _ _
det(A'A) = (det(o 2>) + (det(o 2)) + (det(2 2)) =16+16+16 =48.

16.4 Lemma. Die Gramsche Determinante ist tnvariant unter Verknipfungen mat
orthogonalen Abbildungen.

16.5 Bemerkung. Fiir n < N seien vy,...,v, € RN gegeben. Das von ihnen aufge-
spannte Parallelotop ist die Menge

P(vh-")vn) = {invj

j=1

VJOSX]§1}

Wir wollen ihm ein n-dimensionales Volumen zuordnen. Dazu wahlen wir eine or-
thogonale Abbildung U: RN — RN, welche die lineare Hiille von {v;,...,v,} nach
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R™ x {0} abbildet, und setzen Uv; = (wj,0). Weil U eine Isometrie ist, sollte P das-
selbe n-dimensionale Volumen haben wie

Q= {ixjwj

j=T

v)':0§xjg1}cR“.

Wegen des Transformationssatzes ist A, (Q) = |det(T)| fiir

T=(wy...,wy).
Setzen wir
>~ Wi Wy ... Wg Nxn
T= R
(o 0 ... o) <

so ist |det(T)| gleich der Wurzel aus der Gramschen Determinanten von T. Da die
Spalten vonT gleich den Uv; sind, legt Lemma 16.4 nahe, das n-dimensionale Volumen

von P(vy,...,v,) als
\/det<(v1,...,vn>T <v1,...,vn>>

zu definieren.

16.6 Definition. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit des RN. Eine Menge G C M heifit
klein, wenn sie im Definitionsbereich einer einzelnen Karte liegt.

16.7 Lemma. Die endlichen Vereinigungen von kleinen Borelmengen bilden einen
Ring von Untermengen von M. Wir bezeichnen thn mit IC(M).

16.8 Definition. Sei M eine Untermannigfaltigkeit des RN und sei G € K(M). Dann ist
G auch endliche Vereinigung von disjunkten, kleinen Borelmengen, G = U};] B;. Sei
Pj: Wj — V; C M eine lokale Parametrisierung mit B; C {;(W;). Dann setzen wir

o(G) = ZJ . \/det(ij (w)TDY; (W) dAn(w). (16.1)

j=1 J¥;

16.9 Satz. Die Abbildung o aus (16.1) hdngt weder von der Zerlegung von G in
kleine Borelmengen noch von der Wahl der lokalen Parametrisierungen ab.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dass G im Bild von zwei lokalen Parame-
trisierungen @: W — M und {: V — M liegt. Dann ist p =" o @: W — U ein
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16. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Ck-Diffeomorphismus. Die Transformationsformel liefert

L}](G) v/det(D () (WD (W) (w)) dA,(u)

:JWJV@uDNMpmmnanmWNHﬁﬂDmﬂwnhmdw)

:J e V/det(D (W) (p(w))TD () (p(w))) /det(D(p) (w)T) det(D(p) (w)) dAn(w)

:J . Vdet(D(p)(w)TD () (p(w))TD (W) (p(w))D(p) (W)) dAn(w)

- o, VASHD@IWTTD )W) dry(w).

Seien nun lokale Parametrisierungen @;: V; — M, j = 1,...,k, und {;: W — M,
¢ =1,...,m, und Borelmengen B; C ¢;(V;) und C; C {¢(W,) gegeben, so dass
G= U;‘Zl B; = Up; C; und die B; bzw. C; jeweils paarweise verschieden sind. Dann

G:UO&OQ.

j=1{=

—_

Auf die Mengen B; N C, konnen wir den ersten Teil des Beweises anwenden

16.10 Satz. Die Abbildung o ist ein Pramaf auf K(M).

Bewesis. Bs sel G = U;;] B; € (M) mit disjunkten, kleinen Borelmengen B; =
@;(V;). Um die o-Additivitat zu zeigen, sel G = |J;2; G fiir eine disjunkte Folge von
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G¢ € K(M). Dann folgt aus der o-Additivitat des Lebesguemafles

oo k
-y > o, VD@D () (W) A = 3 0(Go). O

B;jNGy) =1

16.11 Definition. Wegen des Maflfortsetzungssatzes existiert eine Fortsetzung von o zu
einem Mafl. Es handelt sich um das Lebesguemafl auf M. Die zugehorige o-Algebra
bezeichnen wir mit £(M).

Bezeichnung. Wenn M der reguldre Rand eines reguldren Polyeders ist, dann bezeich-
net man o auch als Oberflaichenmafs.

16.12 Satz. Es sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN. Dann
besitzt M eine abzdhlbare, dichte Teilmenge.

16.13 Satz. Es sei M eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des RN mat
Atlas A. Dann besitzt M einen hdéchstens abzdahlbaren Atlas, der aus Karten
besteht, die zu A gehoren.

Wenn M kompakt ist, gibt es sogar einen endlichen Atlas.

Satz. Das Lebesguemafl auf M st ein Borelmafs.

16.14 Satz. Sei (@;: Uj — V; C R")jen etn Atlas von M, fiir jedes j sei 1 := (pj_1
und es sei (Wj)jen eine disjunkte Zerlegung von M miat W; C U;. Schiieflich set
f: M — R eine integrierbare, messbare Funktion. Dann gilt fir das Lebesque-
mafl o aus (16.1)

o0

i

j=1 @3 (W;

)f(lbj(x))\/det(D(lbj)(x)TD(lbj)(x)) dAn (x).

16.15 Bemerkung. Der Beweis von Satz 16.14 zeigt, dass die analoge Aussage fiir
nicht-negative, messbare Funktionen ebenfalls gilt.

16.16 Beispiel. Es seiy: [a,b] — RN ein Weg, dessen Einschrankung auf ]a, b[ injek-
tiv und und eine Immersion von der Klasse C' ist. Dann ist y(]a, b[) eine eindimen-
sionale C'-Untermannigfaltigkeit, die durch y parametrisiert wird. Fiir die Gramsche
Determinante gilt

det(v'(t)"y'(1) = [V (D)3.
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16. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Wegen Satz 16.14 gilt fiir eine auf y(]a, b[) integrierbare Funktion f

b
Jf do = J F )Y/ ()12 s (1)

a

Insbesondere ist o(]a, b[) die in der Analysis II eingefiihrte Weglédnge.

16.17 Satz. Es sei M eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™ und
es set N C M. Das Lebesguemafi auf M werde mit o bezeichnet. Dann sind
dquivalent:

(a) o(N) =

(b) Fir jedes x € N ezxistiert eine Karte o: U — V C R* mit x € U und
A(@(NNU)) =0.

(c) N st eine n-Nullmenge tm Sinne von Hausdorff.

Beweis. (a) = (b): Da es auf die Wahl der Karten nicht ankommt, gilt

0=oc(NNU) :J . \/det(D (x)TD (@~ 1) (x)) dAn(x).

Da der Integrand positiv ist, wird iiber eine Nullmenge integriert.

(b) = (a): Aus A (@(N N U)) =0 folgt o(NNU) =0. Da es einen abzdhlbaren
Atlas gibt, welcher aus Karten gemdf (b) besteht, folgt (a) aus der o-Additivitat
von o.

(a) = (c): Fiir jedes x € M existieren eine Umgebung U, von x im R™ und
ein Diffeomorphismus @,: U, — V, € R™ mit &, (U, N M) = V, N R™ x {0}. Die
Einschrankungen der ®, auf M N U, bilden einen Atlas von M. Nach Satz 16.13
besitzt er einen abzahlbaren Teilatlas ((I)Xj ’uxj ﬁM)).GN. Es geniigt zu zeigen, dass es
sich bei den U,; NN um n-Nullmengen im Sinne von Hausdorff handelt. Wegen (a) ist
jedenfalls @, (uxj N N) eine A,-Nullmenge. Zu jedem € > 0 gibt es daher halboffene

Quader Qj, j € N, mit
@, (Uy, NN) U Q; und Z)\ Q) < (16.2)

Erlaubt man eine beliebig kleine Vergroﬁerung von A, (Qj), so kann man erreichen,
dass Q; rationale Seitenverhaltnisse hat und deswegen als disjunkte Vereinigung halb-
offener Wiirfel geschrienben werden kann. Daher impliziert (16.2), dass @ (UX]. N N)
eine n-Nullmenge im Sinne von Hausdorff ist. Wegen Satz (13.5) folgt, dass auch
U,; NN eine n-Nullmenge im Sinne von Hausdorff ist.

(c) = (b): Sei x € N und sei ®: U — V ein Diffeomorphismus von einer offenen
Umgebung U von x auf eine offene Menge V C R™. Wegen Satz 13.5 ist ®(N N U)
eine n-Nullmenge im Sinne von Hausdorff. Zu jedem € > 0 gibt es daher halboffene
Wiirfel W(aj, j) mit ®(NNU) C U2, W(aj,15) und 3 °, 11 < e. Daraus folgt sofort
M (@ (NNU)) < 2"e. Die gesuchte Karte ist die Einschrankung von ® auf MNUu. [
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17. Zerlegungen der Eins

17.1 Definition. Eine Folge (py)xeny in L'(R™) heifit approzimative Fins im L'(R"),
wenn

(a) pr > O fiir alle k,
(b) Jgn o dA, =1 fiir alle k,
(c) limy 00 f{Htze} o dA, = 0 fiir alle € > 0.

17.2 Bemerkung. (a) Die approximative Eins approximiert die Eins des Faltungs-
produkts.

(b) Fiir g € C*(R) mit Suppg C [0, 1] wie in Beispiel 12.7 setzen wir

o) =TT o~ 3)

j=1

Pe(x) = lp(z)-

en €

und fiir e > 0

Dann rechnet man sofort nach, dass (p1/j)jen eine approximative Eins ist, welche
aus Funktionen der Klasse C* besteht.

17.3 Satz. Fir jedes n € N gibt es ein C > 0 mat der folgenden Eigenschaft: Wenn
U C R™ offen und K C U kompakt und d = dist(K,R™ \ U) ist, dann existiert
n e C®(R™) mit Suppn C U, 0<n <1, n(x) =1 fir alle x € K und [|[Vn(x)|| < %
fur alle x € U.

17.4 Satz (Glatte Zerlegung der Eins). Set U ein System offener Teilmengen des R™
und set G = |Jyg, U. Dann gibt es Folgen (Uj)jen n U und (@j)jen tn CP(RM)
mat

(a) G= Ui] .
(b) Fiir jedes j gilt Supp @; C U;.
(c) Fiir jede kompakte Menge K C G gilt KNSupp ¢; # O nur fir endlich viele j.

(d) Fiir jedes j gilt 0 < @; <1 und fir jedes x € G gult Z;’Z] @j(x) =1.
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17. Zerlegungen der Eins

Man sagt: Die ¢; bilden eine der Uberdeckung U/ untergeordnete Zerlegung der
Eins.

17.5 Bemerkung. Anstelle einer Zerlegung von M in kleine Borelmegen wie in (16.1)
kann man auch eine Zerlegung der Eins benutzen, um [ f do zu erkldren. Fiir jedes
x € M gibt es einen Diffeomorphismus ®,: U, — RN mit x € U,. Wir setzen
U = {U,Jx € M} und konstruieren eine untergeordnete Zerlegung (@;: U; — R)jen
der Eins. Dann gilt fiir integrierbares f

o0

Jf do = ZJ @; (@7 (X)) f(D; (x))\/det(D(q>;1)(x)TD(q>;‘)(x)) dAn(x).

@5(U5))

j=1
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18. Der GauBsche Integralsatz

18.1 Definition. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN und sei
a € M. Das Orthogonalkomplement von T,(M) im RN wird mit N,(M) bezeichnet
und heifit Normalenraum von M in a. Die Elemente von N,(M) heiflen Normalen-
vektoren.

18.2 Beispiel. Ist a € S, s0ist To(S™ ') = at ={v € R"| (a,v) =0} und N, (S™)
ist der von a erzeugte Unterraum.

18.3 Definition. Ein Vektorfeld ist eine Abbildung f: X — RN, wobei X C RN.
Die Diwvergenz einer Vektorfelds f ist die Funktion

18.4 Bemerkung. (a) Das muss man sich so vorstellen, dass an jedem Punkt x € X
der Vektor f(x) angebracht ist. Ein Beispiel ist das Richtungsfeld einer gewohn-
lichen Differentialgleichung.

(b) Es sei G C R" ein C*-Polyeder und es sei a € 0%(G) ein regulirer Randpunkt.
Dann ist 0¥(G) eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Der
Normalenraum N (0*G) ist daher eindimensional.

Es gibt eine Umgebung U von a und eine C*-Funktion p: U — R, so dass G N
U = {x € Ulp(x) < 0}. Fiir diese Funktion gilt UN3*G = {x € U|p(x) = 0} und
TG = {v € R*|(v- Vp(a)) = 0}. Daher wird N,0*G von Vp(a) aufgespannt.
In N,0¥G gibt es also zwei Einheitsvektoren. Den, der aus G heraus zeigt,
bezeichnen wir als den auferen Normalenvektor. Der Beweis von Satz 14.12
zeigt, dass es sich dabei um

v(x) = _vela)
IVe(a)l:

handelt. Das Vektorfeld v ist das duflere Normalenvektorfeld an G.

Bemerkung. Das dufiere Normalenvektorfeld an S™ ' ist die Identitat.

18.5 Bezeichnung. Wenn o das Lebesguemafl auf einer Mannigfaltigkeit M ist, dann be-
zeichnen wir den Raum aller o-integrierbaren Funktionen auf M mit L'(M). Wenn G
ein C'-Polyeder ist, dann schreiben wir L'(0G) anstelle von L'(3!G).
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18. Der Gauf3sche Integralsatz

Ziel des Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:

18.6 Theorem (Gaufscher Integralsatz). Es set G C R™ C'-Polyeder mit Guflerem
Normalenvektorfeld v und es setw: GUO!G — R™ ein stetiges, beschrinktes Vek-
torfeld, dessen Einschrdankung auf G von der Klasse C' ist. Falls die Abbildung
x = (W(x),v(x)) in L'(0G) und die Abbildung divw in L'(G) ist, so gilt

J divw dA, :J (w(x), v(x)) do(x). (18.1)
G 3G

Bemerkung. Da der singuldre Rand von G eine (n — 1)-Nullmenge im Sinne von
Hausdorff ist, unterscheiden wir nicht zwischen [, und [, ..

18.7 Bemerkung. Mit Ek(G,R“) bezeichnen wir den Raum aller C*-Funktionen
auf G, so dass fiir jedes o mit || < k die Ableitung D*f stetig nach G fortgesetzt
werden kann.

Der Gauf3sche Integralsatz gilt dann insbesondere fiir C'-Polyeder mit o(d!G) < co
und w € EI(G,R“).

18.8 Satz (Volumenformel). Es sei G C R™ ein C'-Polyeder mit 0(0G) < co. Dann
gult
Ma(6) = | (x,v(x) dofx)
3G

18.9 Satz. Sei V C R™ offen, sei I ein offenes Intervall und seien @, € C'(V)
mit Werten in I und @ <. Fiir f € C'(V x 1) setzen wir

F(x) : f(x,t) dt.

I
s 2
)

Dann gilt firj=1,...,n

oF

P(x)
ool = [ S ) de b)) — Tl 9l 32 ()
% X

o(x) 0% 0x;

18.10 Lemma. Es sei G C R™ ein C'-Polyeder und es seixo € 0°G. Nach Satz 14.12
existieren eine offene Menge V C R™ ', ein offenes Intervall 1 und eine C'-
Funktion V: V — I, so dass

0GNV xI={(&P(E))IE e VY,
GNVxI={(&xn) €V xIxy2WV(E)}.

Es seiw € C(G,R") mit wlg € C'(G), div(w) € L'(G) und Suppw C V x I. Dann
gult

J divw dA, = J (w(x), v(x)) do(x).
GNVxI 0GNV I
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18.11 Lemma. Es gelten die Voraussetzungen des Gaufischen Integralsatzes. Zu-
sdtzlich sei Suppw eine kompakte Teilmenge von G U3!G. Dann gilt (18.1).

18.12 Satz (Partielle Integration). Es sei G ein C'-Polyeder mit stetigem duflerem

Normalenvektorfeld v: 0!G — R™ und o(9!G) < oco. Fiir f,g € ?(G,R) und
1<5<n qilt

of d
J g dn, =J fgv; dG—J 29 da,..
G 0% 2G ¢ 0%

18.13 Bezeichnung. Sei U C R™ offen.

(a) Der Laplace-Operator A ist definiert durch

Af =3 fe C*(U).

ox2’
j=1 )

(b) Die Richtungsableitung in Richtung des dufleren Normalenfelds ist

of
a_V = <Vf, V> .

18.14 Theorem (Erste Greensche Formel). Sei U C R™ ein C'-Polyeder, seif € C (u)
, —2 .
und setr g € C (U). Dann gilt

d
J fAg dAn =J £29 dcr—J (VF,Vg) dAn.
u ou OV G

18.15 Theorem (Zweite Greensche Formel). Sez U C R" ein C'-Polyeder und seien
f,g € EZ(U). Dann gult

0g of
fAg — gAf) dA, = f—= —g— | do.
Ju( g~ 9Af) Lu ( ov gaV) ’
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19. Differentialformen

19.1 Bezeichnung. Wenn U C R3 offen und F € C*®(U,R?) ein glattes Vektorfeld ist,
so bezeichnen wir die Komponentenabbildungen mit F;, j = 1,2,3. Man hat lineare
Abbildungen

div

Coo(U) E2%, Coo(U,R3) 24 C(U,RY) Coo(U)
wobei
of of of
d(f) = ( —, —, —
gra ( ) (aX1)aX2’aX3))
rob(F) — (O _ OF2 3Fi _ 0F R, R,
N aXZ 6x3’ aX3 6x1 ’ 6x1 aX2 ’
F, OF, OF
div(F) = 201 4 Oz, OFs

I | x| Ox3

Es gilt rot grad f = 0 und divrot F = 0.

Ist U konvex, so kann man zeigen: Zu jedem F mit rotF = O gibt es ein f mit
grad f = F und zu jedem F mit divF = 0 gibt es ein G mit rot G =F.

Diesen Kalkiil wollen wir fiir hohere Dimensionen verallgemeinern.

19.2 Bezeichnung. e;,...,e, bezeichne die Standardbasis des R". Es sei (R")* der
Dualraum von R", also der R-Vektorraum aller R-linearen Abbildungen R™ — R.

Dann bilden Ay,...,A, eine Basis von (R™)*, wobei
1, fallsi=j,
Ale) =4’ o
0, fallsi#j.

19.3 Definition. Sei p € N. Eine alternierende p-Form auf dem R" ist eine Abbildung
w: (R")? — R mit

(a) w ist linear in jedem Argument.

(b) filr i #j gilt w(...,vi,...,vj,...) =—w(...,Vj,...,Vi...), wenn alle anderen
Argumente unverandert bleiben.

Die alternierenden p-Formen auf R" bilden einen R-Vektorraum AP(R™)*. Man setzt
A°(RM)* = R,

19.4 Beispiel. (a) A'(R™)* = (R")*.
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(b) Durch (vq,...,v,) +— det(vq,...,v,) erhdlt man eine alternierende n-Form auf
dem R™.

(c) Ein Beispiel einer konkreten 2-Form auf dem R® liefert

X1 Y1
w X215 Y2 =X1Yz2 —X2Ys.
X3 Y3

19.5 Bemerkung. Die Bedingung (b) in Definition 19.3 ist dquivalent zu
(b*) w(...,vye.eyvy...) =0.

19.6 Definition. Sind @1,..., @, € (R")*, so definiert man ¢@; A--- A ¢, € AP(R")*
durch
(@1 A=A (Pp)(Vh ce )Vp) = det(((Pi(Vj))i,j:L...,p) .

19.7 Bemerkung. (a) Die 2-Form aus dem letzten Beispiel ist gleich Ay A A,.
®) @1 AN ANen=—@2 ANQ1 A\~ AN@nund @; A A---=0.

19.8 Bezeichnung. Ist I C {1,...,n}also I ={i;,...,ip}mit 1 <i;, <i, <--- <ip < m,
so setzt man

1=,
er = (ey,...,e,) € (R")P,
A=Ay, N NA € AP(RT)N
19.9 Bemerkung. (a) Sind I,] C{1,...,n} mit |I| = ]|, so gilt
1, I=
AI(e]) :{ ) J’
0, I#]J.

(b) Ap =idg € AO(RM)* = R*,

19.10 Satz. Die A; mit |I| = p bilden eine Basis des R-Vektorraums AP(R™)*.
Insbesondere dim AP(R™)* = () und AP(R™)* = {0} fir p > n.

Bewess. Wird in der Linearen Algebra II gezeigt.

19.11 Definition. Fir I,] C {1,...,n}, I={i1,...,ipymit T <1 < <--- <, <n
und | ={j1,...,jnt mit 1 <j; <j; < -+ <jn < n setzen wir

JAVAVAN A VA R AA VAWA VA W AWA VRS
Daraus konstruiert man eine Verkniipfung

A AP(RY)* x AMR™M)* — APTH(R™M)*,

(Z aIAI) /\ (Z b]A]) = Z aIb]AI AN A]
Jl=h LJ

II|=p
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19. Differentialformen

19.12 Bez'spiel. (a) A{]yg} /\ A{z} = _A{1,2,3}-
(b) A;AA; =0 falls I ] # 0.

19.13 Satz. Die Verknipfung /\ ist bilinear, assoziativ und graduiert kommutativ.
Letzteres bedeutet

wAN=(1)""MAw firwe AP(R")* und n € A"(R™)*.
Bewess. Wird in der Linearen Algebra II bewiesen. [

19.14 Definition. (a) Sei U offen im R™. Eine Differentialform der Ordnung p oder
p-Form ist eine Abbildung
w: U — AP(R")".
Insbesondere sind die O-Formen gerade die Funktionen U — R.

(b) Die konstante Differentialform x +— A; wird mit dx; bezeichnet. Statt dxgp
schreibt man dx;.

19.15 Definition. Eine Differentialform w der Ordnung p auf U ist von der Form

w = Z fIdXI

[I|=p

mit eindeutig bestimmten Funktionen f;. Man sagt, w sei von der Klasse C*, k € Ny,
wenn alle f; diese Eigenschaft haben. Eine glatte Differentialform ist eine Differential-
form von der Klasse C*°. Mit QF (U) bezeichnen wir den R-Vektorraum der p-Formen
auf U von der Klasse C*.

19.16 Bemerkung. (a) Die Summe von zwei p-Formen ist dabei wie folgt erklart:
Ist w = Z|I|:p fidx; und n = lelzp brdxy, so ist w +n = Z|1|:p(f1 + g1)dx;.

(b) Fiir eine p-Form w und eine h-Form n ist das dufere Produkt erkldrt durch
(wAN)(x) = w(x) An(x).
(c) Es gilt dx; A dx; = —dx; /\ dx;, speziell dx; A dx; = 0.

19.17 Definition. Sei U C R™ offen, sei k € N und sei w = Zm:p fidx; € QF(U). Die
(p + 1)-Form
= of
do=> ) a—xl_dx]- Adx; € QPF(U)
fj=p j=1 ="
bezeichnet man als dufiere Ableitung von w.

19.18 Beispiel. (a) U= R? und w sei die 3-Form x — (3x7 +4x3)dx; /\ dx3. Dann
dw(x) = —8x,dx; /A dx; /\ dxz.
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(b) Sei w die O-Form x — x;. Dann dw = dx;.

n o of

(c) Sei w eine 0-Form, also w(x) = f(x). Dann dw = Zj:] o

dem Gradienten identifizieren kann.

dx;, was man mit

19.19 Bemerkung. Sei U C R? offen. Man hat das folgende kommutative Diagramm

div

Co(U) 29, Coo(U,R3) 2 Co(U,R3) —2 co(u)
|- or|= o= 0|2
QL) —— QL) —— QL) —— 0%
Dabei sind die Vektorraumisomorphismen @i, @2, @3 gegeben durch
©1(f1, 2, T3) = frdx + fody + f3dz,

(pz(fhfz,fg) = f] dy AN dz + fde/\ dx + f3dX/\ dy,
@3(f) = fdx A dy A dz.

19.20 Bemerkung. (a) Die Abbildung d: QF (U) — QEJ_F} (U) is linear.
(b) Fiir w € QF(U) und n € QF(U) gilt
dlwAn) =(dw)An+ (—1)Pw Adn.
Der folgende Satz ist eine Folgerung des Satzes von H. A. Schwarz.
19.21 Satz. Ist w eine Differentialform von der Klasse C?, so gilt d(dw) = 0.

19.22 Definition. Eine Teilmenge U C R™ heifdt sternférmzig, wenn es ein x, € U gibt,
so dass fiir jedes x € U die Verbindungsstrecke zwischen x und x, in U liegt.

Bemerkung. Konvexe Mengen sind sternformig.

19.23 Satz (Lemma von Poincaré). Sei U eine offene, sternférmige Teitlmenge
des R", sei p € N und set w € QP (U) mit dw = 0. Dann ezistiert n € QP (U)
mit dn = w.

Bewes. Diesen Satz beweise ich nicht. Ein sehr eleganter Beweis findet sich in Spi-
vak, Calculus on Manifolds, Kapitel 4. Kaballo beweist als Theorem 30.4 einen
allgemeineren Satz. [

19.24 Definition. Sei k € Ny, sei U offen im R", sei V offen im R™, sei ¢: V — U von
der Klasse C**'. Wir bezeichnen mit ¢; die i-te Komponentenfunktion von ¢, also
®=(@1,y...,0n). Esseip € Nound w € QY (U), w = Zi]<m<ip fiyo, dxg A AdXg
eine p-Form. Dann ist

e (W)=Y (i o @)de, A Adei, € QR(V)

i1<---<ip

die mit ¢ zuriickgezogene Differentialform.
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19. Differentialformen

19.25 Beispiel. U =R?>, V=R, ¢:R — R, t — <°°S(t)>, und w € Q! (R?) sei

sin(t)

gegeben durch w = xy?dx+y dy. Dann d@; = —sin(t)dt und d¢, = cos(t)dt. Daher

@*(w) = cos(t) sin?(t)(—sin(t))dt + sin(t) cos(t)dt

— sin(t) cos(t)(1 — sin(t)?)dt = sin(t) cos(t)3dt.
19.26 Satz. Falls U,V C R" offen, f € C(U) und ¢: U — V von der Klasse C', so
gult
e*(fdxy A---ANdx,) = (fo@)det(De)dx; /A --- A dx,.

19.27 Satz. Es gelten

(a) ©* ist linear.

(b) Ist f € Q)(U) = C*(U), dann ¢*(f) =fo @.

(c) ¢*(fw) = (fop)o*(w).

(d) ¢*(wAn) = @*(w) A @*(n).

(e) dlo*(w)) = ¢*(dw).

() V(@™ (w)) = (@ o) (w).

Bemerkung. Die Abbildung ¢ — ¢* ist durch die Eigenschaften (a)-(e) eindeutig
bestimmt. Bezeichnet man mit p;: x — x; die Projektion auf die i-te Koordinate, so
stellt sich das entscheidende Argument wie folgt dar

@ (dxi) = dl@"(pi)) = dpi° @) = de; = dxi.
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20. Orientierte Untermannigfaltigkeiten

Wenn bei einer Untermannigfaltigkeit die Regularitdt nicht angegeben ist, dann soll
sie von der Klasse C* sein.

20.1 Satz. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN und seien
@;: U; — Vj zwer Karten von M. Ser U = U;NU,, und seten W; = @;(U), j =1,2.
Dann sind die W; offene Teilmengen des R*, und die Abbildung

— -1 .
Toq,0, — P20 @y ’\/\/1 : W] — Wz
1st ewn Diffeomorphismus. Er wird als Parametertransformation bezeichnet.

20.2 Definition. Seien U,V C R* offen und sei ¢: U — V ein Diffeomorphismus. Falls
det(Do(x)) > 0 fiir alle x € U, so ist ¢ orientierungstreu.

20.3 Bemerkung. (a) Im R? ist die Spiegelung an der y-Achse nicht orientierungs-
treu.

(b) Wenn U wegzusammenhéngend ist, dann geniigt in Definition 20.2 die Forde-
rung det(De(x)) > 0 fiir einen einzigen Punkt.

20.4 Definition. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN.

(a) Zwei Karten @1, @, heilen gleich orientiert, wenn 1, o, orientierungstreu ist.
(Nach unserer Definition ist die leere Abbildung orientierungstreu.)

(b) Ein Atlas heifit orientiert, wenn je zwei seiner Karten gleich orientiert sind.
(c) M heiit orientierbar, wenn M einen orientierten Atlas besitzt.

(d) Fiir M sei ein orientierter Atlas A festgelegt. Eine Karte heilt positiv orien-
tiert, wenn sie zu allen mit allen Karten in A gleich orientiert ist.

20.5 Beispiel. (a) Der R" ist orientierbar, der er mit einer einzigen Karte, ndmlich
der Identitat, auskommt. Wir verwenden fiir den R™ immer diesen Atlas.

(b) Ein orientierter Atlas der S' wird gegeben durch die beiden Karten

©1:U; =S\ {(=1,0)} = R, (Cf’s t) —tel-mml,
sint
©,: Uy =S\ {(1,0)} = R, <‘;’§:) — s €10, 2.
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20. Orientierte Untermannigfaltigkeiten

Fiir x = (&%) € U= U; N U; mit t € ]—m, 0[U]O0, 7t[ sind zwei F&lle moglich:

y > 0: Dann @;(x) =t = @z(x). In diesem Fall ist T, ,, die Identitat.
y < 0: Dann @;(t) =t und @,(t) =t + 27t. Dann 14,4, (t) =t + 2m.

20.6 Satz. Sei M C R*'! eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sie ist genau
dann orientierbar, wenn es eine stetige Abbildung n: M — R*! gibt, so dass
n(a) € No(M) \ {0} fiir yedes a € M gult.

20.7 Beispiel. Das Mobiusband

M = {(SCos(t) +ssin(%) , 3sin(t), scos(%))‘o <t<2m —T<s< 1}

ist nicht orientierbar.

Skizze. Man zeigt zuerst, dass

@: 10,2t x -1, 1[ — M, (t,s) — (SCos(t) + ssin(%) , 3sin(t), scos(%))

eine lokale Parametrisierung von M ist. In ihrem Bild erhalten wir einen Normalen-
vektor durch das Kreuzprodukt

: S t : t
2o g 3sin(t) + 3 cos(}) sin(3)
X 5o = 3cos(t) X 0 =
ot 0s

—;3sin(3) cos(3)

3 cos(t) cos(3)
—$sin*(4) + 3sin(t) cos(4) — § cos?(
—3sin(}) cos(t)

)

N[+

Der Punkte (3,0,0) € M kann approximiert werden als lim; o @(t,0) und als
lim;_,,. @(t,0). Im ersten Fall konvergiert der Normalvektor gegen <§ , im zweiten

gegen ( 0 ) Also gibt es keine stetige Normale. ]

20.8 Definition. (a) Sei U C R™ offen und w € Qf(U). Dann ist w von der Gestalt
w =fdx; /A\---/\ dx,. Wir definieren fiir eine A,-messbare Menge A C U

J wzj f dA,.
A A

(b) Sei M C RN eine orientierte, n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, sei U C RN
offen, sei A C UNM kompakt und sei w € Qf(U). Es gebe ferner eine orientierte
Karte ¢: V — W von M mit A C V. Dann setzen wir

JA w = L(A) (") (w). (20.1)
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20.9 Satz. Das Integral (20.1) hdngt nicht von der Wahl der Karte ¢ ab.

20.10 Bemerkung. Es sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN. Man
kann zeigen, dass es eine Form o € QF (M) gibt, so dass jede n-Form w die Gestalt
w = fo, f € C(M), hat.

Wir konnen diese Form sogar angeben. Sei dazu UcCRN offen, sei U := MU und
sei @: U — W ein Ce°-Diffeomorphismus mit ®(U) = WNR" x {0} = V x {0}. Dann
ist @ .= ®|y: U — V eine Karte. Ihre Umkehrabbildung heifle {, Dann definieren
wir die Volumenform wv, € Q0 (U) durch

Wyeirx) = v/det((D(W) (@ (x)T(D(W)(0(x)))) @*(dxi A~ A dxy). (20.2)

J wV01:J dO',
A A

wobeil o das Lebesguemafl auf M ist.

Man sieht dann sofort

20.11 Lemma. Sei M eine orientierte Untermannigfaltigkeit des RN und sei A C
M kompakt. Dann gibt es Karten @;: V; — W;, j = 1,...,m von M, so dass
A C U;L V;.

20.12 Definition. Sei U C RN offen, sei M eine n-dimensionale, orientierte Unterman-
nigfaltigkeit, sei A C MNU kompakt und sei w € Qf(U). Seien ferner V;,...,V,, wie
in Lemma 20.11 und sei (g;j)j—1,.m eine der Uberdeckung Vi, ..., Vi, untergeordnete
Zerlegung der Eins auf A. Dann setzen wir

m
[ w=3"] 6.
A j=1 7 Supp(gj)NA

20.13 Satz. Obige Definition ist unabhdngig von der Wahl der Karten und der
Zerlegung.

20.14 Bemerkung. Es sei M C RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
orientiertem Atlas A und es sei ®: U — V ein Diffeomorphismus zwischen zwei
offenen Teilmengen des RN. Dann ist K :== ®~'(MNV) C U C RN eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit mit orientiertem Atlas

B={po®lp € A}.

20.15 Satz. In der Situation von Bemerkung 20.14 seien w € Qf(V) und A C
M NV kompakt. Dann gult

JA = J@‘(A) ().
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21. Berandete Mannigfaltigkeiten

21.1 Bezeichnung. Eine beschrankte, offene Menge G im R"™ ist glatt berandet, wenn
sie ein C*°-Polyeder ohne singuldren Rand ist.

Nach Satz 20.6 ist 0G orientierbar. Eine Karte @: 0G O U — V C R™! ist positiv
orientiert, wenn det(v(x),D(¢")(@(x)))) > 0 fiir alle x € U.

21.2 Definition. Mit R* = {(x1,%2,...,%c) € R* | x, < 0} bezeichnen wir den unteren
Halbraum. Sein Rand ist OR* = {(x1,%2,...,%) € R* | x = 0}.

21.3 Bezeichnung. Fir I ={i;,..., {1 mit T <i, <, < -+ <i <msei
dxi, A Adxg A Adxg, = dxngy-

21.4 Theorem (Gaufischer Integralsatz fiir Differentialformen). Es se1 G C R" glatt
berandet, es sei U C R" eine offene Obermenge von G und es sei w € Qg’l(U).

Dann gilt
J dw = J w.
G G

21.5 Bezeichnung. Die Untermannigfaltigkeit M ist durch Einschrdnkung der Metrik
auf dem RN selber ein metrischer Raum. Eine Menge X C M ist genau dann offen
in M, wenn es eine offene Menge G im RN gibt, so dass X = M N G. Die analoge
Aussage gilt fiir abgeschlossene Mengen. Mit 0X soll nun der Rand von X als Teil-
menge von M gemeint sein. Er besteht aus allen Punkten x € M, so dass jede seiner
Umgebungen sowohl einen Punkt in X, als auch einen Punkt in M \ X enthilt.

21.6 Definition. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN. Dann ist X
eine k-dimensionale abgeschlossene, berandete Untermannigfaltigkeit von M, wenn
es zu jedem a € 0X eine Karte ¢: V — W von M gibt, so dass gilt

(a) aeV,
(b) @(XNV)=RNW,
(c) e(VNoX)=0RkNW.
Eine solche Karte heiflt randadaptiert

21.7 Bemerkung. (a) 0X C X, weil R*! x{0} C R*. Insbesondere ist X abgeschlos-
sen in M.
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(b) Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN und sei X eine k-
dimensionale, abgeschlossene, berandete Untermannigfaltigkeit von M. Dann
gibt es einen Atlas A von M, so dass jede Karte ¢: V — W aus A mit VNOX # ()
randadaptiert. Ein solcher Atlas heiflt randadaptiert bzgl. X.

21.8 Lemma. Wenn M orientierbar ist, dann gibt es auch einen orientierten,
randadaptierten Atlas.

21.9 Bemerkung. Sei X eine k-dimensionale, abgeschlossene, berandete Unterman-
nigfaltigkeit einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M des RN. Dann ist 0X
eine (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN.

21.10 Lemma. Set X eine k-dimensionale, abgeschlossene, berandete Unterman-
nigfaltigkeit einer k-dimensionalen, orientierbaren Untermannigfaltigkeit M des
RN. Dann ist auch 0X orientierbar.

Die Orientierung wird daber wie folgt gewdhlt: Ist a € 90X und st @: V - W
eine positwv orientierte, randadaptierte Karte fiir esne Umgebung von a, so ist

p:VAIX = WA (R x0), xm (1) 91(x), @2(x), .., 91 (x))

eine positive orientierte Karte von 0X.
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22. Der Satz von Stokes

22.1 Theorem (Integralsatz von Stokes). Se:r U C RN offen, sei M C U eine ori-
entierte, n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und ser w € Q?"(U). Ser X
emne n-dimensionale, abgeschlossene, berandete Untermannigfaltigkeit von M.
Es ser X kompakt, und 0X trage die induzierte Orientierung. Dann

J dw:J w.
X X

22.2 Korollar. Sei U C RN offen, ses M C U eine kompakte, orientierte, n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit und ser w € Q}H (U). Dann

J dw =0.
M

22.3 Bemerkung. BEs sei S eine orientierte , zweidimensionale Untermannigfaltigkeit
des R3 und es sei n: S — R3 die Normalenabbildung wie in Satz 20.6. Ferner sei X C S
eine zweidimensionale, abgeschlossene, berandete Untermannigfaltigkeit von S und
v: 90X — R3 das duBere Einheitsnormalenfeld an 0X. Fiir a € 9X sei t(a) € T,(9X)
dasjenige Element der Lange 1, fiir welches

det(n(a),v(a),t(a)) > 0.

Dann ist T das positiv orientierte Tangenteneinheitsvektorfeld an 0X. (Die Vek-
toren n(a), v(a) und t(a) bilden ein rechtshindiges Dretbein.)

22.4 Satz (Klassischer Integralsatz von Stokes). Im der Situation von Bemer-
kung 22.3 seien U eine offene Obermenge von X und w € C'(U,R3). Dann
gult

J (rotw,n) do; :J (w, T) doj.
X ox

22.5 Bemerkung. In der Situation von Satz 22.4 sei a € U, und n € R? sei ein
beliebiger fester Einheitsvektor. Wir setzen S = {x € R*[(x —a,n) =0} und X, =
{x € S|[[x — a|lz < r}. Dann gilt

1
(rotw(a),n) = &1{1& FJ r (rotw,n) do; = y{r& p— Lxr (w, 1) doy.

22.6 Satz. Es seien U C R3 und I C R offen. Es seien E,B: U x I — R3 von der
Klasse C'. Es sind dquivalent:
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0B

tE=——.

(a) ro ot
(b) Fiir jedes a € U, jeden FEinheitsvektor n € R> und jede zweidi-
mensionale, abgeschlossene, berandete Untermannigfaltigkeit X von S =

{x e R®|(x —a,n) =0} guit

d
— B do, = — E doj.
dt J;( < ,TL> 02 LX < >T> 01

B und E verstehen wir als zeitabhdngige Vektorfelder. Wenn E des elektrische und
B das Magnetfeld ist, dann ist (a) die Mazwellsche Gleichung.
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23. Der Brouwersche Fixpunktsatz

23.1 Lemma. Sei n > 2. In R™\ {0} betrachten wir die (n —1)-Form

||x| Z 41xjdx1/\---/\dxj/\-~-/\dxn.

Dann do =0 und [, , 0 #0.

23.2 Lemma. Se: U eine offene Obermenge der abgeschlossenen FEinheitskugel
B={xcR"||x|]; <1} und sei p: U — S™' eine glatte Abbildung. Dann
existiert x € S mat p(x) # x.

23.3 Lemma. Fiir v > 1 sei B(r) = {x € R" | ||x||; < v}. Es sei f: B(r) — B eine
glatte Abbildung. Dann besitzt f einen Fizpunkt.

23.4 Satz (Brouwerscher Fixpunktsatz). Sei f: B — B stetig. Dann besitzt f einen
Fizpunkt.

23.5 Korollar. Sei W homéomorph zu B und sei f: W — W stetig. Dann besitzt f
einen Fizpunkt.

23.6 Satz. K C R"™ ser kompakt und konvex und besitze mindestens einen inneren
Punkt. Dann ist K homéomorph zur abgeschlossenen FEinheitskugel B des R™.

23.7 Satz (Satz von Frobenius und Perron). Sei A € R™" eine Matriz, deren
samtliche Eintrdge nichtnegativ sind. Dann besitzt A einen Eigenvektor mat
nichtnegativen Einitrdgen.
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