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Blatt 2

Übungen zur Funktionalanalysis I

1. Es sei A eine Banachalgebra, sei e die Eins in A und es seien a, b ∈ A.

(a) (5P) Zeigen Sie, dass e− ab ∈ G(A) genau dann, wenn e− ba ∈ G(A).

Hinweis: Setzen Sie c = (e − ab)−1 und betrachten Sie das Produkt (e −
ba)(e+ bca).

(b) (5P) Sei λ 6= 0. Zeigen Sie, dass λ ∈ σ(ab) genau dann, wenn λ ∈ σ(ba).

2. (10P) Sei A eine Banachalgebra, seien a, b ∈ A und sei 0 6= λ ∈ C. Zeigen Sie
ab− ba 6= λe.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1, um aus ab = λe+ ba zu schließen, dass σ(ab)
unbeschränkt ist.

3. Sei H∞(D) der auf Blatt 1 erklärte Hardyraum und sei (zn)n∈N eine Folge in D,
die gegen ein z ∈ ∂D konvergiert.

(a) (3P) Zeigen Sie, dass durch

I =
{
f ∈ H∞(D)

∣∣∣ lim
n→∞

f(zn) = 0
}

ein Ideal in H∞(D) gegeben wird.

(b) (3P) Mit H(D) bezeichnen wir den Raum aller holomorphen Funktionen
auf D. Ist

J =
{
f ∈ H(D)

∣∣∣ lim
n→∞

f(zn) = 0
}

ein Ideal in H(D)? Begründen Sie Ihre Antwort.

(c) (4P) Zeigen Sie, dass es ein ϕ ∈ Sp (H∞(D)) gibt, so dass ϕ(f) = 0 für alle
f ∈ H∞(D) mit limζ→z f(ζ) = 0.

4. Sei A die Banachalgebra aller stetigen, beschränkten Funktionen f : R → C,
versehen mit der Supremumsnorm. (Dass A eine Banachalgebra ist, braucht nicht
gezeigt zu werden.)

(a) (2P)Für x0 ∈ R definieren wir

I = {f ∈ A | f(x0) = 0} .

Zeigen Sie, dass I ein maximales Ideal ist.

(b) (8P) Ferner definieren wir

J =
{
f ∈ A

∣∣∣ lim
x→∞

f(x) = 0
}
.

Zeigen Sie, dass J zwar ein Ideal, aber kein maximales ist.

Hinweis: Lemma 1.24
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