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Übungen zur Funktionalanalysis I

1. Betrachten Sie die C∗-Algebra A = L(`2).

(a) (1P) Bestimmen Sie den Kommutanten {id}′.
(b) (9P) Bestimmen Sie den Bikommutanten ({id}′)′.

Hinweis: Einige Elemente sind offensichtlich in ({id}′)′. Alle anderen sind
nicht drin. Um sie auszuschließen, kommt man mit Elementen der Form

fi,j : `2 → `2, fi,j(em) =

{
ej , m = i,

0, sonst,

aus. Das ist genau wie bei dem entsprechenden Satz der Linearen Algebra.

2. (10P) Sei A eine C-Algebra mit einer Norm ‖·‖, bzgl. welcher sie vollständig ist.
Es gebe C > 0, so dass für alle a, b ∈ A gilt ‖ab‖ ≤ C‖a‖‖b‖. Zeigen Sie, dass es
eine zu ‖·‖ äquivalente Norm gibt, bezüglich der A eine Banachalgebra ist.

Hinweis: Für a ∈ A ist Ma, definiert durch Ma(x) = ax, ein Element von L(A).
Nutzen Sie, dass L(A) eine Banachalgebra ist, um die gesuchte Norm zu erhalten.

3. (a) (2P) Für eine beschränkte Folge (µn)n∈N in C sei a ∈ L(`2) definiert durch

a(x) = (µjxj)j∈N.

Zeigen Sie, dass {µj | j ∈ N} ⊆ σ(a).

(b) (2P) Geben Sie eine beschränkte Folge (µn)n∈N an, so dass in (a) die Gleich-
heit gilt.

(c) (2P) Geben Sie eine beschränkte Folge (µn)n∈N an, so dass in (a) die Gleich-
heit nicht gilt.

(d) (4P) Es sei K ⊂ C kompakt. Konstruieren Sie ein a ∈ L(`2) mit σ(a) = K.

4. Für ein k ∈ C
(
[0, 1]2

)
sei V ∈ L(C[0, 1]) definiert durch

V (f)(s) =

∫ s

0
k(s, t)f(t) dt.

(a) (7P) Mit V n bezeichnen wir die n-te Potenz von V in der Algebra L(C[0, 1]),
d. h. die n-fache Hintereinanderausführung von V .

Zeigen Sie die Existenz eines C > 0, so dass

|V n(f)(s)| ≤ Cn s
n

n!
‖f‖∞.

(b) (3P) Zeigen Sie σ(V ) = {0} durch Anwendung der Spektralradiusformel.
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