Heinrich Heine
U Uﬂiversitét
Mathematisches Institut Diisseldorf i Diisseldorf, den 01.11.2023

Prof. Dr. R. Braun Blatt 4
Ubungen zur Funktionalanalysis I

1. (a) (5P) Essei K =[0,1]. Auf C(K) = C.(K) wird durch
T: fr f(O) = f(1)

ein stetiges lineares Funktional gegeben. Aus dem Rieszschen Darstellungs-
satz fiir MaBle folgt die Existenz eines signierten Mafles u, so dass

Tf:/fdu (1)

fiir alle f € C'(K). Geben Sie u(A) fiir jedes A € B(K) an.
Hinweis: Erraten Sie p und konstruieren Sie dazu g4 und p—, um nach-
zuweisen.
(b) (2P) Es seien A eine C*-Algebra und a € A normal. Das Spektrum von a
bestehe aus einem Punkt. Zeigen Sie die Existenz eines A € C, so dass a = Ae.
(¢) (1P) Geben Sie eine C*-Algebra A und ein a € A an, dessen Spektrum aus
einem Punkt besteht und das kein Vielfaches der Eins ist.

(d) (2P) Es seien A eine C*-Algebra und a € A normal mit o(a) C {0, 1}. Zeigen
Sie, dass a ein Idempotent ist, dass also a® = a gilt.

2. (10P) Fiir eine beliebige quadratische Matrix A € CV*¥ hatten wir in der Ana-
lysis II das Matrixeponential

[e.e]

1
exp(A) = Z EA"
n=0

erkliart. Wenn A normal ist, dann existiert der in Satz 2.19 erklérte x-Homomor-
phismus ®: C(0(A)) — L(CY) mit ®(z) = A. Zeigen Sie, dass ®(exp) mit dem

Matrixexponential iibereinstimmt.

3. (10P) Seien A eine C*-Algebra, a € A normal und ®: C(c(a)) — A der nach
Satz 2.19 existierende x-Homomorphismus mit ®(z) = a. Fiir t € R setzen wir
b(t) = ®(exp(tz)). Zeigen Sie b’ = ba durch Berechnung des Differentialquotien-
ten.

4. (10P) Es H ein Hilbertraum und B: H x H — C eine stetige Sesquilinear-
form. Aus dem Satz von Lax-Milgram folgt die Existenz eines T' € L(H), so
dass B(z,y) = (Tz,y) fir alle z,y € H.

Wir nehmen zusétzlich noch die Existenz eines C' > 0 an, so dass
|B(z,y)| > Cl(x,y)|

fur alle z,y € H. Zeigen Sie, dass T ein Isomorphismus auf sein Bild ist.
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