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Ubungen zur Funktionalanalysis I

1. (10P) Essei A € L(CY) normal mit paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, ..., \,

und zugehérigen Eigenrdumen Vi,...,V,. Fiir j = 1,...,n sei (bjx)r=1,...,, eine

Orthonormalbasis von V;. Mit ®: C(c(A)) — L(CY) werde der stetige Funktio-
nalkalkiil von A bezeichnet. Zeigen Sie fiir f € C(0(A)) und = € CV

(f)z = Z > L)) (@, bix)bjk-

Hinweis: Verwenden Sie die Eindeutigkeitsaussage aus Satz 2.19.

2. (10P) Es gelten die Bezeichnungen aus Aufgabe 1. Ferner sei E: B(o(A)) — L(CN)
das Spektralmafl von A. Zeigen Sie fiir M € B(o(A))

vj
E(M).%’ = Z Z(l‘, bj,k)bj,k-
A EM k=1
Hinweis: Nutzen Sie die Eindeutigkeitsaussage aus Theorem 4.24.
3. Der Operator A € L(L?[0,1]) sei gegeben durch Af(z) = xf(z).

(a) (1P) Zeigen Sie, dass A selbstadjungiert ist.
(b) (2P) Zeigen Sie, dass C\ [0, 1] C p(A).
(c) (7P) Sei X € [0,1]. Zeigen Sie, dass A € o(A).
Hinweis: Fiir € > 0 und Ne = [A—¢, A+€]N[0, 1] betrachten Sie (Aid —A)x ..
4. (10P) Es sei A wie in Aufgabe 3. Dort wurde gezeigt, dass o(A) = [0, 1].

(a) Bestimmen Sie das Spektralmafl von A.
(b) Es sei ¥: M>([0,1]) — L(L?[0,1]) der Funktionalkalkiil von A. Zeigen Sie

V(f)(g) = fg. feM>(0,1]),9 € L*0,1].

Man muss wissen, dass fiir eine Borelmessbare Funktion h > 0 die Abbildung
M~ [ 1y dA1 ein Borelmaf ist und dass das zugehorige Integral gegeben wird
durch [ fhd);. Solche Aussagen aus der Analysis IIT kénnen verwendet werden.
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