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Ubungen zur Funktionalanalysis I

1. (10P) Es sei A € L(CY) ein normaler Operator und es sei ®: C(c(4)) — L(CY)
der stetige Funktionalkalkiil mit ®(z) = A.

Die Eigenwerte von A seien paarweise verschieden. Die zugehorigen Eigenvektoren
seien vy, ...,vy. Ferner seien ay,...,ay € C\ {0}. Zeigen Sie, dass v = Z;VZI a;v;
ein zyklischer Vektor von & ist.

2. (10P) Es H ein Hilbertraum und es sei A € L(H) normal. Es sei ®: C(0(A)) —
L(H) der stetige Funktionalkalkiil mit ®(z) = A. Zeigen Sie:
Wenn A einen mehrfachen Eigenwert besitzt, dann besitzt ¢ keinen zyklischen
Vektor.
3. Essei A € L(£?(Z)) gegeben durch
A((an)nGZ) = (anfl)neZ-
(a) (2P) Zeigen Sie, dass A unitér ist.
(b) (5P) Zeigen Sie o(A) = S*.
(c) (3P) Wegen (a) und (b) existiert der stetige Funktionalkalkiil ®: C'(S!) —
L((%(Z)) mit ®(idg1) = A.
Zeigen Sie, dass b mit
1, 7=0
b] — ? .7 9
0, 7#0,
ein zyklischer Vektor von & ist.
4. (10P) Es seien A und b wie in Aufgabe 3. Bestimmen Sie ein Maf p; und eine
unitéire Transformation
U: 2(Z) — LAY ),
so dass Ab(idg1) o U = U o A mit A wie in Satz 6.5.
Hinweis: Das Haarmafl n auf S' ist das BorelmaB auf S, welches dadurch be-
stimmt ist, dass fiir a < b < a+1 gilt n({e*™™ ’ a<t<b})=b—a. FirfeC(S"
gilt
[ ran=[ sE@ane.
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