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1 Banachalgebren

Die erste Halte der Vorlesung orientiert sich an Meise und Vogt [7].
In dieser Vorlesung ist O keine natiirliche Zahl, also N ={1, 2, 3,...}. Bilinearformen
werden als (-, —) und Sesquilinearformen als (-, —) geschrieben.

1.1 Wiederholung. Ein Banachraum ist ein vollstdndiger, normierter Raum, also
einer in dem jede Cauchyfolge konvergiert.

Mit L(E,F) bezeichnen wir den Raum aller stetigen, linearen Abbildungen von
einem normierten Raum E in einen normierten Raum F. Von dieser Notation gibt es
zwei Spezialfdlle: L(E) = L(E,E) und B’ = L(E,K), wobei K der Grundkorper ist.

Eine lineare Abbildung A: E — F ist genau dann stetig, wenn

JA] = sup||Ax] < oo.

[Ix[I=1
In diesem Fall ist ||A|| die Operatornorm.

Der folgende Satz wurde in der Einfiihrung in die Funktionalanalysis bewiesen:

1.2 Theorem (Banachscher Isomorphiesatz). Es sez A: E — F eine bijektive, stetige,
lineare Abbildung zwischen zweit Banachraumen. Dann st thre Umkehrabbildung
ebenfalls stetig.

1.3 Definition. (a) Eine C-Algebra ist ein C-Vektorraum A mit einer Multiplikation
-+ A XA — A, so dass A ein Ring mit Eins und der folgenden Eigenschaft ist

YA € CVa,b € A:Alab) = (Aa)b = a(Ab).
Die Eins wird mit e bezeichnet.

(b) Eine normierte Algebra ist eine C-Algebra mit einer Norm, welche zusdtzlich
noch die folgenden Eigenschaften besitzt
(i) Va,b € A: ||ab]| < ||a]|||b]] (Submultiplikativitat).
(i) flell =1.
(c) Eine Banachalgebra ist eine vollstdndige normierte Algebra.

1.4 Bemerkung. Sei A eine normierte Algebra. Dann ist die Multiplikation stetig.

1.5 Beispiel. (a) Sei E ein komplexer Banachraum. Dann ist L(E) eine Banachal-
gebra. Im Fall E = CN wurde sie in der Linearen Algebra studiert.



1 Banachalgebren

(b) Wenn K kompakt ist, dann ist C(K) (komplexwertig) eine Banachalgebra.

1.6 Bezeichnung. Die Gruppe der invertierbaren Elemente in A wird mit G(A) be-
zeichnet.

1.7 Satz (Neumannsche Reihe). Es seien A eine Banachalgebra und a € G(A).

Falls fiir b € A gilt

1
la—b|| < —=
o=’

dann b € G(A).
1.8 Korollar. G(A) ist offen und die Umkehrabbildung x — x~' ist stetig in G(A).

1.9 Definition. Es sei A eine Banachalgebra und es sei a € A. Das Spektrum von a
besteht aus allen A € C, fiir welche Ae—a ¢ G(A). Es wird mit o(a) bezeichnet. Sein
Komplement p(a) = C\ o(a) ist die Resolventenmenge von a.

Fiir A € p(a) ist R(A, a) = (Ae — a)~" die Resolvente.

1.10 Beuspiel. In der Einfithrung in die Funktionalanalysis hatten wir das Spektrum
bereits fiir den Speziallfall A = L(E) erklart.

1.11 Bemerkung. o(a) ist abgeschlossen. Fiir A mit |A| > |la|| ist Ae — a inver-
tierbar. Also o(a) C §HQH(O). Insbesondere ist o(a) kompakt. Aus dem Beweis der
Neumannschen Reihe erhdlt man sofort

00 o
R()\, Cl) = Z F
j=0

1.12 Lemma. Seien A eine Banachalgebra, a € A und z,( € p(a). Dann gelten

(a) R(z,a) —R({,a) = (C—2z)R(z,a)R(¢, a) (Resolventenformel).
(8) tim ——(R(z, @) — R(¢, @) = —R(z,a*.

1.13 Satz. Seit A eine Banachalgebra. Fir jedes a € A 1ist o(a) # (.
Fiir den Beweis bendtigen wir den Satz von Hahn-Banach aus der Einfiihrung:

1.14 Theorem (Hahn-Banach). Se: E ein normierter K-Vektorraum, set F C E ein
Unterraum, und sety € F'. Dann ezistiert Y € £/ mat Ylr =y und ||Y|| = |ly||.

1.15 Theorem (Satz von Gelfand und Mazur). Wenn die Banachalgebra A ein
Schiefkorper ist, dann st sie gleich Ce.

1.16 Lemma. Seien A eine Banachalgebra und a € A. Fir ein komplexes Polynom
p = Y oA2 € CIX| definieren wir p(a) = Y " Ajdd € A. Dann p(a) € G(A)
genau dann, wenn p(u) # 0 fir alle u € o(a).



1.17 Satz (Polynomieller Spektralkalkiil). Seien A eine Banachalgebra, a € A und
p € CIX]. Dann o(p(a)) = p(o(a)).

1.18 Beispiel. Wenn M € CN*N diagonalisierbar ist, dann existieren Eigenwerte

Wy ..., N € C und eine Transformationsmatrix T € GLy(C), so dass
i
M=T e T,
KN
Dann
plp)
p(M) =T p(p2) T
p(pn)

1.19 Definition. Sei A eine Banachalgebra. Fiir a € A definiert man den Spektralradius
als

r(a) = supfjz| | z € o(a)}.
1.20 Satz (Spektralradiusformel). Sei A eine Banachalgebra. Fir a € A gult
r(a) = lim {/a"].
Insbesondere r(a) < ||al.

Der Beweis benutzt das Prinzips der gleichmafiigen Beschranktheit aus der Ein-
fithrung.

1.21 Satz (Prinzip der gleichmé&figen Beschrénktheit). Seten E ein normierter Raum
und M eine Teilmenge von E, so dass sup,.p|(y,x)| < oo fiir jedesy € E'. Dann
supyewm [[x[| < oo.

1.22 Lemma. Es se1 A eine Banachalgebra. Dann gelten:
(a) dist(e,I) =1 fiir jedes Ideal I in A.
(b) Fir jedes abgeschlossene Ideal 1 in A ist A/1 eine Banachalgebra.
(c) Fiir jedes Ideal 1 ist auch 1 ein Ideal.
(d) Mazimale Ideale sind abgeschlossen.

(e) Jedes Ideal ist in einem mazimalen Ideal enthalten.



1 Banachalgebren

1.23 Definition. (a) Seien A,B Algebren. Eine C-lineare Abbildung f: A — B ist
ein Algebrenhomomorphismus, wenn f(e) = e und f(ab) = f(a)f(b) fiir alle
a,beA.

(b) Sei A eine Banachalgebra. Das Spektrum von A besteht aus allen stetigen
Algebrenhomomorphismen von A nach C. Man schreibt Sp(A).

1.24 Lemma. Ser A eine kommutative Banachalgebra. Die mazimalen Ideale in A
sind genau die Kerne der Elemente von Sp(A).

1.25 Satz. Sei A eine kommutative Banachalgebra und set a € A. Dann o(a) =
{e(a) | ¢ € Sp(A)}.

1.26 Beisptel. Sei D ={z € C | |z| < 1} und sei H*(D) der Hardyraum, also
H*®(D) = {f: D — C holomorph | ||f|s < oo},

versehen mit der Norm ||-||o.. Auf Blatt 1 wurde gezeigt, dass der Hardyraum eine
Banachalgebra ist. Fiir w € D sei 6,,(f) = f(w). Dann 6,, € Sp(H*>(D)).

1.27 Definition. Es sei A eine kommutative Banachalgebra. Fiir a € A ist die Gelfand-
Transformierte @ definiert als

a: Sp(A) = C, ale) = e(a).

1.28 Satz. E's ser A eine kommutative Banachalgebra. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Topologie T auf Sp(A) mit den folgenden Eigenschaften:

(a) (Sp(A),T) ist kompakt,
(b) fiir jedes a € A ist @ stetig.

Um diesen Satz zu beweisen, verwenden wir den Satz von Tychonoftf aus der To-
pologie.

1.29 Theorem (Tychonoff). Es set M eine Menge und fir jedes m € M set K,
kompakt. Dann st [ ] K kompakt.

meM

T: Sp(A) = X, @+ (@(a))aea.

1.30 Definition. Die in Satz 1.28 definierte Topologie ist die Gelfand-Topologie. Die
Abbildung ™: A — C(Sp(A)) ist die Gelfand-Darstellung.

Die Gelfand-Topologie ist die Einschrankung der schwach*-Topologie.

1.31 Satz. Sez A eine kommutative Banachalgebra. Dann ist die Gelfand-Darstellung
ein Algebrenhomomorphismus mit den folgenden Eigenschaften:



(a) @(SpA) =o0(a), a €A,
(b) ||al]| =r(a), a € A.
1.32 Beispiel. Flir A = H*(DD) ist die Abbildung
J: D — Sp(A),w +— Oy,

injektiv und wegen T(6,,) = (f(w))sca auch stetig. Wir konnen die Umkehrabbildung
sogar angeben, nadmlich w = §,,(idp). Also ist | ein Homdomorphismus auf sein Bild.

Da D offen und Sp(A) kompakt ist, ist | nicht surjektiv.
Das Corona-Theorem von Lennart Carlson aus dem Jahr 1962 besagt, dass

Sp(H*(D)) = J(D).



2 C*-Algebren

2.1 Definition. Eine C*-Algebra ist eine Banachalgebra zusammen mit einer Involution
%x: a— a* mit den folgenden Eigenschaften

(a) (a+b)* =a*+b* (Aa)* =Aa* und (ab)* = b*a* fiir a,b € A und A € C.
(b) |la*al| = ||al|® fiir alle a € A.
Der Begriff Involution bedeutet hier, dass (a*)* = a.

2.2 Beisptel. (a) (C,|-|) mit der Involution z — Zz ist eine C*-Algebra.

(b) Fiir ein Kompaktum K ist (C(K),||-||cc) mit der Involution f ~ f eine C*-
Algebra.

(c) Sei H ein komplexer Hilbertraum. Dann hatten wir den zu A € L(H) adjun-
gierten Operator A* € L(H) definiert durch

(A*x,y) = (x,Ay), x,y € H.

(d) Ein Spezialfall von (c) ist der Fall H = CN. Der Operator A € L(H) sei im
Standardkoordinatensystem durch die Matrix

ar a2 ... aiN
azn az ... az N
ang ang2 ... GnNN

dargestellt. Dann besitzt A* die Darstellung

am 62’1 . ENJ
61,2 az,z . EN,Z
ELN Ez,N . aN,N

2.3 Lemma. Set A eine C*-Algebra. Dann gelten
(a) ||a*|| = ||a|| fir alle a € A.

(b) e* =e.
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(c) Wenn a € G(A), dann a* € G(A) und (a*)”! = (a7')*.
2.4 Definition. Ein Element a einer C*-Algebra A heifit
(a) mormal, wenn aa* = a*a,
(b) selbstadjungiert, wenn a* = a,
(c) unitdr, wenn aa* = a*a =e.
2.5 Bemerkung. (a) Selbstadjungierte und unitdre Elemente sind normal.

(b) Im endlich-dimensionalen Fall ist ein Operator genau dann selbstadjungiert,
wenn seine Matrix hermitesch ist.

(c) Im endlich-dimensionalen Fall wurde in der Linearen Algebra gezeigt, dass ein
C-linearer Endomorphismus genau dann eine Orthogonalbasis aus Eigenvekto-
ren hat, wenn er normal ist. Ein normaler Operator besitzt genau dann aus-
schliefilich reelle Eigenwerte, wenn er selbstadjungiert ist.

(d) Fiir jedes a ist a*a selbstadjungiert.
2.6 Satz. Sei A eine C*-Algebra und sei a € A. Dann o(a*) = o(a).
2.7 Satz. Sei A eine C*-Algebra und sei a € A selbstadjungiert. Dann o(a) C R.
2.8 Satz. Es sei A eine C*-Algebra und es sei a € A unitdr. Dann o(a) C S'.
Das zeigen Sie als Ubungsaufgabe.

2.9 Satz. Sei A eine C*-Algebra und ser a € A normal. Dann r(a) = | af|.

2.10 Beispiel. Sei M € CN*N eine hermitesche Matrix mit Eigenwerten A\; < A, <
.-+ < An. Der CN sei mit der euklidischen Norm versehen. Dann ist die Operatornorm
des zu M gehorenden Endomorphismus gleich max{—A;, An}.

2.11 Satz. E's sei1 A eine C*-Algebra und es seien @ € Sp(A) und a € A. Dann
p(a’) = ¢(a).

2.12 Definition. Ein Algebrenhomomorphismus ®@: A — B zwischen zwei C*-Algebren
ist ein x-Homomorphismus, wenn @ (a*) = ®(a)* fiir alle a € A.

2.13 Satz (Automatische Stetigkeit). Es sei A eine kommutative C*-Algebra, es set
B ewmne C*-Algebra und es se1 ®: A — B ein C*-Homomorphismus. Dann ist ©
stetig mit ||@| = 1.

2.14 Definition. Es sei A eine C*-Algebra und ) # M C A. Dann ist
M'={xeA|VmeM:xm=mx}

der Kommutant von M und (M')’ ist der Bikommutant.

11



2 C*-Algebren

2.15 Lemma. (a) M’ st eine abgeschlossene Unteralgebra von A.
(b) Wenn M = M*, dann M"* = M’ und (M')’ ist eine C*-Unteralgebra von A.

2.16 Lemma. Wenn mn = nm fiur alle n,m € M, dann st der Bikommutant (M)’
kommutativ.

2.17 Lemma. Es set A eine C*-Algebra und es set a € A normal. Dann st
B = ({a,a*})’ eine abgeschlossene, kommutative C*-Unteralgebra von A, die
a und ax enthadlt.

Bezeichnet man mit o bzw- og die Spektren in A bzw. B, so gilt oo(b) = og(b)
flr jedes b € B.

Im Beweis des nachsten Satzes benotigen wir das folgende Ergebnis aus der Ein-
fiihrung in die Funktionalanalysis.

2.18 Theorem (Weierstrascher Approximationssatz). Sei X # () eine kompakte Teil-
menge des R". Dann kann jede stetige Funktion auf X gleichmajig durch Poly-
nome approximiert werden.

2.19 Satz. Es se1 A eine C*-Algebra und es sei a € A normal. Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten x-Homomorphismus ®@: C(o(a)) — A mit O(idsq) = a.
Dieser Homomorphismus ist eine Isometrie.

Bemerkung. Statt ®(idy(q)) schreibt man iiblicherweise ®(z). Das werde ich auch
tun.

2.20 Theorem (Spektralabbildungssatz). Es sei A eine C*-Algebra, es set a € A
normal und es ser © der zu a wn Satz 2.19 konstruierte x-Homomorphismus.
Dann gilt fir jedes f € C(o(a))

Wir benotigen nun noch ein weiteres Ergebnis aus der Einfithrung in die Funktio-
nalanalysis.

Man sagt, dass eine Unteralgebra B von C(X,C) die Punkte von X trennt, wenn
es zu jeder Wahl von x #y in X ein f € B mit f(x) # f(y) gibt.

2.21 Theorem (Satz von Stone-Weierstral). Seien X ein kompakter topologischer
Raum und A eine abgeschlossene Unteralgebra von C(X,C) mit den folgenden
Eigenschaften

(a) A tremnt die Punkte von X,

(b) mit f liegt auch f in A.

12



Dann A = C(X,C).
2.22 Theorem (Gelfand-Neumark). Es set A eine kommutative C*-Algebra. Dann ist

die Gelfand-Darstellung ~: A — C(Sp(A)) ein isometrischer x-Isomorphismus.

2.23 Beispiel. Es sei K ein kompakter metrischer Raum. Dann ist die Abbildung
A: K — Sp(C(K)), A(x) = 6, mit 6,(f) = f(x), offenbar wohldefiniert. Wir zeigen,
dass sie bijektiv ist.

Es gilt fo A = 1.

Im Fall eines allgemeinen topologischen Raums kann man das Lemma von Tietze-
Urysohn verwenden, um die Injektivitat zu zeigen.

2.24 Definition. Die Wiener-Algebra ist der Banachraum ('(Z) mit der Multiplikation

axb= ( Z aj_kbk)
k=—00

Bemerkung. (a) Die Eins dieser Multiplikation ist eo.

jEZ

(b) Wir miissen noch zeigen, dass ||a * bl[; < |la|+|/b]}-

Dazu sei zuerst ||alj; = 1. Dann |a;| < 1 fiir alle j, also
[e o] o0
lalz= > lai?< ) lajl=lali=1=]alf.
j=—00 j=—00

Wegen der Homogenitdt der Normen folgt ||a|; < ||a||;. Nun folgt die Behaup-
tung aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

(c) Die Wiener-Algebra ist keine C*-Algebra.

2.25 Lemma. Fir z € S' = {z€ C||z| =1} setzen wir §,: U'(Z) — C, §,(a) =
> .. aZ. Dann §, € Sp({'(Z)).

j=—00

2.26 Lemma. Die Abbildung A: S'" — Sp(L'(Z)), z — 9, ist ein Homdomorphismus.
2.27 Lemma. Wenn wir Sp(£'(Z))) mit S' identifizieren, dann

K‘(/Z) = {f € C(S") | f hat eine absolut konvergente Fourierrethe} .

2.28 Lemma. Die Gelfand-Darstellung ~: £'(Z) — C(Sp(A)) ist injektiv, aber nicht
isometrisch.

Bemerkung. Wegen des Satzes von Gelfand-Neumark ist die Gelfand-Darstellung
einer C*-Algebra eine Isometrie. Das zeigt, dass die Wiener-Algebra keine C*-Algebra
ist.

2.29 Theorem (Satz von Wiener). Wenn f € C(S') eine absolut konvergente Fou-
rierrethe hat und f(z) # 0 fiir alle z € S', dann besitzt auch % ewmne absolut
konvergente Fourierrethe.
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3 Der Rieszsche Darstellungssatz fiir Malle

Mit C.(X) bezeichnen wir den Raum der stetigen Funktionen auf X mit kompaktem
Trager.

3.1 Bezeichnung. Es sei K ein kompakter topologischer Raum.

(a) Fiir f € C(K) schreiben wir f > 0, wenn f(x) > O fiir alle x € K. Mit 1
bezeichnen wir die Funktion x — 1.

(b) Ein Funktional T € C(K)’ heifit positiv, wenn T(f) > O fiir alle f > 0. Es heift
normalisiert, wenn T1 = 1.

Wir erinnern uns an einige Definitionen aus der Mafitheorie.

3.2 Definition. Ein duferes Maf$ auf einer Menge X ist eine Abbildung p: P(X) —
[0, o] mit den folgenden Eigenschaften:

(a) w(® =o.
(b) Fir A C B C X gilt p(A) < pu(B).
(c) Fiir jede Folge (An)nen in P(X) gilt n(lUn; An) < 3 22 m(Ay).

Den kompletten Beweis des folgenden Satzes findet man in Rudin, Real and Com-
plex Analysis, Theorem 2.14. Der Beweis benotigt die Existenz einer stetigen Parti-
tion der Eins, welche wir in der Analysis III nur im RN gezeigt hatten.

3.3 Theorem (Rieszscher Darstellungssatz fiir Mafle). Es set X ein lokalkompakter
Hausdorffraum und es set /A ein positives lineares Funktional auf C.(X). Dann
gibt es eine o-Algebra M in X, welche die Borelmengen enthdlt, und ein ein-
deutig bestimmtes Mafl 1 auf M, so dass

(a) Af = [fdp fir jedes f € Cc(X).
Dieses MafS hat die zusdtzlichen Eigenschaften
(b) u(K) < oo fiir jedes kompakte K C X.
(c) w(E) =inf{uW(V) | E CV, V offen} fir jedes E € M.

(d) nw(k) = sup{u(K) | K CE, K kompakt} fiir alle offenen E C X sowie alle
Ee M mit u(k) < co.

14



(e) w ist ein vollstdndiges Mafs.

3.4 Beispiel. Fiir X = R und dem Riemann-Integral A(f) = fiooo f(x)dx, f € C.(R),
erhalt man das eindimensionale Lebesguemasf.

3.5 Definition. Ein signiertes (bzw. komplezes) Borelmafl auf einem topologischen
Raum X ist eine Abbildung p von der o-Algebra der Borelmengen nach R (bzw.
nach C), so dass:

(a) Es existiert C > 0, so dass

3 A < €,
j=1

fiir alle Folgen (A;)jcy von Borelmengen, welche U].GN Aj=Xund AjNnA=10
fiir j # k erfiillen.

(b) Falls (A;);en eine Folge von Borelmengen mit A; N Ay = () fiir j # k ist, so gilt
M(U Aj) = Z (A;).
j=1 =1

3.6 Lemma. F'ir ein signiertes Borelmafl 1 erkldren wir zwei (positive) Borelmaje
durch

s (A) = sup p(B), w-(A) == — inf p(B).
BCA BCA

Dann p(A) = uy (A) —p(A).

3.7 Definition. Fiir ein signiertes Mafl i1 und eine messbare Funktion f definieren wir

deuszdpq—deu.

Fiir ein komplexes Maf definieren wir [fdpu = [fd(Rep)+1i [ fd(Imp).

3.8 Satz. Es se1 T € C(X,R)’. Dann existieren positive Funktionale T, und T_, so
dass T=T, —T_.

3.9 Theorem. E's se1 X ein kompakter topologischer Raum und es sei T € C(X)' ein
(C-wertiges) stetig lineares Funktional. Dann ezistiert ein eindeutig bestimmdtes,
komplezes Mafl u auf X, so dass

T(f) = deu, f € C(X).

15



4 Beschrankte normale Operatorn auf
Hilbertraumen

Fiir einen Hilbertraum H ist L(H) eine C*-Algebra. Die Sdtze aus dem vorigen Ab-
schnitt sind also anwendbar. Im Fall normaler Operatorn auf Hilbertraumen kann
man den Kalkiil sogar auf Borel-messbare Funktionen, z. B. charakteristische Funk-
tionen Borel-messbarer Mengen, ausdehnen.

4.1 Definition. Es sei X ein kompakter metrischer Raum. Wir setzen
M=(X) ={f € £>°(X) | f Borel-messbar}

und versehen diesen Raum mit der Supremumsnorm, der punktweisen Multiplikation
und der Involution f — f.

4.2 Satz. M (X) st eine C*-Algebra.

4.3 Definition. Eine Folge (f,).cn von Abbildungen f, € {*°(X) konvergiert beschrankt
punktweise gegen f € {*°(X), wenn sie punktweise gegen f konvergiert und

sup sup|f,(x)| < oo.
neN xeX

4.4 Lemma. Es se1 X ewn kompakter metrischer Raum. Dann ist M (X) die kleins-
te Teilmenge von {*°(X) mit den folgenden FEigenschaften

(a) C(X) S M.
(b) M 1ist abgeschlossen unter beschrdnkt punktwetser Konvergenz.

4.5 Definition. Seien X ein kompakter metrischer und H ein Hilbertraum. Eine Ab-
bildung W: M>(X) — L(H) heit w-stetig, wenn fiir alle x,y € H und jede Fol-
ge (fi)nen in M®(X), welche beschrankt punktweise gegen f konvergiert, gilt, dass
limn oo ()%, y) = (W(F)x, y).

Wir identifizieren C mit L(C) und erkldren somit auch die w-Stetigkeit von Abbil-
dungen nach C.

4.6 Korollar. w-stetige Abbildungen sind eindeutig durch thre Werte auf den Funk-
tionen f € C(X) bestimmdt.

16



4.7 Definition. Eine Abbildung 3: E x E — K ist eine Bilinearform, wenn sie in
beiden Komponenten linear ist, und eine Sesquilinearform, wenn sie in der ersten
Komponente linear und in der zweiten konjugiert linear ist.

Eine weitere Wiederholung aus der Einfithrung in die Funktionalanalysis:

4.8 Theorem (Prinzip von der gleichméBigen Beschranktheit). Seien E ein Banach-
raum und F ein normierter Raum. Sei A C L(E,F) so, dass supac4||Ax|| < oo fiir
jedes x € E. Dann supac4]|A|l < oo.

4.9 Lemma. Es set E ein Banachraum und : E x E — K eine Bilinearform oder
eine Sesquilinearform. Sie ist genau dann stetig, wenn es ein C > 0 gibt, so
dass

B (w, V)| < Clluff[v].

4.10 Satz (Lax-Milgram). Es seir H ein Hilbertraum und es sei 3 eine stetige Ses-
quilinearform auf H. Dann gibt es genau eine Abbildung T: H — H, so dass

B(Xay) = (TX>1J)
fur alle x,y € H. Es gelten T € L(H) und ||T|| =sup{|B(x,y| | [|x]|, [[y]l < 1}.

411 Satz. Es se1 A € L(H) mnormal. Dann gibt es genau einen w-stetigen -
Homomorphismus ¥: M*(o(A)) — L(H), fir welchen Y(z) = A gilt. Dieser
Homomorphismus ist stetig mit ||| =1.

4.12 Definition. Der Algebrenhomomorphismus ¥: M*(o(A)) — L(H) aus Satz 4.11
ist der Funktionalkalkiil des normalen Operators A.

4.13 Lemma. Es sei A € L(H) normal.

(a) Die Elemente von Bild(W) kommutieren miteinander, also auch mit A
und A*. Speziell sind ste alle normal.

(b) Falls f € M>(0(A)) reellwertig ist, so ist W(f) selbstadjungiert.

4.14 Definition. (a) Es sei E ein k-Vektorraum. Eine k-lineare Abbildung P: E — E
heiit Projektion, wenn P? = P.

(b) Es sei H ein Hilbertraum. Eine Projektion P: H — H heifit orthogonal, wenn
Bild(P) L ker P.

Wir hatten in der Einfiihrung gezeigt:
4.15 Satz. Es seit P: H — H eine Projektion.

(a) Falls P orthogonal ist, so ist P st stetig.
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4 Beschriankte normale Operatorn auf Hilbertrdumen

(b) Falls P orthogonal ist, so gilt P =0 oder |P| =1.

(c) Falls P stetig ist, so ist P genau dann selbstadjungiert, wenn P orthogonal
15t.

4.16 Bezeichnung. (a) Wir bezeichnen die Borelmengen eines topologischen Raums X
mit B(X).

(b) Wenn W der Funktionalkalkiil eines normalen Operators A € L(H) ist, dann
definieren wir fiir M € B(o(A))

E(M) =Y¥(xm) .

4.17 Lemma. (a) Fir M € B(o(A)) st E(M) eine orthogonale Projektion mat
AE(M) =E(M)A.

(b) Die Einschrdnkung Ay von A auf Bild(E(M)) bildet Bild(E(M)) in sich ab
und es gilt o(Am) € M.

(c) Falls M nicht-leer und offen ist, dann E(M) # 0.

4.18 Definition. Es seien Y ein lokalkompakter, o-kompakter, topologischer Raum und
H ein Hilbertraum. Ein Spektralmaf auf Y ist eine Abbildung E: B(Y) — L(H) mit
den folgenden Eigenschaften

(a) E(@) = 0, E(Y) = idy und fiir jedes M € B(Y) ist E(M) eine orthogonale
Projektion.

(b) E(M; N M,) = E(M;)E(M,) fiir alle My, M, € B(Y).
(c) Falls My, M, € B(Y) mit M; "M, =0, dann E(M; UM;) = E(M;) + E(M,).
(d) Fiir jedes x € H wird durch E,(M) = (E(M)x, x) ein Borelmaf auf Y gegeben.

4.19 Satz. Sei A € L(H) normal und ser V¥ sein Funktionalkalktl. Dann wird durch
E(M) =Y¥(xm) ein Spektralmaf auf o(A) gegeben. Fir f € M>®(c(A)) undx € H
gult

(Y(f)x,x) = deEX,X.
4.20 Lemma. Es seien A,B € L(H), so dass (Ax,x) = (Bx,x) fir alle x € H. Dann
A = B.

Bemerkung. Wir haben vorausgesetzt, dass H ein C-Vektorraum ist. Im Fall von
R-Vektorraumen gilt die Aussage i.a. nicht. Ein Beispiel wird gegeben durch

A(Xj)jEN = (_X2> X1y X4y X3y —X6y X5y« « )
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4.21 Lemma. F'ur einen kompakten topologischen Raum X sei ser T (X) die lineare
Hiille von {xm | M € B(Y)}. Dann st T(X) dicht in M (X).

4.22 Satz. Es sei E ein Spektralmafi auf Y und es ser f € M>(Y). Dann exis-
tiert ein eindeutig bestimmter Operator [fdE € L(H) mit den folgenden beiden
Eigenschaften

(a) Fir jedes x € H gilt (([fdE)x,x) = [ fdE,.
(b) Fiir jedes x € H gilt ||([ fAE)x|” = [|f]* dExx.
4.23 Definition. [ fdE ist das Integral von f nach dem Spektralmas.

4.24 Theorem (Spektralsatz fiir normale Operatoren). Ist A € L(H) normal, so gubt
es ein eindeutig bestimmtes Spektralmaf E auf o(A), fur welches A = [zdE.
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5 Das Spektralmal3

5.1 Theorem (Fuglede (1949)). Sei A eine C*-Algebra und seten a,b € A, wobet a
normal 1st. Falls ab = ba, so ¢ilt auch a*b = ba*.

5.2 Satz. Es se1 A € L(H) normal und es sei E sein Spektralmafi. Ein Operator
B € L(H) wertauscht genau dann mit A, wenn BE(M) = E(M)B fir alle M €
B(a(A))).

5.3 Definition. Ein Operator A € L(H) heifit positiv, wenn (Ax,x) > 0 fiir alle x € H
gilt. Man schreibt dann A > 0. Ferner schreibt man A < B, wenn B — A positiv ist.

5.4 Satz. Set A € L(H) ein normaler Operator, set ¥: M*(o(A)) — L(H) sein
Funktionalkalkil und sei f € M>(o(A)). Falls f > 0, so ist Y(f) positiv.

Insbesondere ist E(M) positiv, wenn M € B(o(A)) und E das Spektralmafs
bezeichnet.

5.5 Lemma. Ein Operator A € L(H) ist genau dann selbstadjungiert, wenn (Ax,x) €
R fiir jedes x € H.

5.6 Bezeichnung. Sei H ein Hilbertraum und sei E C H ein Unterraum. Den Raum
Et ={y € H|V¥x € E:(y,x) =0} bezeichnen wir als Orthogonalraum von E in H.

5.7 Satz. Es seien G, H Hilbertrdume und es set A € L(G,H). Dann gilt (Bild A)* =
ker A*.

Das ist ein Spezialfall von Satz 11.8 der Einfiihrung in die Funktionalanalysis.

5.8Satz. A € L(H) ist genau dann positiv, wenn A selbstadjungiert ist und o(A) C
[0, col.

5.9 Beispiel. Sei A € L(H) positiv. Dann hat A eine eindeutig bestimmte positive
Quadratwurzel.

5.10 Bemerkung. In Lemma 4.17(c) wurde gezeigt, dass E(M) # 0, falls M eine
offene Teilmenge von o(A) ist. (Dabei ist “offen” in der Relativtopologie zu verste-
hen.)

Das konnen wir mit Satz 5.4 auch wie folgt sehen: Wenn M offen ist, dann gibt es
0#fe C(o(A)) mit 0 < f < xm. Wegen Satz 2.19 ist der stetige Funktionalkalkiil
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eine Isometrie, also @(f) # 0. Aus Satz 5.4 folgt dann 0 < ®(f?) = ¥Y(f?) < E(M)
und schliefllich fiir ein x mit ®(f)x # 0
0 < ((®(f*) — E(M))x,x) = (D(f)x, @(f)x) — (E(M)x,x).
Also (E(M)x,x) > |®(f)x|]* > 0.
5.11 Satz. Es sei A € L(H) normal mit Spektralmaf E. Dann 1st A genau dann ein

Eigenwert von A, wenn E({A}) # 0. In diesem Fall 1st Bild(E({A\})) der zugehérige
Eigenraum.

5.12 Korollar. Es sei A € L(H) normal und es sei z € o(A) ein isolierter Punkt.
Dann 1st z ein Eigenwert von A.

Die Umkehrung gilt nicht.

5.13 Definition. Es seien G,H Hilbertrdume und Gy € G, Hy € H abgeschlosse-
ne Unterrdume. Eine Abbildung U € L(H,G) ist eine partielle Isometrie, wenn
U, : Ho — Go ein isometrischer Isomorphismus ist und u|H(J)_ = 0.

5.14 Lemma. F4r U wie in der Definition gelten
Wlg, = (Uly,)™" wnd Ugy =0.
Ferner ist U* ebenfalls eine partielle Isometrie.

5.15 Satz (Polarzerlegung). Seien G,H Hilbertrdaume und set A € L(H,G). Dann
gibt es eine eindeutig bestimmte Darstellung A = UP, wober P € L(H) positiv
und U € L(H, G) eine partielle Isometrie von Bild(P) nach Bild(A) ist. Es gelten
P2 = A*A und P = U*A.

5.16 Beispiel. Sei A: H — G ein kompakter Operator zwischen unendlich-dimen-
sionalen Hilbertrdumen (oder ein linearer Operator zwischen endlich-dimensionalen
Hilbertrdumen). Dann besitzt A eine Singuldrwertzerlegung, ndmlich eine Nullfolge
(sn)nen in C sowie Orthonormalbasen (e, )neny in H und (f,,)nen in G, so dass

Ax = Z Sn(X) en)fm x € H.
n=0

Dann wird die Polarzerlegung gegeben durch
Sn
—fn.

Pe, = |sn|en, Ue, = Sl
n

5.17 Korollar. Jeder invertierbare Operator A € L(H) besitzt eine eindeutig be-
stimmte Darstellung A = UP, wober P € L(H) positiv und invertierbar und
U e L(H) unitar ist.

5.18 Bemerkung. Sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann ist e'* unitér.

5.19 Satz. Se: U € L(H) unitdar. Dann ezistiert ein eindeutig bestimmter injekti-
ver, positiver Operator A € L(H) mit o(A) C (0,27, so dass U = e**.
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6 x-Darstellungen normaler, beschrankter
Operatoren

Dieser Abschnitt orientiert sich am Aufbaukurs [3] von Kaballo.

6.1 Definition. Es sei A eine C*-Algebra. Eine x-Darstellung von A auf einem Hilbert-

raum H ist ein x-Homomorphismus ¥: A — L(H). (Insbesondere also (1) = idy.)
Ein abgeschlossener Unterraum V C H heifit ¥V-invariant, wenn W(a)V C V fiir alle

a € A. In diesem Fall definiert Wy : a — W(a)|y eine x-Darstellung von A auf L(V).
Eine x-Darstellung heifit zyklisch, falls ein Vektor & € H existiert, so dass

{W(a)¢|ae A} =H.
In diesem Fall ist & ein zyklischer Vektor.

6.2 Beispiel. Es sei T € L(H) ein normaler Operator und es sei ®: C(o(T)) — L(H)
sein stetiger Funktionalkalkiil. Dann ist @ eine x-Darstellung von C(o(T)) auf H.
Wir nehmen nun an, dass A einen Eigenwert A besitzt und bezeichnen mit V den
zugehorigen Eigenraum. Dieser Unterraum ist ®-invariant, wie man wie folgt sieht:
Nach Satz 5.11 gilt V = E({A}), wobei E das Spektralmafl von T ist. Wenn x € V,
dann x = E({A})x, da E({A}) eine orthogonale Projektion ist. Fiir f € C(o(T)) gilt

O (f)x = Y(f)x = YE(ADx = W(ixo)x = Yixoyf)x = E(AN¥(F)x € V.
6.3 Lemma. Wenn V V-invariant ist, dann ist auch V* V-invariant.

6.4 Bemerkung. (a) Sei K C RN kompakt und sei ¥: C(K) — L(H) eine *-Darstel-
lung. Dann wird fiir jedes x € H durch

Yoo f— (Y(f)x,x)

ein positives, lineares Funktional erklart. Aus dem Rieszschen Darstellungssatz
fiir Mafle folgt die Existenz eines Borelmafl u, auf K mit

(Y(f)x,x) = JdeuX vf e C(K).

Bs gilt u(K) = (W(1)x,x) = |||
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(b) Fiir f € C(K), x € H und p, wie in (a) definieren wir den Multiplikations-
operator M¥: L#(K, ) — L*(K, ) durch M¥(¢@) = fo. So erhalten wir eine
x-Darstellung A*: C(K) — L(L*(K, u,)) mittels A(f) = M3.

(c) C(K) ist dicht im [*(K, u,). Das wird in Rudin, Real and Compler Analysis,
Theorem 3.14, gezeigt.

6.5 Satz. Sei x € H ewn zyklischer Vektor einer x-Darstellung ¥: C(K) — L(H).
Dann ezistiert ein unitdrer Operator U: H — L?(K, w,) mit UV (f)U~" = AX(f) fiir
alle f € C(K).

H — L2(K, )

\P(f)l lwzm(f)

H —% s 12(K, )

6.6 Definition. Fiir k € N sei H; ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,—),. Die ¢*-
direkte Summe der H; wird gegeben durch

@82 Hy = {(Xk)keN e [ [He
k=1 k=1

Sie wird versehen mit dem Skalarprodukt ((xi)ken, (Yx)ken) = 2_poq (X Yk

o0
3 Il < oo}.

k=1

6.7 Lemma. EBez Hy ist ein Hilbertraum.
k=1

6.8 Bemerkung. Wenn die Hy paarweise orthogonale, abgeschlossene Unterrdaume
eines Hilbertraums H sind und der einzige Vektor, der zu allen Hy orthogonal ist, der

Nullvektor ist, dann ist @22 H, isometrisch isomorph zu H und man identifiziert

k=1
die beiden Raume.

6.9 Definition. Ein normierter Raum heif3t separabel, wenn er eine abzdhlbare, dichte
Teilmenge enthalt.

6.10 Beispiel. Fiir offenes U C R™ und 1 < p < oo ist [?(U) separabel.

6.11 Satz. Set H ein separabler Hilbertraum und sei ¥: C(K) — L(H) eine x-
Darstellung. Dann gibt es abgeschlossene, paarweise orthogonale Unterrdume
Hi, i € [, wobeir I hochstens abzdhlbar ist, so dass

(a) P, Hi=H,

iel
(b) fiir jedes i ist H; W-tnvariant,

(c) fiir jedes i ist Y|y, zyklisch.
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6 x-Darstellungen normaler, beschriankter Operatoren

6.12 Theorem. Se: H ewn separabler Hilbertraum wund ser ¥: C(K) — L(H) eine

x-Darstellung. Dann existieren eine hdchstens abzdhlbare Familie (u)ic1 end-

licher Borelmafe auf K und ein unitarer Operator U: H — @ez L2(K, ;) mit
iel

uv(fHiu-' = Al(f) fiir alle f € C(K), wobes

A (D) ((@iier) = (FPi)ier s f € C(K), (@i)ic1 € @@z L2 (K, w).

iel
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7 Sobolewraume

Dieser Abschnitt orientiert sich an Evans, Partial Differential Equations.

7.1 Bezeichnung. Fiir U C RN bezeichnen wir mit [} _(U) den Raum aller Lebesgue-
messbaren Funktionen f auf U, so dass fiir jedes Kompaktum K C U gilt [, [f|dAy <
0o. Wir benotigen keine Topologie auf L] _(U).

loc

Mittels der Holderschen Ungleichung sieht man, dass fiir 1 < p < oo gilt LP(U) C
L1

loc(u)'
Mit D(U) = C*(U) bezeichnen wir den Raum aller C*-Funktionen auf U, deren
Trager kompakt in U ist.

7.2 Definition. Sei U C R™ offen, sei « € N und seien u,v € L] (U). Man sagt, v sei

die schwache Ableitung von u zum Multiindex «, wenn fiir jedes @ € D(U) gilt

J wedn, = (-1« Jv ¢ dA,..
u
Man schreibt dann v = D*u.

Bemerkung. v € L]__(U) ist also genau dann die schwache Ableitung von u € 1] _(U),
wenn die durch v gegebene Distribution gleich der Ableitung der durch u gegebenen
Distribution ist.

7.3 Definition. Sei U C R™ offen, sei k € Ny und sei 1 < p < co. Der Sobolewraum
WH®P(U) besteht aus allen u € LP(U), deren sdmtliche Ableitungen D*u mit |of < k
im schwachen Sinne existieren und in [P(U) liegen.

Der Raum W%?(U) wird auch mit H*(U) bezeichnet.

7.4 Beispiel. f(x) = |x|>. Fiir 1 <p < oo gilt f € W3 (]-1,1]).
f'(x) = 3x|x| und f”(x) = 6|x| gilt sogar im klassischen Sinn. Ferner ist f”'(x) =
6signum(x) im schwchen Sinn. Um das zu sehen, sei ¢ € D(]—1,1[). Dann

0 1
J 6|x|@’(x)dA(x) = 6J (—x)@’(x) dx + 6J x@'(x)dx
I-1,11 -1 0

0 1
= 6J @(x)dx — 6J @(x)dx = —J 6 signum(x)@(x) dA;(x).
—1 1=1,11
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7 Sobolewrdume

7.5 Definition. Fiir 1 < p < oo wird W*P(U) versehen mit der Norm

1/p
w=(ZIorulp)

o<k

[u

H*(U) wird versehen mit dem Skalarprodukt

(u, V>Hk(u) = Z <Dau>D“V>L2(u)'

o] <k

7.6 Satz. Sei U C R" offen. Fiir jedes k € Ny und jedes p € [1,00[ ist W*P(U) ein
Banachraum und H*(U) ein Hilbertraum.

7.7 Satz (Leibnizsche Formel). Sei U C RN offen, sei g € D(U) und sei u € W*P(U).
Dann gu € W*P(U) und fir o € N} mit || < k gilt

D(gu) = ) (g) DPf(g)D* P (u).

B<e

7.8 Theorem. Se:r U C R" offen und beschrankt, set k € Ny und sez1 1 < p < oo.
Zu jedem u € W*P(U) gibt es eine Folge (Um)men tn WRP(U) N C*®(U), die in
WP (U) gegen u konvergiert.

7.9 Theorem. Es sei U C R™ offen und beschrinkt mit C'-Rand. Ferner seien
k € No und 1 < p < co. Dann ezistiert zu jedem u € W*P(U) eine Folge (1;)ien
in C°(U), welche in W*P(U) gegen u konvergiert.

Bemerkung. Der Satz gilt auch noch, wenn der Rand nur stetig ist. Zitate findet
man in Grisvard, Elliptic Problems in Nonsmooth Domains, Abschnitt 1.4.2. Der
Satz gilt also auch fiir Polytope.

Den folgenden Spursatz und seine Folgerungen findet man in §5.5 des Buchs von
Evans.

7.10 Theorem (Spursatz (engl.: trace theorem)). Es sez 1 < p < oo und es set
G C R" offen und beschrinkt mit C'-Rand. Dann existieren C > 0 und ein
stetiger linearer Operator

T: W'P(G) — LP(9G),
so dass

Tu = ulsg falls u € C'(G),
[ Tu||r06) < Cllulflwivg falls u € WP (G).

7.11 Definition. Man bezeichnet Tu als Spur von u auf dem Rand.
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7.12 Theorem (Divergenzsatz). Set U C R" eine beschrdnkte offene Menge mit
C'-Rand, se1 1 < p < 0.

(a) Bs seiuc W' (U). Dann gilt firj=1,...,n

0
J —udkn = J uv;jdo,
u 0% ou

wobet v; die j-te Komponente der dufleren Einheitsnormalen ist.

(b) Es sei u € W'"P(U,R"), d.h. die Komponenten von u seien in W'P(U).
Dann gilt

J divudA, = J (u,v) do.
u

ou

7.13 Korollar (Partielle Integration). Set I = Ja,b[ C R ein beschrdnktes Intervall,
sei g € D(I) und sei u € W' (I). Dann

J g'udh = —J gu’ dA;.
I I

7.14 Theorem. Sei U C R" eine beschrinkte offene Menge mit C'-Rand und se:
1 <p < oco. Seien f,g € W?P(U) und h € W'"P(U). Dann

(a)

J hAgdAn:—J (Vh, Vg) d)\n+J h(Vg,v) do.
u u ou

(b)

J (fAg — g Af)dA, = j (£(Vg,v) — g (V1,V)) do.
u ou

7.15 Definition. Mit Wg’p(U) wird der Abschluss von D(U) in W*P(U) bezeichnet.
Statt Wi?(U) schreibt man auch H¥(U).

7.16 Beispiel. (a) WoP(U) = WoP(U) = LP(U).
(b) WHP(R™) = WP (R™).
7.17 Theorem. Sei U C R" eine beschrinkte offene Menge mit C'-Rand und sei
T: WHP(U) — LP(0U)
der Spuroperator. Dann gilt

WP (U) =kerT.
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8 Unbeschrankte Operatoren

8.1 Definition. Es seien E und F zwei Banachrdume. Ein Operator A von E nach F
ist eine lineare Abbildung A von einem Unterraum D(A) von E mit Werten in F.
D(A) ist der Definitionsbereich von A, R(A) = {Ax | x € D(A)} ist sein Bild. Der
normierte Raum G(A) ={(x,Ax) | x € D(A)} ist der Graph von A.

Der Operator A ist dicht definiert, wenn sein Definitionsbereich dicht ist.

Sind A und B zwei Operatoren von E nach F und gilt G(A) C G(B), so bezeichnet
man B als Erweiterung von A und A als Einschrankung von B.

8.2 Definition. Ein Operator A von E nach F heift abgeschlossen, wenn sein Graph

abgeschlossen ist. Er heif3t abschliefSbar, wenn G(A) Graph eines Operators B ist. In
diesem Fall ist B die Abschliefung von A. Wir schreiben dann A.

Bemerkung. (a) A ist also definiert durch G(A) = G(A).

(b) A ist genau dann abschliefSbar, wenn es einen Operator B gibt mit G(A) C G(B).

8.3 Beispiel. Es sei D(A) .= DI0, 1]. Auf D(A) definieren wir durch Af := if’ einen
unbeschrinkten Operator in E := [2[0, 1]. Er ist abschliebar. Genauer gelten D(A) =
H}[0,1] und Af = if’.

Ein wichtiger Satz aus der Einfiihrung in die Funktionalanalysis ist:

8.4 Theorem (Satz vom abgeschlossenen Graphen). E und F seien Banachrdume und
A:E — F set linear. Wenn G(A) abgeschlossen ist, dann ist A stetig.

8.5 Lemma. Wenn A abgeschlossen mit D(A) = E 1ist, dann ist A stetig.

8.6 Definition. Es sei A ein injektiver Operator von E nach F. Dann wird durch
G(A™) ={(Ax,x) | x € D(A)}

ein Operator mit Definitionsbereich D(A~') = Bild A erkliart. A~ ist der Inverse
zu A.
Offenbar ist A~' genau dann abgeschlossen, wenn A abgeschlossen ist.

8.7 Definition. Fiir Operatoren A, B von E nach F definieren wir A+ B auf D(A+B) =
D(A)ND(B) durch (A + B)(x) = Ax + Bx.

Bemerkung. Es ist im allgemeinen nicht klar, dass D(A + B) nicht-trivial ist. Sinn
macht die Definition hauptsachlich, wenn einer der beiden Operatoren stetig ist.
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8.8 Lemma. A und B seien Operatoren von E nach F. Falls A abgeschlossen und
B beschrankt 1st, so i1st A+ B abgeschlossen.

8.9 Definition. Sei A ein Operator in E. Die Resolventenmenge p(A) besteht aus
denjenigen z € C, fiir die zid —A injektiv ist mit Bild(zid —A) = E. Die Menge
0(A) = C\ p(A) heiflt Spektrum von A. Fiir z € p(A) bezeichnet man R(z,A) =
(idz— A)~' als Resolvente von A in z.

8.10 Lemma. Falls A abgeschlossen 1st, so gilt R(z,A) € L(E) fiir z € p(A).
8.11 Satz. Wenn A ein abgeschlossener Operator ist, dann ist o(A) abgeschlossen.

8.12 Satz. Sei A ein abgeschlossener Operator in E mit 6(A) = (. Dann A~' € L(E)
und o(A7") ={0}.
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9 Wegintegrale in Banachraumen

Bei den Kapiteln iiber holomorphe Abbildungen mit Werten in Banachraumen ori-
entiere ich mich an einem Skript von Werner Balser https://www.mathematik.
uni-ulm.de/m5/balser/Skripten/Funktionentheorie-Master.pdf

9.1 Bezeichnung. Eine Zerlegung eines Intervalls [a,b] ist ein Tupel (to,t1,...,tn),
sodass a =ty < t; < --- <ty =Db. Eine Zerlegung Z; ist eine Verfeinerung einer
Zerlegung Z, wenn Z C Z;.

9.2 Definition. Es seien E ein Banachraum, v: [a,b] — C ein stetiger Weg und es sei
f: Bild(y) — E eine Abbildung.

(a) Wenn Z = (to,...,tn) eine Zerlegung von [a,b] ist und fir k = 1,...,N ein
Ty € [ty_1, t] gewdhlt ist, dann bezeichnen wir

)Y)Z T :Zf t) — V(tk—l))
k=1

als Riemann-Summe.

(b) Man sagt, dass das Wegintegral fy f(z)dz von f {iber y existiert, wenn es
zu jedem € > O eine Zerlegung Z. > 0 gibt, so dass fiir jede Verfeinerung
Z = (tgy...,tn) von Z, und jede Wahl von Zwischenpunkten t € [ti_1, ;] gilt

<€

J f(Z) dz — S(f)Y>Z»T)

9.3 Lemma. Es sei y: [a,b] — C stiickweise C' und es se: f: Bild(y) — E so, dass
Tof stetig ist fiir alle T € E'. Dann gilt

<L sup [[f(v(t),
a<t<b

JY f(z)d(z)

wober L die Lange von vy ist.

9.4 Bemerkung. Im Beweis haben wir fiir T € E/ mitbewiesen:
T<J f(z) dz) = J Tof(z)dz.
Y Y
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9.5 Satz. Es seten E ein Banachraum, v: [a,b] — C ein stiickweiser C'-Weg und

f: Bild(y) — E stetig. Dann ezxistiert das Wegintegral fy f(z)dz. Es hdngt nicht
von der Auswahl der Z. ab.

Bemerkung. Insbesondere stimmt fiir E = C das Wegintegral in diesem Sinn mit
dem Wegintegral aus der Funktionentheorie iiberein.
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10 Vektorwertige holomorphe Abbildungen

10.1 Definition. Es seien E ein Banachraum, U C C offen und f: U — E eine Abbildung.

(a) f heilt holomorph, wenn fiir jedes z, € U der Grenzwert

(f(z) —f(z0))

f/(Zo) = lim
z—z0 Z — Z0

existiert.

(b) f heit schwach holomorph, wenn fiir jedes T € E’ die Funktion Tof holomorph
ist.

10.2 Bemerkung. Wenn f holomorph ist, dann ist f auch schwach holomorph. Fiir
jedes T € E/ gilt (Tof) =Tof'.

10.3 Satz. Es seien U C C, E ein Banachraum und es ser f: U — E schwach
holomorph. Dann st f stetig.

10.4 Definition. Seien vi,...,yn Wege in C und my,...,m, € Z. Formale Summen
der Form T = 3 ", myy; heifien Ketten. Sie heiflen Zyklen, wenn alle v; geschlossen
sind.

10.5 Definition. Es sei T = 3 i, myy; eine Kette aus stiickweisen C'-Wegen. Dann
definiert man
ij f.
Yi

(b) Bild(T) = O Bild(y;).
j=1

n

j=1

Ist T sogar ein Zyklus, so setzt man fiir z ¢ Bild(T)

1 . «
Indt(z) = 7 L =z ;ml Ind,,(z).

Ind;(z) ist die Umlaufzahl des Zykels T um z,.
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10.6 Definition. Es sei U C C offen und es seien T und S Zyklen aus stiickweisen
C'-Wegen.

(a) T in U heiBt nullhomolog in U, (i.Z. T ~ 0), wenn fiir jedes a € C\ U gilt
Indt(a) =0.
(b) T und S in U heiflen homolog in U (i.Z. T~S), wenn T — S ~ 0.

10.7 Theorem (Cauchysche Integralformel, skalarer Fall). Se: U C C offen, sei f: U —
C holomorph auf U, set T ein nullhomologer Zyklus aus stiickweisen C'-Wegen
in U. Dann gelten

(a) Fir alle z € U\ Bild(T): f(z) Indy(z) = ZLmJ Cf(C)z dc.
-

(b) Lf:O.

10.8 Theorem (Cauchysche Integralformel, vektorwertiger Fall). Es seten E ein Ba-
nachraum, U C C offen, f: U — E schwach holomorph und T ein nullhomologer
Zyklus aus stiickweisen C'-Wegen in U. Dann gilt fiir jedes z € U \ Bild(T)

f(z) Indr(z) 1 J fe) dc.
T

:ﬁ (—z

10.9 Satz. Es seien E ein Banachraum, U C C offen und f: U — E eine Abbildung.
Dann sind gleichwertig:

(a) f ist schwach holomorph.

(b) Fiir jeden geschlossenen, nullhomologen stiickweisen C'-Weg in U gilt

J f(z)dz = 0.

(c) Fiir jeden nullhomologen Zyklus T aus stiickweisen C'-Wegen in U und
jedes z € U\ Bild(T) gslt

f(z) Indy(z) ] J f(e) dc.
T

:ﬁ (—z

10.10 Theorem. Es seien E ein Banachraum und U C C offen. Eine Abbildung
f: U — E st genau dann schwach holomorph, wenn sie holomorph ust.

Beweis. Sei zy € U gegeben. Dann existiert € > 0, so dass B¢(zy) C U. Es sei y der
positiv orientierte Rand von B.(z,). Da vy in einer konvexen Menge der Form B, (z)
liegt, ist v nullhomolog in U. Da f nach Satz 10.3 stetig ist, existiert

1L () ac.

T 2mi (C—z0)?
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10 Vektorwertige holomorphe Abbildungen

Wir definieren g: B.(zo) — E durch

s d s (= ), 22

A, z = 2.

Wir behaupten, dass g schwach holomorph ist. Fiir Y € E’ gilt wegen der skalaren
Cauchyschen Integralformel fiir die erste Ableitung

: . Y(f(z)) — Y(f(z0)) : 1 J Yo f(C)
]_ Yo —= ]_ — YO f == d — Y A .
1;{13) 9(z) = lim — (Yo f)(zo) = 5 (=2 C=Y(A)
Wegen Satz 10.3 ist g daher stetig, also
flz) —f
fim (& =) e A 0
Z—2Z0 Z—Z 4290

Mit demselben Beweis wie fiir Satz 9.12 meiner Funktionentheorie von 2022 zeigt
zeigt man:

10.11 Satz. Es seien U C C offen und es set y: [a,b] — U ein (stetiger) Weg.
Dann gibt es ein r > 0 mat der folgenden Eigenschaft:

Fir je zwer Unterteilungen, deren Feinheiten kleiner als v sind, stimmen die
Wegintegrale von f tber die durch die Unterteilungen definierten Polygonziige
uberein.

Wenn v ein C'-Weg ist, dann stimmen diese Wegintegrale mit fyf tuberen.

10.12 Definition. Auf diese Weise definiert man das Integral einer holomorphen Funkti-
on liber einen stetigen Weg als das Integral {iber den Polygonzug zu einer hinreichend
feinen Unterteilung.

Bemerkung. Damit sind dann auch Umlaufzahl und Homologie fiir stetige Wege
erklart. Ein Gebiet G ist einfach zusammenhdngend, wenn jeder Zyklus in G null-
homolog ist.

10.13 Definition. Eine holomorphe Funktion F: U — E heifit Stammfunktion von f,
wenn F' = f.

10.14 Satz. Wenn f: U — E eine Stammfunktion F besitzt und v: [a,b] — U ein
Weg 1st, dann

| 21 ez = Frv(b)) ~ Fivta).
N
10.15 Satz. Es ser U C C offen. Fur n € Ny ser f,: U — E holomorph. Fir ein

Kompaktum K C U und jedes n € Ny set axn = sup,¢||fn(z)||. Falls )~ axn fir
jedes Kompaktum K C U konvergiert, so konvergiert die Reihe Y > f.(z) gegen
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eine holomorphe Funktion auf U, und zwar absolut und gleichmadfiig auf jedem
Kompaktum in U.
Fiir jeden Zyklus T in U gult

L HZ_O fu(z)dz = HZ_O L fu(z) dz.

10.16 Satz. Es ser U C C offen und es set f: U — E holomorph. Fir zyp € U se:
R =sup{r>0|B,(z) CU}. Fiir 0<r<R und n € Ny setzen wir

1 J f(C)
fn==— ———dC.
271 Jopt(zg) (C— zo)™ !
(a) f. hdngt nicht von v ab.
(b) Fiir jedes z € B,(zo) gult
f(z) = ) (z—20)"fu,

I
=3

n

wobes fiir jedes v < R die Reihe absolut und gleichmdfig in B.(zo) konver-
giert.

10.17 Lemma (Differentiation unter dem Integral). Seien U,V C C offen, se: f: U x
V — E stetig und fiir jedes ¢ € U set die Funktion z — f((,z) in V holomorph
mat Ableitung f,((,z). Die Abbildung f,: UXxV — E sei ebenfalls stetrg. Dann st
die Funktion G(z) = fy f(,z)d¢ holomorph mit G'(z) = fy f,(C,z)dC.
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11 Dunford-Riesz Kalkil

Der Dunford-Riesz Kalkiil ist ein Funktionalkalkiil fiir nicht notwendig normale Ope-
ratoren.

11.1 Bewspiel. Der Volterra-Operator ist gegeben durch

V:L20,1] — L%0,1], V(f)(x) :J fdA;.
[0,x]
In der Einfithrung wurde gezeigt, dass er kompakt ist und dass o(V) = {0}. Wére er
normal, so wiirde aus dem stetigen Funktionkalkiil folgen, dass V verschwindet.

11.2 Satz. Sexr U C C offen und se1 K C U kompakt. Dann gibt es einen in U
nullhomologen Zyklus T, so dass Ind(z) =1 fiir alle z € K.

Den Beweis findet man in Remmert, “Funktionentheorie 2”, Kapitel 12, §4.
Zusammen mit der Resolventengleichung hatten wir gezeigt

1 -(R(z, ) ~ R(¢, @) = —R(z, "

Fiir festes a ist die Resolvente R(-,a): p(a) — A also eine holomorphe Abbildung.

11.3 Definition. Es sei A € L(E), es sei U C C eine offene Obermenge von o(A) und es
sei T ein in U nullhomologer Zyklus, so dass Indy(z) = 1 fiir alle z € o(A). Fiir eine
holomorphe Abbildung f: U — C setzen wir

1

J FOR(C, A)dC € L(E).
i

11.4 Lemma. Die Definition von F(A) hdngt nicht von der Wahl von T ab.

11.5 Beispiel. Sei f = idy. Dann sollte f(A) = A herauskommen. Um das zu sehen,
miissen wir fT (R(C,A)d( ausrechnen. In Bemerkung 1.11 hatten wir gesehen, dass
R(G,A) = X% ¢ AJ falls |¢] > || Al

Da f eine ganze Funktion ist, konnen wir fiir T eine Kreislinie mit hinreichend
groflem Radius wahlen. Dann

1 [« , A 1 Z‘” [
b —_— = — ) — fd
27 L Zj_o T 9T 2 = A L gae=n
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Eine Verallgemeinerung des Beispiels ist

11.6 Satz. Ser A € L(E), set o(A) C Bg(0) und se: f: Bgx(0) — C holomorph mat
Taylorentwicklung f(z) = > -, faz". Dann

n=0
n=0

Wenn 0(A) nicht zusammenhangend ist, dann ist es méglich, das Spektrum zu tren-
nen. Wir hatten das in der Einfiihrung in die Funktionalanalysis bei den kompakten
Operatoren so ahnlich gemacht. Ich orientiere mich an Kapitel III, §6, Abschnitt 4
von Kato [5].

11.7 Bezeichnung. Sei A € L(E), sei 0(A) = M U N fiir disjunkte, abgeschlossene
Mengen M und N. Dann glbt es offene und dlsJunkte Teilmengen V und V von C,
so dass M C V und N C V. Wir setzen U = VU V. Dann sind Xv und Xy holomorph
in U. Wir setzen

P=xv(A) und P =xy(A).

11.8 Bezeichnung. Fiir offenes U C C bezeichnen wir mit O(U) den Raum der holo-
morphen Funktionen.

11.9 Satz. Fs sei A € L(E), es set U C C eine offene Obermenge von o(A).
Der Dunford-Riesz Kalkil f — f(A) ist ein Algebrenhomomorphismus von O(U)
nach L(E).

11.10 Korollar. P und P wie in 11.7 sind Projektionen.

11.11 Bemerkung. P + P= idg, denn xv +xy = 1.
Wir setzen E; = Bild(P) und E, = Bild(P).

11.12 Lemma. E; und E; sind abgeschlossen und es gilt E = E;®E, (d. h. E = E1+E;
und E;NE; = @)

11.13 Lemma. Es gilt AP = PA und R(i’ A)P = PR(z,A) fir alle z € p(A). Setzt
man also Ay =PA:E; - Ey und A, =PA:E;, - Ey, so gilt A=A+ A;.

11.14 Satz. 6(A;) = M und o(A;) = N.
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12 Abstrakte Funktionalkalkiile

Quelle fiir diesen und folgende Abschnitte: M. Haase, The Functional Calculus for
Sectorial Operators [2]

12.1 Definition. (a) Ein Monoid ist eine Menge M zusammen mit einer Multiplika-
tion x: M x M, so dass

(i) a*xb=">b=xa fiir alle a,b € M,
(ii) ax (b*c) = (a*b) xc fiir alle a,b,c € M,
(iii) es gibt 1 € M, so dass 1 x a = a fiir alle a € M.

(b) Ein C-Monoid ist ein Monoid mit einer skalaren Multiplikation -: Cx M — M,
so dass

(i) A-(axb)=(A-a)xb firalleA e C, a,b e M

(ii) 1-a = a fiir alle a € M.
Den Stern schreiben wir meistens nicht hin.

12.2 Bewspiel. (a) C-Algebren sind C-Monoide.
(b) Wir versehen die Riemannsche Zahlensphére € mit der Multiplikation

ab, a,beC,
ab =
oo, sonst.

Das ist ein C-Monoid.

12.3 Definition. Es sei M ein C-Monoid und es sei £ C M eine C-Algebra, moglicher-
weise ohne Hins. Dann ist £ eine Unteralgebra, wenn die Multiplikation auf £ Ein-
schrankung der Multiplikation auf M ist.

Bemerkung. Die Eins eines Monoids ist eindeutig. Daher stimmt die Eins von £ mit
der von M iiberein, wenn £ eine hat.

12.4 Definition. Es seien M ein C-Monoid, £ C M eine Unteralgebra, X ein Banach-
raum und @: £ — L(X) ein Algebrenhomomorphismus. Das Tripel (£, M, @) ist ein
abstrakter Funktionalkalkl.

Reg(&) ={e € £| O(e) ist injektiv}
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ist die Menge der Regularisierer. Ein abstrakter Funktionalkalkiil heif}t eigentlich,
wenn er mindestens einen Regularisierer besitzt. Ein f € M heifit regularisierbar,
wenn es ein e € Reg(€) gibt, fiir welches ef € £. Die Menge der regularisierba-
ren Elemente schreiben wir als M,. Den Homomorphismus ® bezeichnet man als
Primarkalkl.

12.5 Bezeichnung. Es seien A und B (mdglicherweise unbeschrdnkte) Operatoren in X.
Dann ist AB definiert auf D(AB) ={x € D(B) | Bx € D(A)} durch ABx = A(Bx).
Das Distributivgesetz gilt dann in der Form AB+ AC C A(B + C).

12.6 Definition. Es sei (£, M, @) ein eigentlicher, abstrakter Funktionalkalkiil. Fiir
f € M, definieren wir
Y(f) = D(e) ' D(ef), (12.1)

wobei e € & ein beliebiger Regularisierer ist. Man bezeichnet W als erweiterten
Funktionalkalkil zum Primarkalkil O@.

Bemerkung. (a) Die Gleichung (12.1) ist wie folgt zu verstehen: ®@(e) € L(X) ist
injektiv und stetig. Daher ist ®(e)~' erklart als unbeschrinkter Operator mit
abgeschlossenem Graphen.

(b) Fiir f € £ gilt Y(f) = ©(e) 'O (ef) = O(e) 'O (e)D(f) = O(f).

12.7 Beispiel. Es sei A € L(L%[0,1]) gegeben durch Af(x) = xf(x) und es sei
®: M>([0,1]) — L(L?[0,1]) der messbare Funktionalkalkiil. Wenn wir mit M([0, 1])
die Borel-messbaren Funktionen bezeichnen, dann ist (M ([0, 1]), M([0,1]), @) ein
abstrakter Funktionalkalkiil. Wegen @ (1) = idy; ist er eigentlich.

f € M>([0,1]) ist genau dann ein Regularisierer, wenn f nur auf einer Lebesgue-
Nullmenge verschwindet. Die Funktion

I 0<x<,
g(x) =47
0, x=0,

ist daher durch den Regularisierer x — x regularisierbar. W(g) ist der durch
D(A) ={h €| hg e L*[0,1]}, Ah=hg
definierte unbeschrankte Operator.

12.8 Lemma. Die Setzung (12.1) hdngt nicht von der Wahl des Regularisierers e
ab.

12.9 Bezeichnung. Es sei A ein (moglicherweise unbeschrankter) Operator in E und es
sei B € L(E). Wir sagen, dass A mit B vertauscht, wenn BA C AB.
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12 Abstrakte Funktionalkalkiile

12.10 Beispiel. Es sei B € L(X) injektiv mit dichtem Bild, aber nicht surjektiv.
Dann ist A = B™' ein dicht definierter Operator, der nicht beschrinkt ist. Es gilt
D(B7'B) = E, aber D(BB™') = Bild(B). Also ist AB = id; eine echte Erweiterung
von BA. Die Operatoren A und A~ vertauschen.

12.11 Lemma. Es seien A,B € L(X), wober A injektiv ist. Falls AB = BA, so
vertauschen A~ und B.

Fiir die ndchsten Lemmata sei (£, M, @) ein abstrakter Funktionalkalkiil mit Er-
weiterung V.

12.12 Lemma. Wenn T € L(X) mit allen ®(e), e € &, vertauscht, dann auch mait
allen Y(f), f € M..

12.13 Lemma. 1 € M, und ¥Y(1) = idg.
Das ist eine Ubungsaufgabe.

12.14 Lemma. Fir f,g € M, gelten Y(f)¥(g) C ¥Y(fg) und D(Y(f)¥(g)) = D(¥(g))N
D(W¥(fg)). Falls ¥(g) beschrankt ist, gilt die Gleichheit.

12.15 Lemma. Sezen f,g € M,.
(a) Es gibt e € £ mit ef,eqg € £.

(b) Falls es ein h € M, gibt, so dass ef + eg = eh fir einen gemeinsamen
Regularisierer e, so gult Y(f) +W¥(g) C ¥Y(h).

(c) Falls mit den Bezeichnungen von (b) einer der beiden Operatoren Y(f)
oder Y(g) beschrankt ist, so gilt Y(f) +¥(g) =¥(h).

12.16 Korollar. Wenn M eine Algebra und £ eine Unteralgebra von M 1ist, dann
gt Y(f)+W¥(g) C Y(f+gq) fir alle f,g € M,. Falls Y(f) oder ¥(g) beschrdankt ist,
gilt die Gleichhert.

12.17 Lemma. Es seien f,g € M, mat fg = 1. Dann st Y(f) injektiv und es gilt
() =Y¥(g).

12.18 Lemma. Seien f,g € M, und seien Y(f) und Y(g) beide beschrankt und
injektiv. Dann

W) W(g) T =W(g) W)

12.19 Lemma. Fir f € M, sei Y(f) ingektiv und beschrdnkt. Dann gilt fir jedes
ge M,
V() Y(g)¥(f) = ¥(g).
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12.20 Lemma. Es seien f € M, und g € M mit fg = 1. Dann st g € M, genau
dann, wenn Y(f) injektiv ist.
In diesem Fall gilt Y(g) = Y(f)'.

12.21 Definition. Eine Folge (T,)nen in L(E,F) konvergiert stark (engl. “strongly”)
gegen T € L(E,F), wenn lim, || T.x — Tx|| = O fiir jedes x € E.

12.22 Lemma. Es set f € M, und es seir F ein Unterraum wvon D(VY(f)). Ferner
gebe es eine Folge (en)neny n £, so dass (DP(e,))nen Stark gegen idx konvergiert
und Bild(®(e,)) C F fir alle n. Dann 1st

{(x, W(f)x) [ x € F}
dicht in G(Y(f)).

12.23 Definition. Fiir w € C fithren wir auf (.-, O(B;/n(w)) eine Aquivalenzrelation
ein: f ~ g genau dann, wenn es n € N gibt, so dass f,g € O(B;/»(w)) und f(z) = g(z)
fiir alle z € By, (w). Die Aquivalenzklassen sind die Keime holomorpher Funktionen
in w.

Die Menge alle Keime ist eine Algebra mit punktweiser Addition und Multiplika-
tion. Man bezeichnet sie als den Halm der Garbe der holomorphen Funktionen in w
und schreibt O,, fiir den Halm.

Bemerkung. O, ist als C-Algebra isomorph zum Raum der konvergenten Potenzrei-
hen. Wir benoétigen keine Topologie auf O,.

12.24 Bezeichnung. Die Algebra O, ist ein Integritdtsring. Ihr Quotientenkorper ist der
Korper M, der Keime meromorpher Funktionen in 0. Er ist als Algebra isomorph
zur Algebra der konvergenten Laurentreihen mit endlichem Hauptteil.

12.25 Beispiel. Es ist O, eine Unteralgebra des Monoids M,. Es sei A € L(X) ein
injektiver Operator mit o(A) = {0}. Da der Dunford-Riesz Kalkiil ein Algebrenho-
momorphismus ist, kénnen wir wie folgt einen Primarkalkiil erklaren:

O: 0y 5 LX), D) = Lw(m e(OR(S,A) dC,

wobei € < 111 fiir ein n mit e € O(B;/,(0)).
Der abstrakte Funktionalkalkiil (Oy, M, @) ist eigentlich, denn @ (1) ist injektiv.
Es sei f € M,. Man zeigt leicht, dass f = ¢ fiir ein a € Oy und e ein Monom
C(— (", neN. Es gilt ®(e) = A™. Da A injektiv ist, ist e ein Regularisierer.
Wir haben gezeigt, dass alle Elemente von M, regularisierbar sind.
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12 Abstrakte Funktionalkalkiile

12.26 Beispiel. Im vorigen Beispiel untersuchen wir jetzt X = C[0, 1] und als A den
Volterra-Operator Vg(x) = [ g(t)dt. Dann D(®(g)™') = {f e C'[0,1] | £(0) =0}
und @ () 'g = g’ fiir g € C'[0, 1]. Das bedeutet

1 1

‘P(Z) g= CD(C)1(D(CZ> g=0(0) 'g=4¢".

Wir 1osen als Beispiel fiir gegebenes h € CI[0, 1] die gewohnliche Differentialglei-
chung
y’'=—y+h, y(0)=y'(0)=0. (12.2)

Fiir f(¢) = f—z + 1 wollen wir also W(f)g = h 16sen. Wegen des beschrankten Teils von
Lemma 12.14 gilt Y(f)¥({) =1id, also g = ¥(}) h.

12.27 Definition. Es sei (£, M, @) ein eigentlicher, abstrakter Funktionalkalkiil {iber
dem Banachraum X.

(a) Wir setzen My, ={f € M, | ¥Y(f) € L(X)}.
(b) Eine Unteralgebra D C My, heiit zuldssig, wenn {f € D | ¥(f) injektiv} # (.

(c) Wenn D eine zuldssige Unteralgebra von M ist, dann ist (D, M, @) ebenfalls
ein eigentlicher, abstrakter Funktionalkalkiil. Wir bezeichnen die Menge seiner
regularisierbaren Elemente mit

(D) ={f € M |3d € D: df € D, ¥(d) injektiv}.

12.28 Bemerkung. (D) C M,.

12.29 Beispiel. In Beispiel 12.25 hatten wir fiir einen Operator A mit o(A) = {0}
den abstrakten Funktionalkalkiil (Oy, M,, @) betrachtet. Wir setzen D = C[Z]. Wir
behaupten (C[Z]) = (M,), = M,.

Die Inklusion C haben wir gerade gemacht. Bei der Untersuchung von 12.25 hatten
wir gesehen, dass wir mit Regularisierern auskommen, die Monome sind.

12.30 Lemma. Es set (£, M, ®) ein eigentlicher, abstrakter Funktionalkalkil und
es set D C M, eine zuldssige Unteralgebra. Es seien f € M und g € (D), so
dass Y(g) injektiv und fg € (D). Dann f € (D) und Y(f) = ¥Y(d) "W(df) fiir jedes
deD.

12.31 Bezeichnung. Ein Erzeuger eines abstrakten Funktionalkalkiils ist eine zuldssige
Unteralgebra D, so dass (D) = M,.

12.32 Korollar. Es seien D, D’ zuldssige Unteralgebren eines abstrakten Funktio-
nalkalkils. Falls D' C (D), so auch (D’) C (D).
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12.33 Definition. Es seien (£, M, ®) und (£, M’, ®’) abstrakte Funktionalkalkiile {iber
demselben Banachraum X. Ein Monoidhomomorphismus 0: M — M’, dessen Ein-
schrankung 0: £ — &£’ ein Algebrenhomomorphismus ist, ist ein Morphismus der
abstrakten Funktionalkalkiile, wenn @’ -6 = @.

12.34 Satz. Es se1 0: (E,M,®) — (E',M',D’) ein Morphismus abstrakter Funk-
tionalkalkiile und es seien ¥ bzw. Y’ die jeweiligen Erweiterungen. Denn gelten
O(M,) C (M), und ¥'-0=V.
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13 Meromorphe Funktionalkalkiile

Bezeichnung. Wir bezeichnen mit O(Q) bzw. M(Q) die Algebren der holomorphen
bzw. der meromorphen Funktionen auf einer offenen Menge QO C C.

13.1 Definition. Es sei X ein Banachraum, es sei A ein Operator in X, es sei £(Q) C
M(Q) eine Unteralgebra und es sei @: £(Q) — L(X) ein Algebrenhomomorphismus.
Der abstrakte Funktionalkalkiil (£(Q), M(Q), @) ist ein meromorpher Funktional-
kalkil fir A, wenn

(a) ida € M(Q), und ¥(ida) = A.
(b) Wenn T € L(X) mit A kommutiert, dann auch mit allen ®(e), e € £(Q).

13.2 Bezeichnung. In diesem Fall bezeichnet man die Menge der regularisierbaren Ele-
mente mit M(Q), anstelle von M(Q), und schreibt f(A) anstelle von ¥(f), falls
fe M(Q)a-

Auflerdem setzt man

H(A) ={f e M(Q)a | f(A) € L(X)}.

13.3 Satz. Wenn T € L(X) mit A kommutiert, dann auch mit allen f(A), f €
M(Q)a.
Wenn f € H(A), dann vertauscht A mat f(A).

Man beachte, dass “vertauschen” im Sinne von 12.9 gemeint ist.

13.4 Satz. Die Abbildung f — f(A) ist ein Algebrenhomomorphismus H(A) —
L(X).

13.5 Satz. Seir f e~ M(Q)a und ser A € C. Dann gilt

€ M(Q)a & Aidx —f(A) nygektiv.

A —f(z)

In diesem Fall gilt (Aid, —f(A))" = (;> (A).

A—f(z)
Insbesondere A € p(f(A)) genau dann, wenn ﬁ(z) € H(A).

13.6 Satz (Abstrakte Kettenregel). Es seien Q, Q' C C offen, sei A ein Operator
i X, so dass (£(Q), M(Q), D) ein meromorpher Funktionalkalkil fiir A ist (A ist
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dann automatisch abgeschlossen). Sei ferner g: Q — Q' holomorph mit g €
M(Q)a und sei (E(Q'), M(Q'), D’) ein meromorpher Funktionalkalkil fiir g(A).
Falls fir alle f € £(Q') gult

foge M(QJa und (fog)(A)="T(g(A)),

dann gilt diese Aussage auch fir alle f € M(Q')g(n).
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14 Die Resolventengleichung fiir
unbeschrankte Operatoren

Nach Anhang A des Buchs von Haase

14.1 Lemma. Sei B ewn injektiver Operator in einem Banachraum X und serv € C
so, dass auch idx +vB~' injektiv ist. Dann

idy — (idx +vB ") = v(vidx +B) .

14.2 Lemma. Ser A ein Operator in einem Banachraum X und seien A\, u € p(A).
Dann

idx—(idx +(A — WR(1, A)) ' = (A= LR\, A).

14.3 Satz (Resolventengleichung). Set A ein abgeschlossener Operator in einem

Banachraum X. Fiur u € p(A) gelten dist(u, o(A)) > ”R(J—A)” und fir A mit |]A—p| <
‘l .
R N
ROVA) =D (=N R, A)<.
k=0

Fir A\, u € p(A) gilt die Resolventengleichung

R(A,A) = R(p, A) = (n — AJR(p, AJR(A, A).
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15 Sektorielle Operatoren

15.1 Bezeichnung. Fiir 0 < w < 7t definieren wir den Sektor S, durch

S _{{Z€C|Z7£O, largz| < w}, w >0,

]O)OO[) w = 0.

15.2 Definition. Sei 0 < w < 7 und sei X ein Banachraum. Ein Operator A (beschrankt
oder unbeschrénkt) heilt sektoriell vom Winkel w, wenn

(a) o(A) C S, und
(b) M(A,w') :=sup {|AR(A,A)|| |A € C\ Su} < oo fiir alle w’ € Jw, 7il.

Die Menge aller sektoriellen Operatoren vom Winkel w bezeichnen wir mit Sect(w).
Ein Operator heifit quasi-sektoriell, wenn es ein C > 0 gibt, so dass Cidx +A
sektoriell ist.
Fiir einen sektoriellen Operator A bezeichnen wir

war =inf{0 < w < m| A € Sect(w)}

als Spektralwinkel von A.
Eine Familie (A;)ic; heit gleichmdfig sektoriell vom Winkel w, wenn A; €
Sect(w) fiir jedes i und fiir jedes w’ € Jw, [ gilt, dass sup;.; M(A, w’) < oco.

15.83 Beispiel. Der Operator N € L(C?) sei gegeben durch die nilpotente Matrix
(%) Auf Blatt 9 wird fiir t € ]0, oo[ gezeigt, dass

R(t,m:( )

Daher ist die Forderung (b) aus der Definition der sektoriellen Operatoren verletzt.

,-¢.|_..f',‘;|_4

O + =

15.4 Bezeichnung. Es sei (X, .4, 1) ein Mafiraum und es sei
N ={f: X = C p-messbar | f = 0 p-fast iiberall}.

(a) Wir setzen
L°(n) ={f: X = C p-messbar | ||f||o < 0o}
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15 Sektorielle Operatoren

wobel

|HHw::iﬂf{Sup|ﬂXN
xeX\N

NGA,u(N):O}.

SchlieBlich setzen wir

L(W) = L2(W) / N.

(b) Fiir 1 <p < oo und a € L*(u) definieren wir wie folgt einen Multiplikations-
operator
Mg: LP(u) — ILP(n), f— af.

(c) Fiir a € L*°(p) definieren wir den wesentlichen Wertebereich durch

essrange(a) = {A € C | Ve > 0: u(a'(B¢(A))) >0} .

15.5 Bemerkung. (a) Der Trdger eines Borelmafles v ist das Komplement von

U G

G offen
v(G)=0

Der Tréger ist also der Tréger der Distribution ¢ — [ ¢ dp.

(b) Sei a € L*°(n). Durch A — p(a'(A)) wird ein Borelma8 auf C gegeben. Sein
Trager ist gleich essrange(a).

15.6 Lemma. (a) M, € L(LP(w)) fir 1 <p < co.
(b) essrange(a) ist abgeschlossen.
(c) o(M,) = essrange(a).
Aussage (b) folgt aus der Bemerkung, alles andere wird auf Blatt 11 gezeigt.

15.7 Theorem. Fiir A € p(M,) gult

1
dist (A, essrange(a))’

IR(A, M) =

Das ist ebenfalls auf Blatt 11.

15.8 Satz. FYir a € L*>°(u) ist M, € L(LP(u)) genau dann sektoriell vom Winkel w,
wenn essrange(a) C Sg.

15.9 Theorem. Se: H ein separabler Hilbertraum und seir A € L(H) normal. Dann
ist A genau dann sektoriell vom Winkel w, wenn o(A) C S,.

Bemerkung. Der Satz gilt auch ohne die Voraussetzung der Separabilitat. Wir benotigen
sie nur, weil wir diese Voraussetzung auch bei Theorem 6.12 gemacht hatten.
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15.10 Korollar. Stetige positive Operatoren auf Hilbertrdumen sind sektoriell. Ste-
tige selbstadjungierte Operatoren mit nach unten beschrinktem Spektrum sind
quasi-sektoriell.

Die Definition des sektoriellen Operators stammt von Kato [4]. Sie heiflen dort
allerdings Operatorn von der Klasse (w, M). Die folgende Definition stammt von
Komatsu [6].

15.11 Definition. Ein Operator A ist nicht-negativ, wenn |]—oo,0[ C p(A) und

sup [[t(t+A) || < oo.

t>0

15.12 Satz. Es ser A ewn abgeschlossener Operator in einem Banachraum X. Dann

1st A genau dann sektoriell, wenn A nicht-negativ 1st.

Der Spektralwinkel betrdgt hochstens m— arctan(ﬁ), wobet

M(A) = sup|[tR(—t, A)].

t>0

15.13 Lemma. F4ir A € Sect(w) gult

M(A, @) = inf M(A,w’).

w<w’'<e
15.14 Satz. Fs sei A € Sect(w) ein abgeschlossener, injektiver Operator in einem
Banachraum X. Dann A~" € Sect(w) mit

MAT W) <T+MAw), w<w <m

Ferner gilt fur alle A # 0 die Fundamentalgleichung

1/1 !
AAidy +A ) =idy—= [ =+A ) .
(Aidx+A™") idx )\(7\+ >

15.15 Satz. Set A € Sect(w) ein abgeschlossener Operator im Banachraum X, set
n € N und ser x € X.

(a) Es sind gleichwertig
(x) x € D(A),
(1) im0 t"(t+ A) ™x =x,

(12) lim; oo A™M(t+A) "x =0.

(b) Es sind gleichwertig

(x) x € Bild(A),
(1) lim o t"(t+A) ™x =0,
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15 Sektorielle Operatoren

(1i2) lim 0 A™(t+ A) "x = x.

15.16 Korollar. Sez A ein abgeschlossener, sektorieller Operator im Banachraum X.

Dann ker(A) N Bild(A) = {0}.
Speziell 1st A injektiv, wenn A dichtes Bild hat.

Fiir alle folgenden Aussagen sei A € Sect(w) ein abgeschlossener Operator im
Banachraum X.

15.17 Satz. FYir jedes n € N gilt ker(A™) = ker(A).

15.18 Lemma. Die Famailien (A+0)s>0, (TA)r>0 und ((A+0)R(—e—0,A))s>0,c>0 Sind
gleichmafig sektoriell vom Winkel w. Fir w < w’ < m gelten

1w
M(A + 8, w’) < c(w')M(A, w’) fiir c(w’) = { @D
1, sonst.

IN

s
PR

M(rA, w') < M(A, w’).

15.19 Lemma. Seien € > 0 und n,m € N. Dann ist x genau dann in D(A™), wenn
(A(A+¢€)") " x € D(A™).

Wir benotigen zwei weitere Ergebnisse aus der Einfithrung in die Funktionalana-
lysis:

15.20 Definition. Sei E ein normierter Raum. Eine Folge (X, )nen konvergiert genau
dann schwach gegen x € E, wenn fiir jedes T € E’ gilt lim,,_,o Tx, = Tx.

15.21 Definition. Ein Banachraum X ist reflexiv, wenn die folgende Abbildung surjek-
tiv ist
J: X = X" J(X)(y) = y(x).

Bemerkung. Alle {7 und alle [P(u) mit 1 < p < oo, sowie alle Hilbertraume sind
reflexiv.

15.22 Theorem (Hilbert-Banach). In einem refleziven Raum E besitzt jede beschrdinkte
Folge eine schwach konvergente Teilfolge.

15.23 Theorem (Mazur). Es sei E ein normierter Raum, es set C C E eine konveze,
abgeschlossene Menge, und es set (X, )ney €ine Folge in C. Wenn (X, )nen Schwach
gegen x konvergiert, so gilt x € C.

15.24 Satz. Wenn X reflexiv ist, dann 1st A dicht definiert und es gult

X = ker(A) @ Bild(A).

15.25 Lemma. Falls A € C\ {0} mit |arg(A)| < m— w, so gult AA € Sect(w + w) mit
MU\A) CU/) < M(A) w' — |arg()\)|)
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15.26 Beispiel. Wir betrachten den Ableitungsoperator im L' (R) mit D(A) = WM (R)
und Af = f’. Sei g € L'(R) und sei A € C mit ReA > 0 und definiere f durch

Fiir ¢ € D(R) gilt

J f’<pd7\1:—JJ e™eMg(y)e’(x) dA(y) dA(x)
R R J[x,00[
Y
=—J e—”g(y)j o/(x) dx dM (y)
R —00
Y
_ jR eMg(y) (ew(p(y) —AJ_ o (x) dx) an(y)

= JRg(y) di (y) —AJ

) J[ 0 g(y) N (y)olx) ()

Fiir Re A < 0 wahlt man

Setzen wir Tg = — f[o ool eMg(x—t) dA(t), dann haben wir gezeigt, dass (A—A)Tg =
g. Wir miissen noch zeigen, dass T(A — A)f = f fiir f € D(A). Sei dazu ¢ € D(R)



15 Sektorielle Operatoren

beliebig

J TA—=A)(f)edA = J J 7\f (x —1t) — f'(x — )) dA; (t)e(x) dA(x)
R R
J eMAf(x — t) dAq (1) @(x) dAq(x)

=),

B At
+J[O’WJ (x —t) dA(x)e™ dA (1)
J J A (x — 1) dAs (1) o (x) dAs ()
R

+J J Py + ' (y) dh (y)e™ diy (1)
[0,00]

)

J eMAf(x — t) dA; (1) @(x) dAq(x)
R

J J [y + () A (y)e™ d (1)
[0,00]

)

eMAf(x — t) dA (1) @(x) dA; (x)

-,

JRJ eMAf(x — t) dte(x) dAq(x)

Jo
JRJ (y + D) dh (1)f(y) dhu ()

J( j (y+t)xe“dt) f(y) dh ()
R
—JR (v)ely) dhly).

Schliefllich

”f”‘SH eReMg(x — 1)) dt dx
R J]—00,0]

=] | e atylayar
- 000}

= llglh.

Das zeigt f € L'(R) und auch A € Sect(w) fiir jedes w > 7, denn dann kann |A| in
C\ S, durch — Re A abgeschitzt werden.
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16 Dunford-Riesz Klassen

16.1 Definition. Es sei 0 < ¢ < 7. Eine meromorphe Funktion f € M(S,) besitzt den
polynomaellen Grenzwert g € C, wenn es o, C > 0 gibt, so dass |f(z) —g| < C|z|* fiir
alle hinreichend kleinen z € S,,. Sie besitzt den polynomiellen Grenzwert oo, wenn 1;
den polynomiellen Grenzwert O besitzt. Sie besitzt den polynomiellen Grenzwert d
in oo, wenn (1) den polynomiellen Grenzwert d in 0 besitzt.

f heiflt regquldr fallend in 0 bzw. in co, wenn f den polynomiellen Grenzwert O in 0
bzw. in oo besitzt.

Tt

16.2 Beispiel. /z ist in jedem S, reguldr fallend in 0. Wenn ¢ < 3
in S, regulér fallend in oo.

, dann ist e™*

16.3 Bezeichnung. Fiir offenes U C C ist
H>(U) ={f € O(U) | f beschrankt},
versehen mit der Supremumsnorm, eine Banachalgebra.

16.4 Definition. Sei 0 < ¢ < 7. Man bezeichnet
H3(Sy) = 1{f € H*(S,) |  fallt reguldr in 0 und oo}
als Dunford-Riesz Klasse auf S,,.

Bemerkung. (a) Die Dunford-Riesz Klassen sind Ideale in den jeweiligen Banach-
algebren H*(S,).

(b) 752 € HE(S,) fiir jedes @ < 7.

Wegen des Satzes von Liouville enthdlt keine Dunford-Riesz Klasse eine von
Null verschwindende ganze Funktion.

Man beachte, dass 11Tz ¢ HE°(S,), weswegen der noch zu konstruierende Funktio-

nalkalkiil noch nicht einmal Resolventen enthalten wiird.

16.5 Definition. Die erweiterte Dunford-Riesz Klasse £(S,) ist die Lineare Hiille von

HZ(Se), 1]Tz und den konstanten Funktionen.

16.6 Lemma. £(S,,) st eine Algebra.

16.7 Lemma. f € O(S,) legt genau dann in E(@), wenn f beschrinkt ist und
endliche polynomielle Grenzwerte in 0 und oo besitzt.
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16 Dunford-Riesz Klassen

16.8 Lemma. H3*(S,) und £(S,) sind invariant unter der Abbildung f— f(1).

16.9 Beispiel. Seien 0 < Re3 < Rex und sei 0 < ¢ < 7. Dann

zP 1 7%
arae € H"(So), EE €&(Sy) und ———— € &(S,).

Das folgt alles aus dem vorvorigen Lemma.

16.10 Lemma. Sez € HE°(S,). Setze

1 0o
h(z)zjw(sz)% und g(z)zj Disz) &,

0

Dann g,h € £(S,).
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17 Der Primarkalkiil des natiirlichen
Funktionalkalkiils

Es sei A € Sect(w) ein sektorieller Operator in einem Banachraum X. Er ist dann
automatisch abgeschlossen, weil er eine Resolvente hat und diese Resolvente einen
abgeschlossenen Graphen besitzt.

17.1 Bezeichnung. Mit I, wird der positive orientierte Rand von S, bezeichnet (also
mit fallendem Imaginéarteil).

Seiw < @ <m, sei f e HF(S,) und sei w < w’ < ¢. Man sieht sofort, dass das
Integral

FA) =

=5 er/ f(z)R(z,A)dz

existiert. Aus dem Cauchychen Integralsatz 10.8 folgt die Unabhéangigkeit dieser De-
finition von der Wahl von w’.

17.2 Satz. Die Abbildung h: HP(S,) — L(X), f — f(A), ist ein Algebrenhomomor-
phismus.

17.3 Lemma. Wenn B ein abgeschlossener Operator in X ist, der mit allen Resol-
venten von A vertauscht, dann vertauscht B mit allen f(A).

17.4 Lemma. Sei A ¢ %. Dann wird durch g\(z) = g eine Funktion in HE(S,)
erkdrt und es gult
g (A) =R(A, AJf(A).

17.5 Definition. Fir g(z) = f(z) + ;5 + d mit f € H§°(S,) definieren wir
g(A) = f(A) —cR(—1,A) + d.
17.6 Bezeichnung.
HE (Se) = {f € &£(Sy) | f holomorph in 0 und }Lrglo f(z) = O} .

Mit “holomorph in 0” ist gemeint, dass es eine von f abhdngige Umgebung U der
Null gibt, so dass f Einschrdnkung einer holomorphen Funktion auf UU S,, ist.
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17 Der Primadrkalkiil des natiirlichen Funktionalkalkiils

17.7 Lemma. Sei g € H(Sy), w < w’ < @, und ser U wie in der Bezeichnung. Wir

wdhlen & > 0 so, dass Bs(0) C U und setzen den WegT' = lw 5 zusammen aus den
Teulsticken von Iy, auferhalb von U und dem positiv orientierten Randstick
von U, welches sie verbindet. Dann gult

1

g(A) :2—m

J g(z)R(z,A) dz.

r

17.8 Theorem. Sei A € Sect(w) und ser w < @ < 7. Die Abbildung
(DAS(S(p) HL(X% gHg(A))

1st ewn Algebrenhomomorphismus.

17.9 Definition. Die Abbildung ®, ist der Primdrkalkiil des sektoriellen Operators A
in S,.
17.10 Lemma.
z
14z

(A) = —AR(—1,A)

17.11 Lemma. Wenn B ein abgeschlossener Operator in X ist, der mat allen Re-
solventen von A wvertauscht, dann vertauscht B mit allen f(A), f € £(S,).

17.12 Lemma. Wenn Ax =0 und f € £(S,), dann f(A)x = f(0)x.

17.13 Bezeichnung. Sei f € O(S,,). Wir sagen, f sei holomorph in co, wenn es C > 0
gibt, so dass die Funktion z — f(1) holomorph in By,c(0) ist.

Das bedeutet, dass f eine Laurententwicklung in oo besitzt und diese Laurentent-
wicklung nur aus dem Hauptteil und dem konstanten Teil besteht.

17.14 Theorem. Es seien A € Sect(w), w < @ < m, und es sei f € O(S,) holomorph
wm 0 und co. Dann f € £(S,) und

f(A) = f(o0) +J f(z)R(z,A) dz,
r
wober flir ein hanreichend grofies R, ein hinreichend kleines & > 0 und ein w’
mit w < w' < @ der Weg I' wie folgt gegeben ist:

Seien z4 die Schnittpunkte von 0S, mit 0Bg(0) mat positivem bzw. negati-
vem Imagindrteil und wy die entsprechenden Schnittpunkte mit 0Bs(0). Dann
durchldguft T die Verbindungsstrecke von z, zuw., dann 0B°(0) in mathematisch
positiver Richtung nach w_, dann die Verbindungsstrecke zu z_ und schlieflich
0Br(0) in negativer Richtung zu z,.
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18 Der natiirliche Funktionalkalkiil

Es sei A € Sect(w) ein sektorieller Operator in einem Banachraum X.

18.1 Lemma. Der abstrakte Funktionalkalkil (£(S,), M(S,), @A) ist ein eigentli-
cher, meromorpher Funktionalkalkl.

Bezeichnung. Die Menge der regularisierbaren Elemente dieses Funktionalkalkiils wird
wieder mit M(S,)a bezeichnet.

18.2 Lemma. Zu jedem f € M(Sy)a gibt es einen Regularisierer e mit e(oco) = 0.
Wenn A injektiv ist, gibt es sogar einen in HP(S,).

18.3 Bemerkung. Sei w < @1 < ;. Dann S,, C Sy, und die Einschrankungsab-
bildung induziert einen Morphismus (£(S,,), M(Se,), Pa) = (E(Se, )y M(Se,), Pa)
der abstrakten Funktionalkalkiile. Nach Satz 12.34 gilt fiir f € M(S,,)a dann

<f|sm> (A) = f(A).
Wenn wir setzen

ElSul = | £(Sy) und MIS,] = | ] M(S,),

po>w o>w

dann erhalten einen meromorphen Funktionalkalkiil (£[S.], M[S,], A), indem wir
fiir f € M[S,]a den Operator f(A) im Funktionalkalkiil (£(S), M(Se), @A) fiir ein
beliebiges ¢ erkldren, fiir welches f € M (S, )a.

Wir setzen ferner

H(A) = {f € M[S,la | f(A) € L(X)}.

18.4 Definition. Der soeben erklarter Funktionalkalkiil ist der natirliche Funktional-
kalkil.

18.5 Beispuel. Sei A € Sect(w) fiir ein w < 7. Dann e * € £(S,) fiir ¢ < 7, es gibt
also e = @ (e ?). Man kann zeigen, dass e injektiv ist. Auf Blatt 13 machen wir
das fiir den einfacheren Fall, dass A beschrankt ist. Dann ist e * ein Regularisierer
fiir e*. Es gibt in M[S,]a also Funktionen, die schneller als polynomiell wachsen.

Zwei allgemeine Satze sind noch wichtig, konnen aber hier nicht mehr gezeigt
werden.
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18 Der natiirliche Funktionalkalkiil

18.6 Theorem (Verkniipfungsregel, Haase [2], Theorem 2.4.2). Es seien A € Sect(w)
und g € M[Sy,]a mit g(A) € Sect(w’). Ferner gebe es fiir jedes @’ mit w’' < @’ <7
ein @ mit w < @ <, so dass g € M(S,) und g(S,) C Sy/. Dann

(a) g(Sw) C S
(b) (fog)(A)=f(g(A)) fir jedes f € M[Su/lqn)-
18.7 Bezeichnung. Fiir einen Operator A im Banachraum X bezeichnen wir die Menge

_ o(A), A beschrinkt,
o(A) =
o(A)U{oco}, sonst,

als erweitertes Spektrum von A.

18.8 Theorem (Spektralabbildungssatz, [2], Theorem 2.7.8). Seten A € Sect(w) und
f e M[Syula. Ferner besitze f polynomielle Grenzwerte in {0,00} N 6(A). Dann
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19

Operatorhalbgruppen

Dieses Kapitel orientiert sich an Abschnitt VII.4 des Buchs [8] von Werner. Fiir die
benotigten Aussagen iiber die Warmeleitungsgleichung verweise ich auf Evans [1].

19.1 Definition. Sei X ein Banachraum. Eine C,-Halbgruppe ist eine Familie (T;)i>o
in L(X) mit den folgenden Eigenschaften:

(a)
(b)
(c)

T() - ldx
Ters = T, T, fiir alle s, t > 0.

limy\ o Tex = x fiir alle x € X.

19.2 Beispiel. (a) Sei X = Co(R) = {f € C(R) | limy_10 f(x) =0} Fiir t > 0 sei

(c)

T, € L(X) definiert durch Tf(x) = f(x + t). Die Eigenschaften (a) und (b) sind
klar, Eigenschaft (c) zeigen wir unten. Diese Halbgruppe bezeichnet man als
die Translationshalbgruppe.

Wir iiberlegen uns zuerst, dass jedes f € Cy(R) gleichméBig stetig ist. Daraus
folgt dann auch sofort (c).

Fiir A € CN*N gsei et definiert wie in der Analysis II oder durch den Dunford-
Riesz Kalkiil. Dann ist (T;)>o eine Operatorhalbgruppe auf dem CN.

In der Einfiihrung in die Partiellen Differentialgleichungen hatten wir die Fun-
damentallosung der Warmeleitungsgleichung definiert durch

L _ﬂ)
O: (R* x R)\ {(0,0)} = R, ®(x,t) = { (4mt)"/2 exP( ) 20
0, t<o0.

Fiir beschrianktes g € C(R"™) setzen wir

T(o)(x) = | @(x—y,glx)dy.
Dann ist u(x,t) = Ti(g)(x) die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswert-
problems
w —Au=20 in R™ x ]0, oo,
u=g in R™ x {0}.

Aus der Eindeutigkeit der Losung der Anfangswertaufgabe folgt die Halbgrup-
peneigenschaft von (T;)i>o.
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19 Operatorhalbgruppen

(d) Eine konkrete Formel fiir die Losung der Anfangswertaufgabe ist nicht nétig.
Wenn U C R™ ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und g € C(U) mit
g}au = 0, dann exitiert eine eindeutig bestimmte Losung u der Anfangswert-

aufgabe
w—Au=0 in U x ]0, oo,
u=g in U x {0},
u=20 in oU x [0, col.

Definieren wir T;(g)(x) = u(x,t), so ist (T)i>o eine Operatorhalbgruppe. Der
Grund ist wiederum die Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems.

19.3 Lemma. Sez (T;)i>o etne Co-Halbgruppe auf einem Banachraum X. Dann ezis-
tieren M > 1 und w € R, so dass ||Ti|| < Me®" fir alle t > 0.

Man kann auflerdem zeigen
19.4 Lemma. Ist (Ti)i>o eine Co-Halbgruppe, so ist die Abbildung
[0,00[ x X = X, (t,x) — Tyx,
gleichmapig stetig in t auf den kompakten Teilmengen von [0, col.

19.5 Definition. Es sei (T;)i>o eine Cp-Halbgruppe auf einem Banachraum X. Ihr Er-
zeuger ist der (moglicherweise unbeschrénkte) Operator A in X, welcher gegeben ist
durch

Ax = lim X =X
o h
und T
D(A) = {x e X | lim "% existiert} .
h\0

19.6 Beispiel. (a) Im Beispiel T, = e?! fiir ein A € CN*N ist A der Erzeuger.

(b) Fiir die Translationshalbgruppe auf Cy(R) behaupten wir

D(A) ={fe C(R)NC'(R) | ' € Co(R)}, Af=F". (19.1)

(c) Fiir die Halbgruppe aus Beispiel 19.2 zeigen wir, dass der Laplace-Operator der
Erzeuger ist. Allerdings machen wir das fiir den L?(R"™). Wir bezeichnen mit
< (R™) den Raum der Schwartzfunktionen auf dem R". Wir schreiben vy, fiir
®(-,t). Dann v, € .(R") und T,g = y; * g. Wir zeigen

. ynxf—f
lim ——— =

2 d
lim Af, fe HARY), (19.2)
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wobei die Konvergenz im [*(R™) gemeint ist. Die Fouriertransformation® F ist
eine Isometrie des L2(R™) auf sich mit Inverser (271)2 F. Daher ist die Zwischen-
behauptung dquivalent zu

. \2m Fyn- Ff — Ff
lim
h\,0 h

= F(Af), feH*R").
Die Fouriertransformation der Gaufiglocke v, ist bekannt, ndmlich

1 2
-/—:‘Yt(a) - \/2—7_[neit‘E .

Wir setzen q(&) = —&2. Wegen F(Af)(&) = —&2Ff(&) miissen wir also zeigen

. edg— n
%{%%qu, g € F(HA(RM).

Um das zu zeigen, beachten wir, dass qg € L?(R"), wenn Fg € H?(R"). Wir
setzen hilfsweise

e — 1 2 1

a(z) = —1= —_
z )_Zz j!

Dann 0 < |a(z)] <1 fiir z < 0 und

2

= lla- (hq) - qgl
2

:J la(—h&H)|*|E2g(&)[* dE,
— 0, h\,0,

e"lg—g
— a9

mit dem Lebesgueschen Grenzwertsatz.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass der Erzeuger der durch die Fundamentallosung
der Warmeleitungsgleichung gegebenen Halbgruppe eine Erweiterung des auf
H?(R™) definierten Laplace-Operators ist.

19.7 Bemerkung. Man iiberlegt sich leicht, dass auch fiir vektorwertige Integrale gilt
t+h
}111{1(1) Jt u(s)ds = u(t),
falls u stetig ist.

1Wir verwenden die Definition

_ 1 —1ix§
File) = J]Rn flx)e ¥ dhn (x).

Dann lautet die Formel fiir die Faltung

F(f+g) =v2n Ff. Fg.
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19 Operatorhalbgruppen

19.8 Lemma. Es sei A der Erzeuger der Co-Halbgruppe (Ti)i>0 und es sei t > 0.

t t
(a) J Toxds € D(A) fiir alle x € X und A(J Tsxds) = Tyx — x.
0 0

(b) T(D(A)) € D(A).
(c) A C AT,.

t
(d) Ttx—x:J TsAxds fiir alle x € D(A).
0

19.9 Satz. Der Erzeuger einer Co-Halbgruppe st dicht definiert.
19.10 Satz. Der Erzeuger einer Co-Halbgruppe st ein abgeschlossener Operator.

19.11 Satz. Es sei A der Erzeuger der Co-Halbgruppe (Ti)i>0 und es setxy € D(A).
Dann st die Funktion u: [0,00] — X, u(t) = Tixo, stetig differenzierbar mat
Werten in D(A) und eine Losung des abstrakten Cauchyproblems

u' =Au, u(0)=xo. (19.3)

Ferner ist u die einzige stetig differenzierbare, D(A)-wertige Lésung von (19.3)
und u(t) hdngt stetig vom Anfangswert x, ab.

19.12 Korollar. Zwer Cy-Halbgruppen mit demselben Erzeuger stimmen tberein.

19.18 Beispiel. Fiir g € H?*(R"™) setzen wir

Ttg(x)zj O (x —y, )g(x) dy.

n

Dann ist u(x, t) := Tyg(x) die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems

w—Au=20 in R™ x ]0, oo,

u=g in R™ x {0}.

19.14 Definition. Eine Operatorhalbgruppe (Ti)i>o heit normstetig, wenn sie eine
Co-Halbgruppe ist und zusatzlich

lim|| T, — idx| = 0.

19.15 Bemerkung. Wenn T; normstetig ist, dann ist t — T; stetig in der Operator-
norm und das Riemannintegral

1 t
Mt:_JTSdS
tJo

existiert in L(X).

62



19.16 Satz. Fir eine Co-Halbgruppe (Ti)i>o mit Erzeuger A sind dquivalent:
(a) Die Halbgruppe ist normstetig.
(b) Der Erzeuger ist beschrankt.
(c) D(A) =X.

19.17 Definition. Eine Cy-Halbgruppe (T:)>o ist eine Kontraktionshalbgruppe, wenn
| Te|| <1 fiir alle t.

19.18 Satz. Setv A der Erzeuger der Kontraktionshalbgruppe (Ti)i>o.

(a) {(A|ReA >0} C p(A).

o

(b)) A=A)'x = J e MToxds fiir alle A mit ReA > 0 und alle x.
0

(c) |(ReA)(A—A)~"|| <1 fiir alle A mit ReA > 0.

19.19 Theorem (Satz von Hille-Yosida fiir Kontraktionshalbgruppen). Ein Operator A
1st genau dann Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe, wenn A dicht definiert
und abgeschlossen ist, 10,00 C p(A) und

AA=A)T|| <1 vA>oO.

19.20 Theorem (Hille-Yosida). Ein Operator A ist genau dann Erzeuger einer Co-
Halbgruppe, wenn er dicht defintert und abgeschlossen ist und Konstanten w € R
und M > 1 existieren, so dass Jw, ool C p(A) und

|A—=w)"A—=A)T"|| <M fir alle A > w und n € N.

Bemerkung. Der Satz 15.12 von Komatsu sagt, dass in diesem Fall der Operator —A
quasi-sektoriell ist.
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