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Einleitung

Betrachtet man das Beispiel der topologischen Réume, so sind die struktur-
erhaltenden Abbildungen die stetigen Abbildungen und die Isomorphismen
die Hombomorphismen. Hom&omorphie von topologischen Raumen stellt sich
nun aber fiir die meisten Anwendungen als ein zu starker Begriff heraus, der
sich im Allgemeinen auch nicht handhaben lasst [Mar58]. Was man in der
algebraischen Topologie stattdessen macht, ist es Rdumen algebraische In-
varianten zuzuordnen, welche in der Regel nicht zwischen Rédumen bis auf
eine schwichere Art von Aquivalenz, namlich der Homotopiefquivalenz un-
terscheiden. So nennt sich dann eine Abbildung f eine Homotopiedquivalenz,
wenn es eine Abbildung g gibt, sodass statt Gleichheit nur die Existenz von
Homotopien fog ~id und go f ~ id gefordert werden.

Nun hétte man aber doch manchmal gerne, dass die Homotopiedquivalenzen
auch Isomorphismen sind, was dann auf natiirliche Weise zu der Kategorie
HoTop fiihrt. Dort sind die Objekte weiterhin die topologischen Réume, die
Morphismen aber durch Homotopieklassen von stetigen Abbildungen gege-
ben, die Isomorphismen also genau die Homotopiedquivalenzen.

Dieses Konzept von schwachen Aquivalenzen tritt nun auch in vielen weiteren
Kategorien auf. So zum Beispiel in der Kategorie der Kettenkomplexe, in der
man Objekte hdufig bis auf Quasiisomorphismen studiert (5.24). Betrachtet
man dann Objekte bis auf diese Art von Aquivalenzen, so fiihrt dies #hnlich
wie mit HoTop zu der derivierten Kategorie.

Ebenso lédsst sich auch auf der Kategorie der simplizialen Mengen eine Art
Homotopietheorie einfithren, bei der man zeigen kann, dass diese in gewis-
sem Sinne dquivalent zu der Homotopietheorie auf topologischen Raumen ist
[MP12, 3.6.7].

Erstmals eingefiihrt von Quillen in [Qui67]|, fasst die Theorie der Modellka-
tegorien nun solche Ideen auf und liefert einen axiomatischen Rahmen, um
Homotopietheorie auf verschiedenen Kategorien zu betreiben und miteinan-
der in Verbindung zu bringen.

Zu Beginn dieser Arbeit fithren wir in den ersten beiden Kapiteln zu-
néchst den Formalismus der Modellkategorien ein und zeigen einige grund-
legende Eigenschaften. Darauthin fithren wir in den Kapiteln drei und vier
Werkzeuge ein, welche den Nachweis der Axiome erheblich vereinfachen kon-
nen, bevor wir uns im letzten Kapitel dann schlieflich ausgiebig Beispielen
widmen werden. Wir behandeln zunéchst die klassischen Beispiele der topo-
logischen Réume und Kettenkomplexe und Klassifizieren abschliefend alle
moglichen Modellstrukturen auf der Kategorie der Mengen.
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1 Definition und Eigenschaften von Modellka-
tegorien

Falls nicht anders spezifiziert, sei M stets eine lokal kleine Kategorie mit
allen kleinen Limiten und Kolimiten (eine bivollstindige Kategorie). Fiir die
Definition einer Modellkategorie gehen wir dabei wie in [MP12| vor, wofiir
zunéchst einige Definitionen vorab notwendig sind.

Definition 1.1. Die Pfeilkategorie Ar(M) ist die Kategorie mit den Pfeilen
von M als Objekten und kommutativen Quadraten als Morphismen.

Somit lasst sich formulieren:

Definition 1.2. Ein Morphismus f in M heifst Retrakt eines Morphismuses
g aus M, wenn er ein Retrakt von g als Objekt in Ar(M) ist. Das heifst,
wenn ein kommutatives Diagramm folgender Form existiert

A c—15 A
N
B D

" . B
mit joi =1id und kor = id.

i
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Als Teil einer Modellkategorie werden wir spéter eine Klasse von Abbil-
dungen einfithren, die als schwache Aquivalenzen bezeichnet werden. Diese
héngen oft in gewisser Weise mit [somorphismen zusammen, weswegen fiir
den Abschluss unter Retrakten folgendes allgemeine Lemma niitzlich sein
wird.

Lemma 1.3. Seien f und g Morphismen in M und g zusétzlich ein Isomor-
phismus. Ist f ein Retrakt von g, so ist auch f ein Isomorphismus.

Bewers. In obigem Diagramm hat man
(jogtor)of=joi=id und fo(joglor)=rok=id. O
Weiterhin gilt folgende Aussage:

Lemma 1.4 (|[MP12, 14.1.3|). Sind f, g € Ar(M) mit fog = id, so ist f ein
Retrakt von g o f.

Beweis. Folgendes Diagramm liefert ein Retrakt von g o f:

A A A
b ]
B—*sA-t.,p.



Insbesondere sind also Isomorphismen Retrakte von Identitdten. Somit
enthélt eine unter Retrakten abgeschlossene Klasse von Morphismen genau
dann alle Isomorphismen, wenn sie alle Identitdten enthalt.

Zentral fiir eine Modellkategorie wird es sein, Morphismen in sogenannte
Faserungen und Kofaserungen zerlegen zu konnen. Dazu wird der folgende
Begriff verwendet.

Definition 1.5. Eine funktorielle Faktorisierung ist ein Paar (a, ) von
Funktoren Ar(M) — Ar(M), mit f = B(f) o a(f) fur alle f € Ar(M).

Ein Paar (£,R) von Klassen von Morphismen von M faktorisiert M, wenn
es eine funktorielle Faktorisierung («, 8) gibt mit a(f) € £ und 5(f) € R fiir
alle Morphismen f in M.

Beispiel 1.6. Das Paar (surj,inj) der surjektiven bzw. injektiven Abbil-
dungen faktorisiert Set. Eine funktorielle Faktorisierung fiir eine Abbildung
f: A— Bin Set wird durch Einschriankung auf das Bild und anschlieffende

Inklusion A —f» im f — B gegeben.

Dabei sei angemerkt, dass Faktorisierungen in der Literatur auch gele-
gentlich nicht funktoriell definiert werden (wie z.B. in [MP12, 14.1.10]). Funk-
torielle Zerlegungen haben aber unter anderem den Vorteil, dass die spéter
definierten (ko-)fasernden Ersetzungen stets funktoriell werden. Zudem sind
die Zerlegungen in den meisten Beispielen bereits funktoriell, sodass es sich
nicht als grofe Einschrankung herausstellt.

Ein weiterer zentraler Begriff ist die Hochhebungseigenschaft:

Definition 1.7. Seien i: A — B und p: X — Y Morphismen von M. Man
sagt 7 hat die linke Hochhebungseigenschaft (LHHE) beziiglich p und p die
rechte Hochhebungseigenschaft beziiglich i (RHHE), notiert i [1p, wenn fiir
jedes Diagramm
AT, x
i 3’2//2 p
g

s
s

— Y

ein Morphismus h existiert, sodass das Diagramm kommutiert. Den Morphis-
mus h bezeichnet man dann auch als Lift oder Hochhebung. Fiir Klassen von
Morphismen £ und R in M sei £¥ die Klasse aller Morphismen p, sodass p
die RHHE beziiglich allen i in £ hat. Analog sei ¥R die Klasse aller Mor-
phismen i, sodass ¢ die LHHE beziiglich allen p in R hat. Weiterhin schreibe
LR, falls i [ p fiir alle 7 in £ und p in R gilt.



Beispiel 1.8. Sei M = Set und f: A — B eine Abbildung. Dann hat f
genau dann die RHHE beziiglich @ — {+}, wenn f surjektiv ist und die
RHHE beziiglich {a,b} — {+}, wenn f injektiv ist:

g — A {a,b} —— A
I
() —> B {1} —— B

Also ist (& — {+})¥ = surj die Klasse aller surjektiven Abbildungen und
({a,b} — {+})¥ = inj die Klasse aller injektiven Abbildungen. In Kapitel 5.3
werden wir alle solche Klassen bestimmen.

Man sieht an diesem Beispiel also bereits, dass sich zentrale Eigenschaften
auch iiber Hochhebungseigenschaften ausdriicken lassen. Fiir eine ausfiihrli-
che Liste solcher Beispiele siehe z.B. auch [nLa23a].

Folgendes Lemma aus [Hov99, 1.1.9] ist gelegentlich niitzlich:

Lemma 1.9 (Retrakt-Argument). Sei f = p o eine Faktorisierung in M.
Gilt f[1p, so ist f ein Retrakt von i. Dual gilt: Ist ¢[1 f, so ist f ein Retrakt
von p.

Beweis. Seien f: A - B,i: A - B und p: B — C die Definitions- und
Zielbereiche der einzelnen Pfeile. Dann existiert in folgendem Diagramm ein
Lift r:

—

A
fl v
C

und ein Retrakt ist dann gegeben durch:

Y
Q&

A A A
ol
c —~- B2 C.
Genauso zeigt man auch die duale Aussage. O]

Spéter wollen wir analog zu der Konstruktion von CW-Komplexen auch
allgemein den Begriff eines relativen Zellkomplexes einfithren, welche fiir die
Theorie der kompakt erzeugten Modellkategorien wichtig sind. Kategoriell
erhélt man diese dann als Verkniipfung potentiell beliebig vieler Morphismen,
was wie folgt definiert wird:
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Definition 1.10. Sei A eine Ordinalzahl, welche iiber die Wohlordnung als
Kategorie aufgefasst wird. Eine A-Sequenz ist ein kostetiger Funktor

Xe: A —> M.

Man schreibt X, fiir X, («) und bezeichnet dann den induzierten Morphismus
Xo — colim, ) X, als transfinite Komposition von X,.

Beispiel 1.11. Fiir A = 3 ist die transfinite Komposition die iibliche Ver-
kettung:

COhHla<3 Xa = XQ

f g

Xo > X4 > Xo.

Fiir die gleich folgende Proposition ist es niitzlich, folgende (redundante)
Eigenschaften unter einen Begriff zu fassen.

Definition 1.12. Eine Klasse von Morphismen L einer Kategorie M heifst

linksgesdttigt, wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt:
(i) £ bildet eine Unterkategorie von M
(ii) £ enthilt alle Isomorphismen
(iii) £ ist abgeschlossen unter Retrakten
)

(iv) L ist abgeschlossen unter Koprodukten, das heiftt fiir f: A — X und
g: B — Y ist der induzierte Morphismus A11B — X 11Y wieder in L.

(v) L ist abgeschlossen unter Pushouts, das heiftt ist f in £ und folgendes
Diagramm ein Pushout:

Ar—>C
10
B——D

Y

so ist auch ¢ in L.

(vi) L ist abgeschlossen unter transfiniter Komposition, das heift ist X eine
A-Sequenz, sodass X, — X,41 in L liegt fiir alle o + 1 < A, dann ist
auch die transfinite Komposition in L.

Dualisiert man alle Eigenschaften, so erhélt man den Begriff einer rechtsge-
sattigten Klasse von Morphismen. Dabei werden Koprodukte bzw. Pushouts
durch Produkte bzw. Pullbacks ersetzt und der Kolimes der transfiniten Kom-
position mit dem Limes ausgetauscht.
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Damit lasst sich nun formulieren:

Satz 1.13. Sei K eine Klasse von Morphismen in M. Dann ist 2K linksge-
sittigt und K2 rechtsgesittigt.

Beweis. Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [MP12, 14.1.8]. O

Eine besonders kompakte Definition einer Modellstruktur ermoglicht der
folgende Begriff.

Definition 1.14. Ein schwaches Faktorisierungssystem (SFS) in M ist ein
geordnetes Paar (£, R) von Klassen von Morphismen in M, welches M fak-
torisiert und £ = YR sowie R = L& erfiillt.

Weiterhin wollen wir noch die schwachen Aquivalenzen als isolierten Be-
griff einfiihren, was beim Nachweis der Axiome niitzlich sein wird.

Definition 1.15. Eine Unterkategorie VW von M wird als Unterkategorie
von schwachen Aquivalenzen bezeichnet, falls alle Identitéten in W liegen,
W abgeschlossen unter Retrakten ist und W das 2-von-3-Axiom erfiillt: Sind
f, g Morphismen aus M und zwei aus f, g oder go f in W, so auch der Dritte.

Damit konnen wir nun definieren:

Definition 1.16. Eine Modellstruktur auf einer Kategorie M besteht aus
drei Klassen (W, C, F) von Morphismen von M, den schwachen Aquivalenzen
W, Kofaserungen C und Faserungen F, sodass:

(i) W erfiillt das 2-von-3-Axiom,
(ii) (C,F nW) ist ein schwaches Faktorisierungssystem,

(iii) (C n W, F) ist ein schwaches Faktorisierungssystem.

Weiterhin bezeichnet man die Morphismen Cn )W als azyklische Kofaserungen
und die Morphismen F n W als azyklische Faserungen.

Definition 1.17. Eine Modellkategorie ist eine bivollstandige Kategorie M
zusammen mit einer Modellstruktur auf M.
Dabei ergeben sich bereits folgende anfangliche Beobachtungen.

Bemerkung 1.18. Nach der Definition eines SF'S gelten:
C=PFnW), Cow=2F, F=0CnWP? uwud FnW=C2

Folglich reicht es bei der Spezifizierung einer Modellstruktur, die schwachen
Aquivalenzen anzugeben und entweder nur die Faserungen oder die Kofase-
rungen. Weiterhin sind nach Satz 1.13 die Klassen C und C n WV linksgeséttigt
und F sowie F N W rechtsgesattigt.



Die schwachen Aquivalenzen lassen sich aukerdem aus den azyklischen
Faserungen und azyklischen Kofaserungen konstruieren:

Lemma 1.19. Fiir eine Modellstruktur (W, C, F) gilt
W= (FnaW)o(CnW)={poi|lpe FnW,ieCn W}

Insbesondere enthélt W bereits alle Abbildungen, falls F n W = F oder
CnW =C ist.

Bewers. ,=¢: Ein Morphismus f € W lasst sich als f = pos faktorisieren mit
peFnWund i€ C. Aus dem 2-von-3-Axiom folgt dann auch ¢ € W. Die
Inklusion ,,2 folgt unmittelbar aus dem 2-von-3-Axiom. O

99—

Gelegentlich fordert man bei der Definition einer Modellstruktur noch,
dass alle auftretenden Klassen abgeschlossen unter Retrakten sind, sowie
dass CIJ (F n W) und (C n W) A F gelten (siehe z.B. [Hov99, 1.1.3|). Die
folgenden Sétze zeigen, dass dies bereits aus unseren Axiomen folgt.

Satz 1.20 ([MP12, 14.1.13]). Sei M faktorisiert durch (£,R). Dann ist
(L,R) ein SFS genau dann, wenn £ AR gilt und £ sowie R abgeschlossen
unter Retrakten sind.

Beweis. ,—" : Aus £ = YR und R = £Y erhilt man sofort £L[AR und die
Links- bzw. Rechtsséttigung liefert den Abschluss unter Retrakten.

L= LIAR impliziert £L < ¥R und R < LY. Sei f e YR und f = rol eine
Faktorisierung mit [ € £ und r € R. Wegen f[1r ist f laut Retrakt-Argument
(Lemma 1.9) ein Retrakt von [ und somit nach Voraussetzung wieder in L,
also ist £ = YR. Genauso erhilt man auch fiir g € £9 eine Zerlegung g = 7ol
und [[1g, also ist g ein Retrakt von r und damit wieder in R. [

Der folgende Satz geht auf [JT07, Proposition 7.8] zuriick.

Satz 1.21 ([MP12, 14.2.5]). Die Klassen W,C,C n W, F und F n W ei-
ner Modellstruktur bilden Unterkategorien, die alle Isomorphismen enthal-
ten und abgeschlossen unter Retrakten sind. Insbesondere definiert W eine
Unterkategorie von schwachen Aquivalenzen im Sinne von Definition 1.15.

Beweis. Fir C,C n W, F und F n W erhélt man die Aussage sofort aus der
Definition eines SF'S und Satz 1.13. Fiir W liefert das 2-von-3-Axiom den
Abschluss unter Komposition und W enthélt nach Lemma 1.19 alle Isomor-
phismen, da F n W sowie C n W alle Isomorphismen enthalten. Zu zeigen



bleibt also der Abschluss unter Retrakten. Sei dafiir w in W und ein Retrakt
f gegeben:

[ ]
~
[

k \
. >
q
[ >

z
> @

Zunachst nehmen wir an, dass f € F liegt. Faktorisiere w = v o u mit
veFnWund ue Cn W wie in Lemma 1.19. Dann gilt w1 f, also erhélt
man in folgendem Diagramm einen Lift ¢:

k 4
e —> &6 —> o
~ Ed
y4 AN t 7
e — o S\\ u I
¢ 7 Sa e
ul et lf ~ f o |w f
//
e —— o v

.—).—).’

wobei s = w o k. Damit folgt tos = ko = id, also ist f auch ein Retrakt
von v und liegt damit in F n W < W.

Fiir den allgemeinen Fall sei nun f ein beliebiger Retrakt und f = poi eine
Faktorisierung mit p € F und ¢ € C n W. Konstruiere folgende Erweiterung
des anfianglichen Diagramms:

wobei das linke obere Quadrat ein Pushout ist und die gestrichelten Morphis-
men durch die universelle Eigenschaft gegeben sind. Damit kommutieren also
bereits alle Pfeile bis auf das rechte untere Quadrat. Da aber sowohl z ot und
por Morphismen sind, die mit dem Kokegel definiert durch zoqop und fozop
kommutieren, erhélt man aus der Eindeutigkeit der universellen Eigenschaft
auch hier die Kommutativitat. Weil j ein Pushout von i € C n W ist, erhalt
man aus der Linksséttigung von C n W weiterhin j € C n VW und nach dem
2-von-3-Axiom damit t € W. Nun stellt das Diagramm p als Retrakt von ¢
dar, also liefert der erste Teil p € YW und damit auch f e W. O]

Es sei angemerkt, dass Modellkategorien als bivollstindige Kategorien
insbesondere ein initiales und terminales Objekt besitzen, welche wir mit
bzw. % notieren. Dies ermoglicht die folgende Definition.
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Definition 1.22. Ein Objekt X einer Modellkategorie M nennt sich kofa-
sernd, wenn der Pfeil @ — X eine Kofaserung ist. Eine azyklische Faserung
q: QX — X heiftt kofasernde Ersetzung von X, wenn QX ein kofaserndes
Objekt in M ist.

Dual heilst X fasernd, wenn der Pfeil X — = eine Faserung ist. FKine azykli-
sche Kofaserung r: X — RX heift fasernde Ersetzung von X, wenn RX ein
faserndes Objekt ist.

Solche Ersetzungen existieren auch stets:

Bemerkung 1.23. Anwenden einer funktoriellen Zerlegung in Kofaserung und
azyklische Faserung auf 3 — X liefert eine kofasernde Ersetzung von X.
Analog liefert eine funktorielle Zerlegung in azyklische Kofaserung und Fa-
serung von X — * eine fasernde Ersetzung.

Die fasernden und kofasernden Objekte sind dabei fiir die Homotopie-
theorie auf Modellkategorien besonders wichtig. So wird zum Beispiel der
Begriff einer Homotopie auf einer Modellstruktur im Allgemeinen erst zu ei-
ner Aquivalenzrelation, wenn der Definitionsbereich kofasernd und der Ziel-
bereich fasernd ist [MP12, 14.3.9 und 14.3.11].

2 Quillen-Funktoren

Im Folgenden geben wir noch eine knappe Einfithrung in die Morphismen von
Modellkategorien. Dabei folgenden wir den Definitionen von [Hov99, 1.3].

Definition 2.1. Seien C und D Modellkategorien.

1. Ein Funktor F': C — D heifst Links-Quillen-Funktor, wenn F linksad-
jungiert ist und Kofaserungen sowie azyklische Kofaserungen erhélt.

2. Ein Funktor F': C — D heilst Rechts-Quillen-Funktor, wenn F' rechts-
adjungiert ist und Faserungen sowie azyklische Faserungen erhalt.

3. Eine Adjunktion L:C T ’ D :R heifit Quillen-Adjunktion, wenn
F' ein Links-Quillen-Funktor ist oder dquivalent U ein Rechts-Quillen-
Funktor ist.

Ein Beweis fiir die erwiihnte Aquivalenz findet sich dabei in [Hov99, 1.3.4].

Definition 2.2. Eine Quillen-Adjunktion L: C <I> D :R heilt Quillen
Aquivalenz, wenn fiir alle kofasernden X € C und alle fasernden Y € D, ein
Morphismus f: L(X) — Y eine schwache Aquivalenz in D ist genau dann,
wenn der adjungierte Morphismus f: X — R(Y) eine schwache Aquivalenz
in C ist.



Die Quillen-Adjunktionen spielen eine grofe Rolle fiir den Vergleich von
Modellkategorien und insbesondere fiir die Homotopietheorie auf Modellka-
tegorien. Zu jeder Modellkategorie ldsst sich die zugehorige Homotopiekate-
gorie bilden, die anschaulich durch Invertieren der schwachen Aquivalenzen
entsteht. So liefert dann zum Beispiel eine Quillen-Adjunktion die Existenz
von zueinander adjungierten derivierten Funktoren zwischen den Homoto-
piekategorien der Modellkategorien [MP12, 16.2.2|. Im Falle einer Quillen-
Aquivalenz stellen diese dann sogar eine adjungierte Aquivalenz von Katego-
rien zwischen den Homotopiekategorien dar [MP12, 16.2.2|. Ein prominentes
Beispiel ist dabei die Quillen-Aquivalenz zwischen der Kategorie der sim-
plizialen Mengen sSet und Top, welche iiber den Singuldre-Menge-Funktor
und iiber die geometrischen Realisierung gegeben wird [Qui67, §3|. Mit dem
oben genannten Resultat erhédlt man also, dass sich die Homotopietheorie
auf topologischen Rdumen &quivalent auch kombinatorisch auf simplizialen
Mengen durchfiihren lésst.

3 Das Kleine-Objekt-Argument

Im Allgemeinen ist es nun aber sehr schwierig die Axiome einer Modellstruk-
tur nachzuweisen. Ziel dieses Kapitels wird es daher sein, das Kleine-Objekt-
Argument einzufiihren, welches unter bestimmten Umstédnden die Existenz
eines SFS gewéhrleistet. Zusammen mit dem Begriff der kompakt erzeugten
Modellkategorie erhélt man dann vergleichsweise einfache Kriterien fiir den
Nachweis der Axiome einer Modellkategorie.

Definition 3.1. Sei Z eine Klasse von Morphismen in M und X € M ein
Objekt. Ein relativer Z-Zellkomplexr unter X ist ein Morphismus g: X — Z,
welcher transfinite Komposition einer w-Sequenz Z, ist, sodass Z; = X gilt
und sodass Z,, 1 fiir jedes n < w der Pushout eines Diagramms wie folgt ist:

quJ Aq ;) Zn

l

k
quJ Bq ZnJrl :

Dabei sind die ¢, Abbildungen in Z und J eine beliebige Indexmenge. Ein
Objekt X € M heifst Z-Zellkomplex, falls ein relativer Z-Zellkomplex ¢ — X
existiert.

Der Begriftf eines Z-Zellkomplexes wird in der Literatur iiblicherweise
allgemeiner definiert (siehe [Hov99, 2.1.9]). Dies ist der Spezialfall fiir die
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Ordinalzahl w, welcher auch als sequenzieller oder klassischer relative Z-
Zellkomplex bezeichnet wird ([MP12, 15.1.2]). Der Grund fiir diese Ein-
schrankung hier ist, dass man auf diese Weise mit deutlich weniger Mengen-
lehre auskommt, die resultierenden Sétze einfacher und &sthetischer werden
und alle hier aufgefiihrten Beispiele bereits mit dem eingeschrankten Begriff
auskommen.

Bemerkung 3.2. Fir Z = {S"! — D" | n € N} sind die topologischen
CW-Komplexe Beispiele von Z-Zellkomplexen, jedoch miissen bei einem Z-
Zellkomplex die Zellen nicht in aufsteigender Dimension angeklebt werden.

Dies motiviert auch die folgende Namensgebung:

Definition 3.3. Ein Objekt A € M heift kompakt beziiglich Z, wenn fiir
jeden relativen Z-Zellkomplex f: X — Z = colim,, Z, die induzierte Abbil-
dung

colim,, Hom (A, Z,,) — Hom (A, Z)

eine Bijektion ist. Die Klasse Z heifse kompakt, wenn die Definitionsbereiche
aller Abbildungen in Z kompakt beziiglich Z sind.

Fiir den Nachweis der Kompaktheit einer Klasse von Morphismen wird
aber primér folgende Umformulierung verwendet.

Bemerkung 3.4. Konkret lésst sich der Kolimes auch wie folgt berechnen:

colim, Hom (A4, Z,,) = U Hom (A, Z,)/~
ieN

mit der Aquivalenzrelation (f: A — Z,) ~ (g: A — Z,,) fiir m > n , wenn

g=(A ER Zn — Zpn) gilt. Folglich ist A bereits kompakt beziiglich Z, wenn
jeder relative Z-Zellkomplex A — colim,, Z,, iiber eine Abbildung A — Z,
faktorisiert.

Mit der Definition eines ,kompakten* Objekts weichen wir hier nun eben-
falls ein wenig von der tiblichen Literatur (wie [Hov99|) ab und folgen [MP12,
15.1.6]. Diese sind in gewisser Weise eine Einschrankung des Begriffs des , klei-
nen” Objekts fiir Ordinalzahlen < w. Der allgemeinere Begriff des kleinen Ob-
jekts war namensgebend fiir das gleich folgende Kleine-Objekt-Argument.
Um aber das Kleine-Objekt-Argument zu formulieren, benétigen wir noch
folgende Notation.

Definition 3.5. R(Z) bezeichne die Klasse der Retrakte von relativen Z-
Zellkomplexen in M.
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Weiterhin wird im Beweis des Kleinen-Objekt-Arguments folgende Kon-
struktion von zentraler Bedeutung sein, daher stellen wir sie zur Klarheit
und Referenz einmal gesondert vor:

Konstruktion 3.6 ([MP12, 15.1.10]). Sei f: X — Y eine Abbildung in M
und S die Klasse aller kommutativen Quadrate folgender Form mit ¢ € 7

A—* X
[ b
B—-Y.
Fir s € S seien is: Ay, — B, ks: Ay — X und j,: B, — Y die entspre-

chenden Abbildungen aus dem Diagramm. Dann konstruiere die Ein-Schritt-
Faktorisierung von f als Pushout:

k= HeES ks

HSES A

X
[lses Zsl l
7z

B, — %

sz[sES Js

Dies liefert die Faktorisierung f = p o i, wobei i ein relativer Z-Zellkomplex
ist. Aukerdem ldsst sich ¢ iiber i o k und j als Lift von (] [ s, p) auffassen.

Nun zum zentralen Theorem, fiir dessen Beweis wir im Wesentlichen der
Quelle [MP12, Proposition 15.1.11] folgen.

Theorem 3.7 (Kleines-Objekt-Argument). Ist Z eine kompakte Menge von
Abbildungen in M, so ist (R(Z),Z¥) ein SFS.

Beweis. Sei f: X — Y eine Abbildung in M. Ziel wird es zunéchst sein
eine funktorielle Zerlegung X — Z % Y zu finden, wobei i ein relativer
Z-Zellkomplex ist und p € Z¥. Dazu werden wir eine w-Sequenz Z, von Ob-
jekten iiber Y konstruieren und erhalten dann ¢: X — Z und p: Z — Y
iiber den Kolimes.

Sei Zyg = X, 19 =1d: X — Zyund py = f: Zy — Y. Nehme induktiv an, dass
lo: X — Zyund p,: Z, — Y bereits konstruiert wurden mit p, o1, = f
und 7, ein relativer Z-Zellkomplex. Konstruiere Z,,; sowie eine Faktorisie-
rung Z, — Zai1 =5 Y von p, iiber die Ein-Schritt-Faktorisierung von
oben mit f = p,. Die Verkniipfung X —%» Z, — Z,4 ist wieder ein rela-
tiver Z-Zellkomplex und p,; erfiillt die Hochhebungseigenschaft, wie in der

11



Konstruktion erwédhnt. Nun setze Z = colim, Z,, den Morphismus ¢ als die
transfinite Komposition von Z, und p als die von den p,, iiber die universelle
Eigenschaft induzierte Abbildung.

Nun ist zu zeigen, dass auch p € Z9. Sei dazu also g € Z und iiber k, j ein
kommutatives Diagramm gegeben:

A Z

A"

Za+1

/ \
B J .Y

Da 7 kompakt ist, faktorisiert k& iiber ein Z,, was die Abbildungen s und
p liefert. Da das Diagramm mit &, g,j und p o p in dem S der Ein-Schritt-
Faktorisierung liegt, erhélt man daraus die Abbildung ¢ und die Kommuta-
tivitat

A—L— 7,

sodass obiges Diagramm kommutiert und 7 o ¢ den gesuchten Lift liefert.
Damit (R(Z),Z%) zu einem SFS wird, muss weiterhin gezeigt werden:

R(Z) =2(7%) und R(T)? =1P.

Sei f € Y(Z9). Die obige Faktorisierung f = poi mit dem Retrakt-Argument
aus Lemma 1.9 liefert wegen p € 79, dass f ein Retrakt von i ist, also f €
R(Z). Sei nun umgekehrt f € R(Z). Da T < ¥(Z9) und ¥(Z9) linksgesittigt,
also abgeschlossen unter Retrakten ist, nach Satz 1.13, folgt auch f € 9(79).
7 = R(Z) impliziert R(Z) < 79 und ?(Z9) = R(Z) liefert 72 = (P(719))2 <
R(Z).

Abschliefsend bleibt noch die Funktorialitdt zu zeigen. Sei ein kommuta-
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tives Quadrat (bzw. eine Abbildung f — f’) gegeben:

x 1.y

X — Y.

Konstruiere wie anfangs eine Faktorisierung X’ 572y Nun per Induk-
tion: Setze ty = r. Angenommen ¢, sei bereits konstruiert, sodass folgendes
Diagramm kommutiert:

i p
X —=7Z,—=Y

lr l l (3.1)

) QRN /R N Vi

Folgendes kommutative Quadrat ist Teil der Ein-Schritt-Zerlegung bei der
Konstruktion von 7/, ;:

ta
Zy —to 5 70

l |

S0Pa+1
Ty —ett sy,

Also erhélt man aus dem Pushout der Konstruktion ein t,,1, welches das
Quadrat (3.1) fiir @ + 1 kommutieren lasst. Sei t: Z — Z’ die von der uni-

versellen Eigenschaft induzierten Abbildung des Kokegels Z, —= zZ! — 7.
Dann erhilt man mit der Zerlegung i = X - Z, — Z die Kommutativi-

tdt t o7 = ¢/ or und aus der Eindeutigkeit der universellen Eigenschaft auch
die Gleichheit sop =pot. m

4 Kompakt erzeugte Modellkategorien

Nun haben wir mit dem Kleinen-Objekt-Argument ein Werkzeug, um aus
einer Klasse von Morphismen ein SF'S zu erhalten. Damit konnte man be-
reits vermuten, dass sich eine Modellkategorie aus schwachen Aquivalenzen
und zwei Klassen von Morphismen erzeugen lésst. Dies fiihrt zu folgender
Definition.

Definition 4.1. Eine Modellstruktur (W, C, F) auf M heifst von Z und J
erzeugt, wenn F = J2 und FnW = T¥. Die Klasse Z wird als die Klasse der
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erzeugenden Kofaserungen bezeichnet und J als die Klasse der erzeugenden
azyklischen Kofaserungen. Eine Modellstruktur heifst kompakt erzeugt, wenn
7 und J kompakt sind.

Bemerkung 4.2. Da nach dem Beweis von Theorem 3.7 folgende Gleichungen
gelten:
79 =R(IZ)¥ und JY=R(J)?,

lasst sich auch dquivalent formulieren, dass C = R(Z) und CnW = R(T) gel-
ten sollen. Damit wird die Verbindung zum Kleinen-Objekt-Argument noch
klarer.

Nun stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen an die Morphis-
menklassen Z und J auch eine Modellstruktur gegeben wird, also wann die
Morphismenklassen auch mit den schwachen Aquivalenzen kompatibel sind.
Diese Frage beantwortet folgendes Theorem, welches fiir uns das primére
Mittel sein wird, um die Axiome einer Modellkategorie nachzuweisen.

Theorem 4.3 (|[MP12, 15.2.3]). Sei M eine bivollstindige Kategorie mit
einer Kategorie W von schwachen Aquivalenzen (Definition 1.15) und kom-
pakten Mengen von Abbildungen Z und 7. Die Kategorie M ist eine kompakt
erzeugte Modellkategorie mit erzeugenden Kofaserungen Z und erzeugenden
azyklischen Kofaserungen J genau dann, wenn folgende Eigenschaften gel-
ten:

(i) Relative J-Zellkomplexe sind schwache Aquivalenzen.  (Azyklizitéit)
(i) Es gilt 79 = g9~ W. (Kompatibilitét)

Beweis. ,—* : Es gilt 7 < 2(J9) = C n W und 9(J9) ist linksgesttigt,
ein J-Zellkomplex also wieder in C n W und damit in W. Fiir den zweiten
Teilist Z8 = Fn W = J8 n W.

,—": Setze C = 2(I9) und F = JP. Zu zeigen ist dann, dass (C,F n W)
und (C n W, F) schwache Faktorisierungssysteme bilden. Aus dem Kleinen-
Objekt-Argument erhélt man die SFS:

(C,79) und (R(J),F).

AuRerdem gilt nach Voraussetzung (ii) bereits Z¥ = F n W, also reicht es
R(J) = C 0 W zu zeigen. Da Unterkategorien von schwachen Aquivalen-
zen abgeschlossen unter Retrakten sind, folgt aus (i) bereits R(J) < W.
Weiterhin erhalt man:

J <277 = P(g7aw) BP9(17) = ¢,
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also liefert die Linkssdttigung von C auch R(J) < C.

Nun sei f € C n W. Faktorisiere f in f = go j mit ¢ € F und j € R(J).
Insbesondere ist 7 € W, nach dem 2-von-3-Axiom also auch ¢ € YW und damit
ge FnW =719 Wegen f € C hat f damit die LHHE beziiglich ¢ und ist
nach dem Retrakt-Argument 1.9 somit ein Retrakt von j. Die Verkniipfung
zweier Retrakte ist wieder ein Retrakt, also auch f e R(J7). O

Ein leichtes Kriterium fiir die Azyklizitdt kann gelegentlich folgende Be-
merkung liefern.

Bemerkung 4.4 (|]MP12, S.301]). Gilt J < W und ist W linksgeséttigt, so
liegt ein J-Zellkomplex wieder in W, die Azyklizitét ist also erfiillt.

5 Beispiele von Modellkategorien

5.1 Topologische Raume

Bevor wir schliefslich in das Beispiel der topologischen Raume einsteigen kon-
nen, fithren wir noch die Kategorie der kompakt erzeugten Réume ein. Als
kartesisch abgeschlossene Kategorie behebt sie einige Méangel der Katego-
rie Top, stellt aber weiterhin noch eine meist hinreichend allgemeine Klasse
von Raumen dar [Ste67|. Auf dieser Kategorie definieren wir dann die Mo-
dellstrukturen. Fiir die folgenden Definitionen folgen wir dabei der Quelle
[May99, S.37].

Definition 5.1. Ein topologischer Raum X heifst schwach Hausdorffsch,
wenn fiir einen kompakten Raum K und fiir jede Abbildung ¢g: K — X, das
Bild g(K) in X abgeschlossen ist.

Ein Hausdorffscher Raum ist offenbar schwach Hausdorffsch und Punkte
in schwach Hausdorffschen Rdumen sind abgeschlossen. Somit lésst sich diese
Trennungseigenschaft zwischen 7T} und Hausdorffsch einordnen.

Definition 5.2. Ein Unterraum A von X heifst kompakt abgeschlossen, wenn
fiir jeden kompakten Raum K und jede Abbildung g: K — X das Urbild
g *(A) abgeschlossen in K ist. Ein topologischer Raum X heiflt k-Raum,
wenn jeder kompakt abgeschlossene Unterraum abgeschlossen ist.

Falls X schwach Hausdorffsch ist, so ist A genau dann kompakt abge-
schlossen, wenn der Schnitt von A mit jedem kompakten Unterraum von X
abgeschlossen ist. Damit nun die Definition:

Definition 5.3. Ein topologischer Raum A heifst kompakt erzeugt, wenn er
ein schwach Hausdorffscher k-Raum ist.
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Die Kategorie der kompakt erzeugten Rdume bezeichnen wir mit CGTop.
Nun kénnen wir mit den Beispielen beginnen.

5.1.1 Die Hurewicz-Modellstruktur

Die vielleicht offensichtlichste Modellstruktur auf Top wére wohl gegeben
durch die Homotopie#iquivalenzen als schwache Aquivalenzen mit den (Hure-
wicz) Kofaserungen. Erstmals formuliert wurde sie von Hurewicz in [Hur55|
und anschliefend von Strgm in [Sm72] bewiesen, weswegen die Modellstruk-
tur auch als Strgm-Modellstruktur bekannt ist.

Definition 5.4. Auf der Kategorie CGTop definieren wir die Hurewicz-
Modellstruktur (W, C,, Fr,) wie folgt:

e Die schwachen Aquivalenzen W, sind die Homotopiefiquivalenzen.

e Die Klasse der Kofaserungen C;, besteht aus den Abbildungen, welche
die Homotopieerweiterungseigenschaft besitzen. Das heiftt Abbildun-
gen, die fiir alle Réume B die LHHE beziiglich py: B! — B, f — f(0)
haben, wobei B! mit der Kompakt-Offen-Topologie versehen wird.

e Die Klasse der Faserungen F;, besteht aus den Abbildungen, welche die
Homotopiehochhebungseigenschaft besitzen. Das heifst Abbildungen,
die fur alle Rdume A die RHHE beziiglich der Inklusion iy: A x {0} —
A x I haben.

Um diese Modellstruktur von anderen zu unterscheiden verwendet man
héufig auch den Préfix Hurewicz oder nur h, wie Hurewicz-Faserung oder
h-Faserung. Ein Standardresultat iiber die h-Faserungen ist das Folgende.

Satz 5.5 (|[Kam22, S.44]). Die Hurewicz-Kofaserungen in CGTop sind ab-
geschlossene Inklusionen.

Die Hurewicz-Modellstruktur ist nun jedoch nicht kompakt erzeugt (nicht
einmal kofasernd erzeugt, siehe |[Rapl0, Rem. 4.7]), sodass sich Theorem
4.3 hier nicht anwenden lédsst. Aufgrund des Umfangs geben wir fiir den
Beweis daher an einigen Stellen nur Verweise an, fithren aber Details aus, die
in [MP12] nicht angegeben werden. Dazu beginnen wir mit den schwachen
Aquivalenzen.

Satz 5.6. Die Klasse der schwachen Aquivalenzen W), definiert eine Unter-
kategorie von schwachen Aquivalenzen im Sinne von 1.15.
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Beweis. Durch Ubergehen zu HoTop ergibt sich das 2-von-3-Axiom und
der Abschluss unter Retrakten zusammen mit Lemma 1.3. Identitédten sind
offenbar Homotopieaquivalenzen. O

Es bleibt also der Nachweis der Axiome der SF'S. Dazu folgende Hilfslem-
mata.

Lemma 5.7 (|[Hov99, Beweis Proposition 2.4.9]). Inklusionen von starken
Deformationsretrakten sind abgeschlossen unter Pushouts.

Beweis. Fiir die Inklusion eines Deformationsretraktes i, sei ein Pushout

A%X

b
B—2-Y
gegeben, eine Retraktion r: B — A, also roi =idq und K: Bx I —- B

eine Deformationsretraktion ¢ or ~g idg. Wegen der Kompaktheit von I, ist
auch folgendes Diagramm ein Pushout:

AxIﬂXx]

ixidl ljxid

Bxl -2 yr.

Also liefert die universelle Eigenschaft fiir folgenden Kokegel eine Abbildung
H:Y xI—Y mit H(—,1) =idy:
Ax 129 x g
z’xidl lj xid pry o(j xid)
BxI 25y <l 4
Ty

goK

Falls y € Y mit y = g(b) fiir ein b € B ist, so folgt:

H{(y,0) = H(g(b),0) = (9o K)(b,0) = (goior)(b) = (jo for)(b)€imy.
Folglich gilt bereits H(y,0) € im j fiir alle y € Y. Nun hat j auch ein Links-
inverses (:




Somit liefert £ o H(—,0) die gesuchte Retraktion und H die Deformationsre-
traktion jolo H(—,0) = H(—,0) ~g idy, denn es es ist H(y,0) = j(b) fir
ein b € B und damit (j oo j)(b) = j(b) = H(y,0). O

Lemma 5.8 ([MP12, 17.1.6]). Der Pushout einer h-azyklischen h-Kofaserung
ist wieder eine h-azyklische h-Kofaserung.

Beweis. Da die h-azyklischen h-Kofaserungen Inklusionen von Deformations-
retrakten sind ([Kam22, Thm. 2.19]), ist der Pushout nach 5.7 wieder eine
Homotopiedquivalenz. Weiterhin sind die h-Kofaserungen nach Definition von
der Form Y7 fiir eine Klasse von Morphismen Z, folglich ist Cp, linksgesittigt
und der Pushout damit auch eine h-Kofaserung. O

Ziel wird es sein 1.20 zu verwenden, um die Eigenschaften eines SFS zu
priifen. Ein Standardresultat der Topologie ist bereits die Zerlegung einer
beliebigen stetigen Funktion f iiber den Abbildungszylinder My

f=X3L MLy, (5.1)

wobei iy eine Kofaserung und ry eine Homotopieéquivalenz ist. Dual existiert
auch eine Faktorisierung iiber den Wegeraum Ny [May99, 7.2, 7.3]

wobei vy eine Homotopiedquivalenz und py eine Faserung ist. Mit diesen
Resultaten bleibt dann zu zeigen, dass r; als Faserung und vy als Kofaserung
wahlbar ist. Fiir letztere Aussage verweisen wir dabei aber auf [MP12, 17.1.7]:

Lemma 5.9. Das Paar (C,, n Wy, F3,) faktorisiert CGTop. O
Dies liefert uns dann die andere Faktorisierung.

Korrolar 5.10 ([MP12, S.343|). CGTop wird durch (Cy, F, n W,,) faktori-

siert.

Beweis. Sei f: X — Y beliebigund f = X ER M; s Y eine Faktorisierung
wie in (5.1). Mit Lemma 5.9 erhélt man eine Zerlegung ry = pov mit p € F,
und v € C, n Wj,. Nach dem 2-von-3-Axiom gilt dann bereits p € Fj, n Wy,
sodass f = po (voiyf) die gewiinschte Zerlegung liefert. O

Weiterhin verweisen wir auf [MP12, 17.1.4] fiir die Hochhebungseigen-
schaften (C, n W) A Fp, und C, A (Fp, n W):
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Satz 5.11 (|[MP12, 17.1.4]). Sei folgendes kommutative Diagramm gegeben
A
X

wobei ¢ eine h-Kofaserung und p eine h-Faserung ist. Falls eine von ¢ oder p
eine schwache Aquivalenz ist, so existiert in dem Diagramm ein Lift A. [

l

X
W

g
A

AN

I

Es fehlt dann also nur noch der Abschluss unter Retrakten.

Lemma 5.12. Die Klassen Cp,, C,, n Wy, Fp, und Fj, n W, sind abgeschlossen
unter Retrakten.

Beweis. Da Cj, und Fj, nach Definition von der Form YZ bzw. JY sind, liefert
die Séttigung den Abschluss unter Retrakten fiir C;, und Fj,. Zusammen mit
5.6 folgt also die Behauptung. O]

Dies vervollstandigt somit:

Theorem 5.13 ([MP12, 17.1.1]). Die Unterkategorien (W, Cp,, F1,) definie-
ren eine Modellstruktur auf CGTop. n

5.1.2 Die Quillen-Modellstruktur

Die Quillen-Modellstruktur, erstmals eingefiihrt in [Qui67], war die erste und
ist weiterhin die am meisten genutzte Modellstruktur auf Top [nLa23b]. Die
schwachen Aquivalenzen dieser Modellstruktur werden durch folgende Abbil-
dungen gegeben:

Definition 5.14. Eine stetige Abbildung f: X — Y heifst schwache Homo-
topiedquivalenz, wenn m,(f,z): m,(X,z) — m,(Y, f(z)) fir alle x € X und
n = 0 ein Isomorphismus ist.

Lemma 5.15 ([MP12, 17.2.1]). Die Klasse der schwachen Homotopiedqui-
valenzen W, definiert eine Unterkategorie, welche das 2-von-3-Axiom erfiillt
und abgeschlossen unter Retrakten ist.

Beweis. Dazu zeige zunéchst das 2-von-3-Axiom. Seien f: X — Y und
g: Y — Z Abbildungen und h = g o f. Wegen der Funktorialitdt von m,
erhélt man fiir n > 0 und x € X:

7Tn<hax) = 7Tn(g, f(x)) © Wn(fa :L')
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Die Fiille, in denen g und f oder g und h schwache Aquivalenzen sind, folgen
also sofort. Sind jedoch f und h schwache Aquivalenzen, so liefert

Tu(h, @) o (mn(f,2)) " = malg, f(2)

nur fiir y € im f, dass m,(g,y) ein Isomorphismus ist. Nun ist aber my(f)
bijektiv, also gibt es fiir y € Y beliebig ein x € X, sodass f(z) auf die
gleiche Wegzusammenhangskomponente wie y abgebildet wird und damit
einen Weg v von y nach f(x). Konjugation mit v, bzw. g o v liefert dann
vertikale Isomorphismen und ein kommutatives Diagramm:

71'*( ) )
(YY) ——"— 7.(Z,9(y))

l (=) l

ro (Y, f(2) 22N (2, 9(f ()

<~

e

(vgl. [May99, 9.5]), sodass auch 7. (g,y) ein Isomorphismus ist.

Ist f ein Retrakt von g, so ist nach der Funktorialitdt m.(f) auch ein Re-
trakt von m,(g). Lemma 1.3 liefert schlieflich also auch den Abschluss unter
Retrakten. ]

Die Faserungen und Kofaserungen sind wie folgt gegeben.

Definition 5.16. (i) Sei Z die Menge aller Inklusionen S"~! < D" fiir
n = 0. Dann definiere die Faserungen F, als die Abbildungen Z¥. Die
Faserungen werden auch als Serre-Faserungen bezeichnet.

(ii) Sei J die Menge aller Inklusionen ig: D™ — D"x [, x — (z,0). Definiere
die Kofaserungen C, als die Abbildungen ¥(J%). Man bezeichnet sie
auch als g-Kofaserungen.

Wie man bereits erkennen kann, lauft dies auf eine kompakt erzeugte
Modellstruktur hinaus. Das Vorgehen wird nun also sein in mehreren Schrit-
ten auf die Bedingungen aus Satz 4.3 hinzuarbeiten. Dazu beginnen wir mit
folgendem Lemma.

Lemma 5.17. Sei X der Kolimes eines Diagramms X, : w — CGTop von
Inklusionen. Dann faktorisiert fiir einen kompakten Raum K jede Abbildung
K — X iber ein X, fir d < w.

Beweis. Angenommen f: K — X faktorisiere iiber kein Xy, dann gibt es
eine streng monoton steigende Folge von Zahlen n; € N mit J; := f(K) n
(X, \Xn,—1) #  fiir alle ¢ € N. Nun wihle fiir jedes ¢ einen Punkt z; € J;
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und setze A = {z; | i € N}, dann hat A unendliche Kardinalitdt. Weiterhin
sind Punkte in kompakt erzeugten Raumen abgeschlossen, also ist B n X,
fiir jeden Teilraum B < A und fiir alle n € N abgeschlossen in X,,. Da X
die Finaltopologie trégt, ist B somit abgeschlossen in X. Insbesondere ist
A abgeschlossen in X und tragt die diskrete Topologie. Als abgeschlossener
Teilraum des kompakten Raumes f(K) ist A damit aber auch kompakt,
jedoch kann eine unendliche Menge mit diskreter Topologie nicht kompakt
sein. O

Somit folgt:
Korrolar 5.18. Die Klassen Z und 7 sind kompakt.

Beweis. Die Inklusionen S™ < D™ und D™ x {0} — D™ x I sind Hurewicz-
Kofaserungen, der Pushout ist also wieder eine Hurewicz-Kofaserung und
damit eine abgeschlossene Inklusion. Zusammen mit 5.17 folgt dann die Be-
hauptung. O]

Das Kleine-Objekt-Argument liefert uns somit bereits SFS (R(Z),Z9)
und (R(J), J¥). Nun konnen wir die Azyklizitit aus Theorem 4.3 nachwei-
sen. Dazu folgen wir dem Ansatz aus [MP12, 17.2.2], beweisen aber nur den
hierfiir notwendigen Spezialfall fiir schwache Homotopiedquivalenzen.

Satz 5.19. Jeder relative J-Zellkomplex ist eine schwache Aquivalenz.

Beweis. Seii: Xy — X = colim X, ein relativer J-Zellkomplex. Eine Abbil-
dung X, — X4 des Kolimes ist der Pushout eines Diagramms wie folgt:

[Ler D" ——— X,

| l

[T (D" X I) —— Xyp1

Nach Lemma 5.7 ist X, — X ;1 damit ebenfalls die Inklusion eines De-
formationsretraktes und damit eine Homotopiedquivalenz. Weiterhin gibt es
fiir eine Folge von Inklusionen von punktierten Rdumen X; — X;,; nach
[May99, S.65] einen natiirlichen Isomorphismus 7,(X) = colim, 7, (X;). Da
nun das Diagramm 7, (X,) nur aus Isomorphismen besteht, ldsst sich der
Kolimes colim; m,(X;) als m,(X;) berechnen mit 7,(X;) — colim; 7, (X;) ge-
geben durch die Identitat. Mit der Natiirlichkeit erhélt man somit, dass auch
7,(7) ein Isomorphismus ist und i damit eine schwache Aquivalenz. ]

Abschliefsend die Kompatibilitat:
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Lemma 5.20 (|[MP12, 17.2.2]). Es gilt Z¥ = 79 n W,.

Beweis. , 79 < J% : Da die Abbildungen in J relative CW-Komplexe sind,
folgt bereits J < R(Z) und damit 7¥ = R(Z)4 < J4.

~I9 < W, : Die Inklusion eines Basispunkts * < S™ ist ein relativer CW-
Komplex, sowie die Inklusion der Grundflachen in den reduzierten Zylinder:

StV St S AL =8S" x I){s} x1I,

liegen damit also ebenfalls in R(Z). Angenommen p: (E,x) — (B, p(x)) liegt
in 7Y = R(Z)4. Sei v: (S™,+) — (B,p(z)) eine Schleife, dann erhilt man
durch Liften beziiglich « — S™:

2T 0 — m(E, 2)
P P

A = |

S T> B Z ﬁ) 7Tn(B7p<x))>

die Abbildung ,(p, z) also surjektiv. Nun sei angenommen, dass y; und 7z
zwei Schleifen vy, 7y2: (S, %) — (F,x) mit m,(p)(71) = m(p)(72) sind. Es
gibt also eine Homotopie H: S™ A I, — (B,p(x)) und nach Voraussetzung
ein Lift in folgendem Diagramm:

A\
Sny g R L B

JH' _-
p

Snal, —2T 5 B,

Somit ist 4 ~p 2 und 7, (p, ) damit auch injektiv, also p e W,.
T2 AW, €79 : Nun sei p: E — B in J9 nW,. Zu 16sen gilt folgendes
Hochhebeproblem:

gt 9 s f

1
3 -
of 2

Dazu betrachte das folgende Diagramm:

Sn—l io S'n« 1 ¢ -1

f F\\\\ l N
ﬁ \\\\ 14 g \\\

Dn , s D x [ < - D",

20 11
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Wobei j die konstante Homotopie ist: j(z,t) = g(z) und h = poj. Dap
eine schwache Aquivalenz ist, existieren nach [May99, S.68] Abbildungen §
und £ wie eingezeichnet, sodass das Diagramm mit den durchgezogenen und
gestrichelten Linien kommutiert. Da weiterhin das Paar (D" x I, D™ x {0})
hom&omorph zu (D" x I, D" x {1} u S"~! x I) ist, erhélt man einen Lift:

D”x{l}uS”lxIﬂE

] -
~ >y B

D" x ] h

9

sodass pov = h, voi; = §g und v o = j. Den gesuchten Lift im Hochhebe-
problem liefert dann A\ = v o iy, denn:

pO)\ZpOVOiOZiLOiQZf

Aog=rvo0igoq=VvV0L00y=7)0lg=/jO0l;=4g. O
Dies vervollstiandigt den Beweis von:

Theorem 5.21. Die Kategorie CGTop zusammen mit (W,,C,, F,) ist eine
kompakt erzeugte Modellkategorie mit erzeugenden Kofaserungen Z und er-
zeugenden azyklischen Kofaserungen 7. O

5.2 Kettenkomplexe

Sei R ein fixierter kommutativer Ring und Chp die Kategorie der Ketten-
komplexe von R-Moduln. Chg, ist lokal klein und bivollstdandig, da Limiten
und Kolimiten gradweise berechnet werden [MP12, S.372|. Ziel wird es nun
sein, den topologischen Beweis der Quillen-Modellstruktur hier auf algebrai-
scher Ebene nachzuahmen. Dazu definieren wir folgende Analoga zu den
topologischen Objekten.

Definition 5.22. (a) Sei 5" der Kettenkomplex mit Z im Grad n und 0
sonst.

(b) Sei D™*! der Kettenkomplex mit Z in Graden n + 1 und n und Ran-
dabbildung d,;; = idz. Fiir einen Ring R schreibe S} = R ® S™ und
D} = R® D"

(c) Sei I der Kettenkomplex mit Z in Grad 1 und Z? in Grad 0. Die Ran-
dabbildung in Grad 1 ist gegeben durch d; = id x(—id). Die Basis in
Grad 1 wird mit [/] bezeichnet und die Basen in Grad 0 mit [0] und [1].
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Wir identifizieren die Z Kopie von D"*! im Grad n mit S™ und erhalten
so eine Inklusion S™ — D" Auf diese Weifie ldsst sich S™ dann auch als
Rand von D™ auffassen.

Weiterhin ist fiir ein Kettenkomplex X das Tensorprodukt X ® I im Grad
n gegeben durch (X ® I), = X, ® X,, ® X,,_1. Somit definieren wir die
Inklusionen i und iy tiber ig(z) = (2,0,0) und i;(z) = (0, x,0).

Auferdem sei noch angemerkt, dass sich der Pushout zweier Abbildungen
f:A— X und g: A — Y in der Kategorie Chpy iiber den Differenzkokern
(X @Y)/im(f — g) berechnen lasst [MP12, S.374].

Bemerkung 5.23. Mit dieser Notation ldsst sich sich eine Kettenhomotopie
zwischen zwei Abbildungen e, f: X — Y auch als eine Kettenabbildung
h: X ® I — Y definieren, welche eingeschrénkt auf X ® [0] mit e {iberein-
stimmt und eingeschrankt auf X ® [1] mit f (|[MP12, S.374]). Definiert man
dann 7,(X) als Menge der Homotopicklassen von Abbildungen S™ — X, so
erhdlt man 7,(X) = H,(X) ([MP12, S.373|). Damit wird der Vergleich zu
der g-Modellstruktur auf CGTop noch deutlicher.

Nun kénnen wir genauso wie in 5.16 die Modellstruktur formulieren.

Definition 5.24. Auf der Kategorie Chpy definieren wir die Quillen-Modell-
struktur (oder auch projektive Modellstruktur) (W,,C,, F,) wie folgt:

e Die schwachen Aquivalenzen W, sind die Quasiisomorphismen, also
Kettenabbildungen f, sodass f fiir alle n € Z in n-ter Homologie ein
[somorphismus ist.

e Sei Z die Menge aller Inklusionen S}%_l — D¥. Die g-Kofaserungen C,
sind die Abbildungen “(79).

e Sei J die Menge aller Inklusionen iy: D} — D} ®I. Die g-Faserungen
F, sind die Abbildungen J' Y,

Fiir den Nachweis der Axiome fangen wir wieder mit den schwachen Aqui-
valenzen an.

Satz 5.25. Die schwachen Aquivalenzen W, definieren eine Unterkategorie
von schwachen Aquivalenzen im Sinne von Definition 1.15.

Beweis. Nach Lemma 1.3 ist W, abgeschlossen unter Retrakten und erfiillt
offenbar das 2-von-3-Axiom. n

Folgendes Lemma zeigt, dass sich J auch anders wéhlen lasst, wie es z.B.
auch in [Hov99, 2.3.3| gemacht wird.
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Lemma 5.26 ([MP12, 18.4.3]). Eine Abbildung p ist eine Faserung genau
dann, wenn sie die RHHE beziiglich allen Abbildungen 0 — D% hat.

Beweis. Die Inklusion ig: D — D% ® I ist offenbar isomorph zur direkten
Summe von id: D% — D%, 0 — D% und 0 — D%, Da jede Abbildung die
RHHE beziiglich der Identitit hat, folgt somit die Aussage. O]

Damit lassen sich die g-Faserungen dann bereits konkreter klassifizieren.

Satz 5.27 ([Hov99, 2.3.4]). Eine Abbildung p: E — B ist genau dann ei-
ne Faserung, wenn sie surjektiv in jedem Grad ist. Insbesondere ist jeder
Kettenkomplex fasernd.

Beweis. Nach vorherigem Lemma ist p genau dann eine Faserung, wenn in
einem Diagramm folgender Form stets ein Lift h existiert:

0 — F

P
L2k

D}, —— B.

Nun entspricht die Wahl eines kommutativen Diagramms der Wahl einer
Abbildung R — B,, und damit einem Element b € B,. Ein Lift entspricht
einem Urbild e € p;'(b), da h durch die Setzung h, 1 = d, o h, fiir die
Randabbildung d, von E zu einer Kettenabbildung wird. O

Analog zu dem im topologischen Fall verwendeten Lemma aus [May99,
S. 68|, wollen wir hier nun auch ohne Beweis folgendes Lemma aus [MP12,
18.4.5] verwenden:

Lemma 5.28. Sei e: Y — Z eine Abbildung in Chg. Dann gilt: Die in
Homologie induzierte Abbildung H,(e) ist ein Monomorphismus in Grad n—1
und ein Epimorphismus in Grad n genau dann, wenn es fiir Abbildungen f, g
und h wie in folgendem Diagramm Abbildungen g und h existieren, sodass
das gesamte Diagramm kommutiert:

1 10 . 1 ) i1 -1
sn » SEIRT 4 sn
Z < = Y
N
Dy » DT < Dy O
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Um Missverstandnisse zu vermeiden, bezeichnen wir fiir einen Z-Zellkom-
plex X die durch den Zellkomplex gegebene Filtrierung mit /7, X und den
g-ten Modul des Kettenkomplexes mit X,.

Nun kénnen wir anfangen in Richtung von Theorem 4.3 hinzuarbeiten.

Lemma 5.29. Sei X ein Kettenkomplex, sodass X,, = 0 fiir fast alle n und
jedes X, frei vom endlichen Rang ist. Dann ist X kompakt beziiglich allen
Inklusionen.

Beweis. Sei X — Z = colim, F;Z ein relativer Zellkomplex. Da Pushouts
von Inklusionen wieder Inklusionen sind [Hov99, 2.3.13|, setzt sich Z im Grad
n als Vereinigung der (F,Z), fiir ¢ € N zusammen. Somit gibt es fiir jedes
Basiselement x aus X, ein ¢ € N mit x € (¥,2),. Nun wihle das Maximum g
all dieser ¢ in jedem Grad, um eine Faktorisierung X — F Z zu erhalten. [

Korrolar 5.30. 7 und J sind kompakt. O

Nach dem Kleinen-Objekt-Argument gibt es also schwache Faktorisie-
rungssysteme (R(Z),Z¥) und (R(J), J¥). Fiir die Azyklizitéit verweisen wir
auf [MP12, Beweis 18.4.2]. Der Beweis verlauft wie im topologischen Fall,
indem algebraische Aquivalente zu den in Satz 5.19 genutzen Lemmata ver-
wendet werden.

Lemma 5.31 (|MP12, 18.4.2|). Jeder relative [J-Zellkomplex ist eine schwa-
che Aquivalenz. ]

Abschliefsend zeigen wir die Kompatibilitat:
Lemma 5.32 (|[MP12, S.415]). Es gilt 79 = 79~ W,.

Beweis. Die Abbildungen in J sind Z-Zellkomplexe, da ein Pushout entlang
Slg_l — DY eine R-Komponente im Grad n hinzufiigt. Folglich gilt J <
R(Z) und damit J9 > R(Z)2 = 7¥. Fiir 79 < W, betrachte die Inklusion
0 — S% und die direkte Summe ig+14;: SEDSE — SE®I. Beide Abbildungen
sind aus gleichem Grund relative Z-Zellkomplexe und liegen somit in R(Z).
Ist daher (p: E — B) € I¥ = R(Z)%, so zeigt Liften beziiglich 0 — S%, dass
H,(p) surjektiv ist:

0 — F 0 —— H,(FE)
R

/// //// Hn(p)
Sk 0y B Z — H,(B).

Fiir z,y € E, sind p(x) und p(y) genau dann homolog, wenn es eine Ab-

bildung s: SE ® I — B gibt mit s(1 ® [0]) = p(z) und s(1 ® [1]) = p(y)
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(vgl. Bemerkung 5.23). Seien also z,y € E, mit H,(p)([e]) = Hn(p)([f])
und s wie oben angegeben. Definiere t: S% @ Si — E durch ¢(1,0) = = und
t(0,1) = y. Dann liefert Liften beziiglich S}, @ Si — S ® I eine Abbildung
h: SE®I — Emit h(1®[0]) =2 und A(1®[1]) = v:

SrdSy —— E

A
dh -
10+21 7 p

Sn@I —— B.

Folglich sind auch x und y homolog, also [z] = [y]| in H,(F) und H,(p)
damit auch injektiv.

Nun sei umgekehrt p: £ — B in J¥ n W, und folgendes Hochhebepro-
blem gegeben:

st 2 p

pr—1 B

Konstruiere damit den durchgezogenen Teil des folgenden Diagramms. Dabei
sei h die Komposition von f und der Abbildung S '®1 — D%, welche 1®[]
auf 0 schickt und sowohl 1 ® [0] als auch 1 ® [1] auf 1.

S]g_l i0 Sn 1 ®] ] Sn 1

B
V \\\ l \\
R T N

D% 4 » DR @1 < . D",

20 21

Da H,(p) ein Isomorphismus ist, existieren nach 5.28 die gestrichelten Abbil-
dungen h und g, sodass das Diagramm zusammen mit den durchgezogenen
Linien kommutiert. Da p € J9, hat p die RHHE beziiglich iq: D% — DA ® 1
und somit auch beziiglich 7;. Man erhélt also einen Lift v mit pov = h und
voi; = g. Die Komposition A = v o1y liefert dann wie im topologischen Fall
den gesuchten Lift des Hochhebeproblems. O

Dies vervollstandigt den Beweis von:

Theorem 5.33. Die Unterkategorien (W,,C,, F,) definieren eine kompakt
erzeugte Modellstruktur auf Chy mit erzeugenden Kofaserungen Z und er-
zeugenden azyklischen Kofaserungen 7. O
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In Proposition 5.27 haben wir gezeigt, dass die Faserungen genau die
gradweisen Surjektionen (die Epimorphismen) sind. Ahnlich wollen wir ab-
schlieffend noch, zwei Satze vorstellen, welche die Kofaserungen konkreter
klassifizieren.

Satz 5.34 (|[MP12, 18.5.2]). (i) 0 — C ist genau dann eine azyklische Ko-
faserung, wenn C' ein projektives Objekt von Chy ist.

(ii) Falls C kofasernd ist, so ist C' gradweise projektiv.

(iii) Ist C von unten beschrankt und gradweise projektiv, so ist C' eine Ko-
faserung.

Satz 5.35 (|]MP12, 18.5.3]). Eine Abbildung i: A — X ist genau dann eine
Kofaserung, wenn sie gradweise split-injektiv ist und coker ¢ kofasernd ist.

Bemerkung 5.36. Mit 5.34 und 5.27 erhélt man, dass fiir einen R-Modul M
eine kofasernde Ersetzung von S%, gerade eine projektive Auflésung von M
ist.

Dual zur projektiven Modellstruktur gibt es auf Chpg auch folgende haufig
genutzte Modellstruktur.

Theorem 5.37 (|[MP12, 18.5.4]). Es gibt auf Chg eine injektive Modell-
struktur (W,, C;, F;), wobei die Kofaserungen C; die Monomorphismen sind
und F; iiber (C; n W,)¥ gegeben ist. Konkreter sind die Faserungen auch
die gradweisen split-Epimorphismen mit i-faserndem Kern. Weiterhin gelten
folgende Eigenschaften:

(i) D — 0 ist genau dann eine azyklische i-Faserung, wenn D ein injektives

Objekt in Chp ist.
(ii) Falls D ein i-fasernder Kettenkomplex ist, so ist D gradweise injektiv.

(iii) Falls D von oben beschrénkt ist und gradweise injektiv ist, dann ist D
ein i-fasernder Kettenkomplex.

Aufierdem definiert der Identititsfunktor eine Quillen-Aquivalenz zwischen
der g-Modellstruktur und der i-Modellstruktur auf Chg.

Hier sind die fasernden Ersetzungen entsprechend dann auch die injekti-
ven Auflosungen.
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5.3 Klassifikation der Modellstrukturen auf Mengen

Ziel dieses Abschnitts wird es sein, alle Modellstrukturen auf der Kategorie
Set zu klassifizieren. Dazu zunéchst die Beobachtung, dass sich die (azykli-
schen) Faserungen einer Modellkategorie auch wie folgt berechnen lassen:

Faw=C=({{fI¥ wmd F=WnoP= () {f}7.

feC fe(WnC)

Das Vorgehen wird nun also sein, alle Klassen der Form {f}¥ zu bestim-
men und dann beliebige Schnitte dieser zu bilden, um mogliche Wahlen
(azyklischer) Faserungen einzuschrénken. Mit Bemerkung 1.18 und zusam-
men mit Lemma 1.19 lassen sich dann daraus die zugehorigen Kofaserungen
und schwachen Aquivalenzen konstruieren, sodass man danach einzeln priifen
kann, ob diese eine Modellstruktur bilden. Die Mengenklammern lassen wir
nun im Folgenden auch weg: {f}¥ = f4.

Um die Klassen f@ ausrechnen zu koénnen, benétigen wir zunichst Kri-
terien dafiir, wann ein Hochhebeproblem l6sbar ist. Dabei gehen wir dhnlich
vor wie in [Cam]|. Sei also ein Hochhebeproblem in Set gegeben:

AL X

b

B—T--Y.

Die Abbildung f gibt eine disjunkte Zerlegung von A in (méglicherweise
leere) Fasern f~1(b) fiir b € B an und g gibt analog eine Zerlegung von X
an. Damit nun ein Lift existieren kann, muss p jede nicht-leere Faser von
f zu einem Punkt kollabieren und 7 darf nur auf Punkte mit nicht-leerer
Faser beziiglich g abbilden. Diese Kriterien sind auch bereits hinreichend,
wie folgendes Lemma zeigt:

Lemma 5.38. Ein Hochhebeproblem in Set ist genau dann l6sbar, wenn:

1. p kollabiert jede nicht-leere Faser von f zu einem Punkt
und
2. Jeder Punkt in im(7) hat nicht-leere Faser beztiglich g¢.

Beweis. Es fehlt nur noch die Riickrichtung. Setze h(b) = p(f~1(b)) fiir b €
im(f) und h(b) = y fiir ein y € g~ (7 (b)) sonst. Dann ist h wohldefiniert und
nach Konstruktion ho f = p. Weiterhin gilt im 1. Fall:

(goh)(b) = g(p(f7'(b)) = m(f(f (1)) = m(b)

und damit in beiden Féllen auch go h = 7. 0
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Nun ist das Ziel alle Paare von Abbildungen f: A > Bund g: X - Y
zu bestimmen, sodass jedes kommutative Quadrat einen Lift besitzt. Dazu
ist es leichter zunéchst mit der Negation anzufangen.

Lemma 5.39. Eine Abbildung f hat nicht die LHHE beziiglich g genau
dann, wenn

e f und g besitzen eine Faser mit mindestens zwei Punkten
oder
e f und g haben eine leere Faser und (A = & v X # )

Beweis. ,<="* : 1. Fall: Da alle Definitions- und Zielbereiche ungleich der
leeren Menge sind, existieren Abbildungen 7 und p, sodass obiges Viereck
kommutiert. Wéhle aj,as € A, a1 # ay mit f(a;) = f(az) =: b und x1, 25 €
X,x1 # xo mit g(x1) = g(xg) =: y, dann setze p(a;) = w1, plaz) = o
und 7(b) = y, um ein kommutatives Viereck zu erhalten, welches die erste
Bedingung aus Lemma 5.38 verletzt.

2. Fall: Da A = @ v X # ¢ und g eine Faser besitzt, also Y # ¢ ist,
existiert ein kommutatives Viereck wie oben. Sei b € B mit f~'(b) = ¢J und
y €Y mit g~ (y) = &, dann kommutiert das Quadrat fiir beliebige Wahlen
von 7(b). Insbesondere fiir m(b) = y, was jedoch die zweite Bedingung aus
Lemma 5.38 verletzt.

,—" 1 Sei ein kommutatives Viereck gegeben, sodass kein Lift existiert, also
eine der Bedingungen aus Lemma 5.38 verletzt wird.

1. Fall: Es existieren ay,a9 € A a1 # ay mit f(a1) = f(az), aber p(a;) #
p(ay). Da das Quadrat kommutiert, muss g(p(a1)) = g(p(az)) gelten, also
besitzen f und g eine Faser mit mind. 2 Punkten.

2. Fall: Es gibt be B # & mit g~ !(7(b)) = &. Dann folgt auch f~'(b) = &,
da das Quadrat ansonsten nicht kommutieren kénnte. Also haben f und g
eine leere Faser. Die Existenz einer Abbildung A — X liefert schliefslich noch

A= @ oder X # . O
Durch Negation erhélt man nun, da ¢§ — Y injektiv ist:
Satz 5.40. f hat die LHHE beziiglich g genau dann, wenn:

e Ax =X
oder
e Unter f und ¢ ist mind. eine Abbildung injektiv und eine surjektiv. []

Damit lassen sich nun alle moglichen (azyklischen) Faserungen bestim-
men. Seien dazu alle, bij, inj und surj die Klassen aller Abbildungen, der
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Bijektionen, Injektionen bzw. Surjektionen. Es sei inj  die Klasse aller Abbil-
dungen (Injektionen) von einer leeren Menge in eine beliebige andere Menge
und der Index ,,# ¢ stehe fiir Abbildungen mit Definitionsbereich ungleich
der leeren Menge. Wie in [Cam| kommt man dann auf folgende Klassen:

Lemma 5.41. Fiir eine Abbildung f treten folgende Klassen von ¥ und
(2 auf:

1. Fall: f ist eine Bijektion: fZ = alle und “(f9) = bij.
2. Fall: f ist eine nicht-surjektive Injektion:

(a) Fall A = &5: f2 = surj und 2(f9) = inj.
(b) Fall A # &: f¥ = surj U inj, und A2y = inj g uiidg}.

3. Fall: f ist eine nicht-injektive Surjektion: f2 = inj und ?(f9) = surj.

4. Fall: f ist weder surjektiv noch injektiv: f¥ = bij U inj und A2 =
alle . U{idg}.

Beweis. Anwenden von Satz 5.40. O

Fasst man nun die alle oben aufgetretenen f¥ zu einer Klasse zusammen,
so fehlt nur noch bij, sodass die Klasse abgeschlossen unter Schnittbildung
wird. Mit der anfinglichen Bemerkung wurde also gezeigt:

Lemma 5.42. Ist F die Klasse der (azyklischen) Faserungen einer Modell-
struktur auf Set, so folgt:

F e I' := {bij, bij U inj, surj, inj, surj U inj 4, alle}. ]

Bemerkung 5.43. Fiir eine weder surjektive noch injektive Abbildung f und
T ={f, & — {+}} ist ¥ = (bij uinjy) N surj = bij. Somit ist jedes F bzw.
F W in I von der Form Z¥ fiir eine Klasse von Abbildungen Z. Auferdem
lassen sich die Abbildungen in Z mit endlichem Definitionsbereich wahlen,
sodass die Z kompakt sind und folglich jede Modellstruktur auf Set kompakt
erzeugt ist.

Nun untersuchen wir zunéchst alle Modellstrukturen mit F n' W = F.
Laut der Bemerkung aus Lemma 1.19 sind in diesem Fall alle Méglichkeiten
bereits wie folgt gegeben:

Lemma 5.44. Zu jeder Wahl von F € I" wird wie folgt eine kompakt erzeugte
Modellstruktur auf Set gegeben:

(W,C, F) = (alle,2F, F).
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Beweis. W = alle definiert offenbar eine Unterkategorie von schwachen Aqui-
valenzen. Wihle J kompakt mit J¥ = F und setze Z = J. Dann werden
die Bedingungen aus Theorem 4.3 trivialerweise erfiillt. [

Damit sind also bereits 6 verschiedene Modellstrukturen auf Set gegeben.
Nun betrachten wir alle Moglichkeiten mit F n W < F aus I' und priifen, ob
das zugehorige W gegegben durch W = (FnW)o(CnWW) das 2-von-3-Axiom

erfiillen wiirde:

FnaWw C F CnW w 2-von-3
1 bij alle alle bij bij v
2 bij alle inj surj surj X
3 bij alle bijuinjy | alle.y ufidg} | allesy U{idg} v
4 bij alle surj inj inj X
5 bij alle surj uinjg | injLg ulidg} | injg u{idg}) X
6 inj surj alle bij bij v
7 surj inj surj uinjg | inj g U{idg} | allesy U{idg} v
8 surj inj alle bij surj X
9 | surjuinjy | inj,y U{idg} alle bij surj U inj X
10 | bijuinjg | alle,g u{idg} inj surj surj U inj X
11| bijuinjy | allesg U{idg} | surjuinjy | inj,g ufidg} | inj.y ufidg} X
12 | bijuinjy | alle,g u{idg} alle bij bij U injg X

Die Zeile 6 fallt dabei aber bereits weg, da der Schnitt von F mit W
nicht mit der Wahl von F n W iibereinstimmt. Nun bleibt zu priifen, ob
die iibrigen drei Moglichkeiten tatsdchlich eine Modellstruktur bilden. Dabei
weichen wir wieder von [Cam| ab und verwenden stattdessen die Mittel der
kompakt erzeugten Modellstrukturen. Dazu folgendes Lemma:

Lemma 5.45. Die Klassen bij und alle g u{idg} definieren Unterkategorien
von schwachen Aquivalenzen.

Beweis. Offenbar enthalten sie alle Identitéten, also bleibt es zu zeigen, dass
sie abgeschlossen unter Retrakten sind. Sei ein Retrakt gegeben mit g € W:

A > C > A
I
B > D >y B.

1. Fall: W = bij: Folgt sofort aus 1.3.

2. Fall W = alle.g u{idg}: Falls B # F ist, so folgt auch D # ¢ und
damit A # J, also f € W. Falls B = J ist, folgt bereits D = C' =
A=, also f =idg e W. m
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Nun konnen wir Theorem 4.3 anwenden.

Lemma 5.46. Die drei iibrigen Moglichkeiten definieren eine kompakt er-
zeugte Modellstruktur auf Set.

Beweis. Sei Z in den jeweiligen Féllen kompakt gewihlt mit Z¥ = F n W.
Der Reihe nach die Zeilen (1), (3) und (7):

(1)

Azyklizitat: Nach Lemma 5.41 gibt es eine Abbildung f mit bij =
Z( f9), die Klasse bij also linksgesittigt. Nun wihle fiir die erzeugen-
den azyklischen Kofaserung J = {f}, wobei f eine Bijektion ist mit
endlichem Definitionsbereich. Damit habe 7 < W, also folgt die Azy-
klizitat aus Bemerkung 4.4. Kompatibilitét:

79 = bij = alle n bij = J2 n W.

Azyklizitat: Genauso wie im vorherigen Fall ist W = alle,g u{idg}
linksgeséttigt. Fiir die erzeugenden azyklischen Kofaserungen wéhle
J = {f} mit f weder surjektiv noch injektiv und mit endlichem Defi-
nitionsbereich. Die Azyklizitat folgt damit wieder aus Bemerkung 4.4.
Kompatibilitat:

79 = bij = (bij uinjy) N (allesg U{idg}) = T2 N W.
Azyklizitit: Die schwachen Aquivalenzen sind wie in (2), also ebenfalls
linksgeséattigt. Sei f: A — B eine nicht-surjektive Injektion mit A #

und endlich. Wahle J = {f}, um die Azyklizitit wieder aus 4.4 zu
erhalten. Kompatibilitat:

79 = surj = (surj U injy) N (alle,g U{idg}) = T2 A W. O

Somit wurde gezeigt:

Theorem 5.47. Alle moglichen Modellstrukturen auf Set sind gegeben
durch:

Kofaserungen | Faserungen | schwache Aquivalenzen
alle bij alle
alle.g u{idg} | bijuinjy alle
inj SUrj alle
surj inj alle
inj o U{idg} | surjuinjy alle
bij alle alle
alle alle bij
alle bij U inj alle g U{idg}
inj surj U inj alle g U{idg}
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