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Einleitung
Betrachtet man das Beispiel der topologischen Räume, so sind die struktur-
erhaltenden Abbildungen die stetigen Abbildungen und die Isomorphismen
die Homöomorphismen. Homöomorphie von topologischen Räumen stellt sich
nun aber für die meisten Anwendungen als ein zu starker Begriff heraus, der
sich im Allgemeinen auch nicht handhaben lässt [Mar58]. Was man in der
algebraischen Topologie stattdessen macht, ist es Räumen algebraische In-
varianten zuzuordnen, welche in der Regel nicht zwischen Räumen bis auf
eine schwächere Art von Äquivalenz, nämlich der Homotopieäquivalenz un-
terscheiden. So nennt sich dann eine Abbildung f eine Homotopieäquivalenz,
wenn es eine Abbildung g gibt, sodass statt Gleichheit nur die Existenz von
Homotopien f ˝ g » id und g ˝ f » id gefordert werden.
Nun hätte man aber doch manchmal gerne, dass die Homotopieäquivalenzen
auch Isomorphismen sind, was dann auf natürliche Weise zu der Kategorie
HoTop führt. Dort sind die Objekte weiterhin die topologischen Räume, die
Morphismen aber durch Homotopieklassen von stetigen Abbildungen gege-
ben, die Isomorphismen also genau die Homotopieäquivalenzen.
Dieses Konzept von schwachen Äquivalenzen tritt nun auch in vielen weiteren
Kategorien auf. So zum Beispiel in der Kategorie der Kettenkomplexe, in der
man Objekte häufig bis auf Quasiisomorphismen studiert (5.24). Betrachtet
man dann Objekte bis auf diese Art von Äquivalenzen, so führt dies ähnlich
wie mit HoTop zu der derivierten Kategorie.
Ebenso lässt sich auch auf der Kategorie der simplizialen Mengen eine Art
Homotopietheorie einführen, bei der man zeigen kann, dass diese in gewis-
sem Sinne äquivalent zu der Homotopietheorie auf topologischen Räumen ist
[MP12, 3.6.7].
Erstmals eingeführt von Quillen in [Qui67], fasst die Theorie der Modellka-
tegorien nun solche Ideen auf und liefert einen axiomatischen Rahmen, um
Homotopietheorie auf verschiedenen Kategorien zu betreiben und miteinan-
der in Verbindung zu bringen.

Zu Beginn dieser Arbeit führen wir in den ersten beiden Kapiteln zu-
nächst den Formalismus der Modellkategorien ein und zeigen einige grund-
legende Eigenschaften. Daraufhin führen wir in den Kapiteln drei und vier
Werkzeuge ein, welche den Nachweis der Axiome erheblich vereinfachen kön-
nen, bevor wir uns im letzten Kapitel dann schließlich ausgiebig Beispielen
widmen werden. Wir behandeln zunächst die klassischen Beispiele der topo-
logischen Räume und Kettenkomplexe und Klassifizieren abschließend alle
möglichen Modellstrukturen auf der Kategorie der Mengen.
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1 Definition und Eigenschaften von Modellka-
tegorien

Falls nicht anders spezifiziert, sei M stets eine lokal kleine Kategorie mit
allen kleinen Limiten und Kolimiten (eine bivollständige Kategorie). Für die
Definition einer Modellkategorie gehen wir dabei wie in [MP12] vor, wofür
zunächst einige Definitionen vorab notwendig sind.

Definition 1.1. Die Pfeilkategorie ArpMq ist die Kategorie mit den Pfeilen
von M als Objekten und kommutativen Quadraten als Morphismen.

Somit lässt sich formulieren:

Definition 1.2. Ein Morphismus f in M heißt Retrakt eines Morphismuses
g aus M, wenn er ein Retrakt von g als Objekt in ArpMq ist. Das heißt,
wenn ein kommutatives Diagramm folgender Form existiert

A C A

B D B

i

f

j

g f

r k

mit j ˝ i “ id und k ˝ r “ id.

Als Teil einer Modellkategorie werden wir später eine Klasse von Abbil-
dungen einführen, die als schwache Äquivalenzen bezeichnet werden. Diese
hängen oft in gewisser Weise mit Isomorphismen zusammen, weswegen für
den Abschluss unter Retrakten folgendes allgemeine Lemma nützlich sein
wird.

Lemma 1.3. Seien f und g Morphismen in M und g zusätzlich ein Isomor-
phismus. Ist f ein Retrakt von g, so ist auch f ein Isomorphismus.

Beweis. In obigem Diagramm hat man

pj ˝ g´1
˝ rq ˝ f “ j ˝ i “ id und f ˝ pj ˝ g´1

˝ rq “ r ˝ k “ id .

Weiterhin gilt folgende Aussage:

Lemma 1.4 ([MP12, 14.1.3]). Sind f, g P ArpMq mit f ˝ g “ id, so ist f ein
Retrakt von g ˝ f .

Beweis. Folgendes Diagramm liefert ein Retrakt von g ˝ f :

A A A

B A B .

f g˝f f

g f
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Insbesondere sind also Isomorphismen Retrakte von Identitäten. Somit
enthält eine unter Retrakten abgeschlossene Klasse von Morphismen genau
dann alle Isomorphismen, wenn sie alle Identitäten enthält.
Zentral für eine Modellkategorie wird es sein, Morphismen in sogenannte
Faserungen und Kofaserungen zerlegen zu können. Dazu wird der folgende
Begriff verwendet.

Definition 1.5. Eine funktorielle Faktorisierung ist ein Paar pα, βq von
Funktoren ArpMq Ñ ArpMq, mit f “ βpfq ˝ αpfq für alle f P ArpMq.
Ein Paar pL,Rq von Klassen von Morphismen von M faktorisiert M, wenn
es eine funktorielle Faktorisierung pα, βq gibt mit αpfq P L und βpfq P R für
alle Morphismen f in M.

Beispiel 1.6. Das Paar psurj, injq der surjektiven bzw. injektiven Abbil-
dungen faktorisiert Set. Eine funktorielle Faktorisierung für eine Abbildung
f : A Ñ B in Set wird durch Einschränkung auf das Bild und anschließende

Inklusion A
f
↠ im f ãÑ B gegeben.

Dabei sei angemerkt, dass Faktorisierungen in der Literatur auch gele-
gentlich nicht funktoriell definiert werden (wie z.B. in [MP12, 14.1.10]). Funk-
torielle Zerlegungen haben aber unter anderem den Vorteil, dass die später
definierten (ko-)fasernden Ersetzungen stets funktoriell werden. Zudem sind
die Zerlegungen in den meisten Beispielen bereits funktoriell, sodass es sich
nicht als große Einschränkung herausstellt.
Ein weiterer zentraler Begriff ist die Hochhebungseigenschaft:

Definition 1.7. Seien i : A Ñ B und p : X Ñ Y Morphismen von M. Man
sagt i hat die linke Hochhebungseigenschaft (LHHE) bezüglich p und p die
rechte Hochhebungseigenschaft bezüglich i (RHHE), notiert i m p, wenn für
jedes Diagramm

A X

B Y

f

i p

g

Dh

ein Morphismus h existiert, sodass das Diagramm kommutiert. Den Morphis-
mus h bezeichnet man dann auch als Lift oder Hochhebung. Für Klassen von
Morphismen L und R in M sei Lm die Klasse aller Morphismen p, sodass p
die RHHE bezüglich allen i in L hat. Analog sei mR die Klasse aller Mor-
phismen i, sodass i die LHHE bezüglich allen p in R hat. Weiterhin schreibe
L m R, falls i m p für alle i in L und p in R gilt.
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Beispiel 1.8. Sei M “ Set und f : A Ñ B eine Abbildung. Dann hat f
genau dann die RHHE bezüglich H Ñ t˚u, wenn f surjektiv ist und die
RHHE bezüglich ta, bu Ñ t˚u, wenn f injektiv ist:

H A

t˚u B

f
D

ta, bu A

t˚u B

f
D

Also ist pH Ñ t˚uqm “ surj die Klasse aller surjektiven Abbildungen und
pta, bu Ñ t˚uqm “ inj die Klasse aller injektiven Abbildungen. In Kapitel 5.3
werden wir alle solche Klassen bestimmen.

Man sieht an diesem Beispiel also bereits, dass sich zentrale Eigenschaften
auch über Hochhebungseigenschaften ausdrücken lassen. Für eine ausführli-
che Liste solcher Beispiele siehe z.B. auch [nLa23a].
Folgendes Lemma aus [Hov99, 1.1.9] ist gelegentlich nützlich:

Lemma 1.9 (Retrakt-Argument). Sei f “ p ˝ i eine Faktorisierung in M.
Gilt f m p, so ist f ein Retrakt von i. Dual gilt: Ist im f , so ist f ein Retrakt
von p.

Beweis. Seien f : A Ñ B, i : A Ñ B und p : B Ñ C die Definitions- und
Zielbereiche der einzelnen Pfeile. Dann existiert in folgendem Diagramm ein
Lift r:

A B

C C

f

i

pDr

und ein Retrakt ist dann gegeben durch:

A A A

C B C .

f i f

r p

Genauso zeigt man auch die duale Aussage.

Später wollen wir analog zu der Konstruktion von CW-Komplexen auch
allgemein den Begriff eines relativen Zellkomplexes einführen, welche für die
Theorie der kompakt erzeugten Modellkategorien wichtig sind. Kategoriell
erhält man diese dann als Verknüpfung potentiell beliebig vieler Morphismen,
was wie folgt definiert wird:
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Definition 1.10. Sei λ eine Ordinalzahl, welche über die Wohlordnung als
Kategorie aufgefasst wird. Eine λ-Sequenz ist ein kostetiger Funktor

X˚ : λ Ñ M.

Man schreibt Xα für X˚pαq und bezeichnet dann den induzierten Morphismus
X0 ÝÑ colimαăλ Xα als transfinite Komposition von X˚.

Beispiel 1.11. Für λ “ 3 ist die transfinite Komposition die übliche Ver-
kettung:

colimαă3Xα “ X2

X0 X1 X2 .f

g˝f g

g

id

Für die gleich folgende Proposition ist es nützlich, folgende (redundante)
Eigenschaften unter einen Begriff zu fassen.

Definition 1.12. Eine Klasse von Morphismen L einer Kategorie M heißt
linksgesättigt, wenn sie folgende Eigenschaften erfüllt:

(i) L bildet eine Unterkategorie von M

(ii) L enthält alle Isomorphismen

(iii) L ist abgeschlossen unter Retrakten

(iv) L ist abgeschlossen unter Koprodukten, das heißt für f : A Ñ X und
g : B Ñ Y ist der induzierte Morphismus A > B Ñ X > Y wieder in L.

(v) L ist abgeschlossen unter Pushouts, das heißt ist f in L und folgendes
Diagramm ein Pushout:

A C

B D ,

f
x g

so ist auch g in L.

(vi) L ist abgeschlossen unter transfiniter Komposition, das heißt ist X eine
λ-Sequenz, sodass Xα Ñ Xα`1 in L liegt für alle α ` 1 ă λ, dann ist
auch die transfinite Komposition in L.

Dualisiert man alle Eigenschaften, so erhält man den Begriff einer rechtsge-
sättigten Klasse von Morphismen. Dabei werden Koprodukte bzw. Pushouts
durch Produkte bzw. Pullbacks ersetzt und der Kolimes der transfiniten Kom-
position mit dem Limes ausgetauscht.
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Damit lässt sich nun formulieren:

Satz 1.13. Sei K eine Klasse von Morphismen in M. Dann ist mK linksge-
sättigt und Km rechtsgesättigt.

Beweis. Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [MP12, 14.1.8].

Eine besonders kompakte Definition einer Modellstruktur ermöglicht der
folgende Begriff.

Definition 1.14. Ein schwaches Faktorisierungssystem (SFS) in M ist ein
geordnetes Paar pL,Rq von Klassen von Morphismen in M, welches M fak-
torisiert und L “

mR sowie R “ Lm erfüllt.

Weiterhin wollen wir noch die schwachen Äquivalenzen als isolierten Be-
griff einführen, was beim Nachweis der Axiome nützlich sein wird.

Definition 1.15. Eine Unterkategorie W von M wird als Unterkategorie
von schwachen Äquivalenzen bezeichnet, falls alle Identitäten in W liegen,
W abgeschlossen unter Retrakten ist und W das 2-von-3-Axiom erfüllt: Sind
f, g Morphismen aus M und zwei aus f, g oder g˝f in W , so auch der Dritte.

Damit können wir nun definieren:

Definition 1.16. Eine Modellstruktur auf einer Kategorie M besteht aus
drei Klassen pW , C,Fq von Morphismen von M, den schwachen Äquivalenzen
W , Kofaserungen C und Faserungen F , sodass:

(i) W erfüllt das 2-von-3-Axiom,

(ii) pC,F X Wq ist ein schwaches Faktorisierungssystem,

(iii) pC X W ,Fq ist ein schwaches Faktorisierungssystem.

Weiterhin bezeichnet man die Morphismen CXW als azyklische Kofaserungen
und die Morphismen F X W als azyklische Faserungen.

Definition 1.17. Eine Modellkategorie ist eine bivollständige Kategorie M
zusammen mit einer Modellstruktur auf M.

Dabei ergeben sich bereits folgende anfängliche Beobachtungen.
Bemerkung 1.18. Nach der Definition eines SFS gelten:

C “
m

pF X Wq, C X W “
mF , F “ pC X Wq

m, und F X W “ Cm.

Folglich reicht es bei der Spezifizierung einer Modellstruktur, die schwachen
Äquivalenzen anzugeben und entweder nur die Faserungen oder die Kofase-
rungen. Weiterhin sind nach Satz 1.13 die Klassen C und CXW linksgesättigt
und F sowie F X W rechtsgesättigt.
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Die schwachen Äquivalenzen lassen sich außerdem aus den azyklischen
Faserungen und azyklischen Kofaserungen konstruieren:

Lemma 1.19. Für eine Modellstruktur pW , C,Fq gilt

W “ pF X Wq ˝ pC X Wq “ tp ˝ i | p P F X W , i P C X Wu.

Insbesondere enthält W bereits alle Abbildungen, falls F X W “ F oder
C X W “ C ist.

Beweis. „Ď“: Ein Morphismus f P W lässt sich als f “ p˝ i faktorisieren mit
p P F X W und i P C. Aus dem 2-von-3-Axiom folgt dann auch i P W . Die
Inklusion „Ě“ folgt unmittelbar aus dem 2-von-3-Axiom.

Gelegentlich fordert man bei der Definition einer Modellstruktur noch,
dass alle auftretenden Klassen abgeschlossen unter Retrakten sind, sowie
dass C m pF X Wq und pC X Wq m F gelten (siehe z.B. [Hov99, 1.1.3]). Die
folgenden Sätze zeigen, dass dies bereits aus unseren Axiomen folgt.

Satz 1.20 ([MP12, 14.1.13]). Sei M faktorisiert durch pL,Rq. Dann ist
pL,Rq ein SFS genau dann, wenn L m R gilt und L sowie R abgeschlossen
unter Retrakten sind.

Beweis. „ùñ“ : Aus L “
mR und R “ Lm erhält man sofort L m R und die

Links- bzw. Rechtssättigung liefert den Abschluss unter Retrakten.
„ðù“ : LmR impliziert L Ď

mR und R Ď Lm. Sei f P
mR und f “ r ˝ l eine

Faktorisierung mit l P L und r P R. Wegen fmr ist f laut Retrakt-Argument
(Lemma 1.9) ein Retrakt von l und somit nach Voraussetzung wieder in L,
also ist L “

mR. Genauso erhält man auch für g P Lm eine Zerlegung g “ r˝ l
und l m g, also ist g ein Retrakt von r und damit wieder in R.

Der folgende Satz geht auf [JT07, Proposition 7.8] zurück.

Satz 1.21 ([MP12, 14.2.5]). Die Klassen W , C, C X W ,F und F X W ei-
ner Modellstruktur bilden Unterkategorien, die alle Isomorphismen enthal-
ten und abgeschlossen unter Retrakten sind. Insbesondere definiert W eine
Unterkategorie von schwachen Äquivalenzen im Sinne von Definition 1.15.

Beweis. Für C, C X W ,F und F X W erhält man die Aussage sofort aus der
Definition eines SFS und Satz 1.13. Für W liefert das 2-von-3-Axiom den
Abschluss unter Komposition und W enthält nach Lemma 1.19 alle Isomor-
phismen, da F X W sowie C X W alle Isomorphismen enthalten. Zu zeigen
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bleibt also der Abschluss unter Retrakten. Sei dafür w in W und ein Retrakt
f gegeben:

‚ ‚ ‚

‚ ‚ ‚

k

f

ℓ

w f

q z

Zunächst nehmen wir an, dass f P F liegt. Faktorisiere w “ v ˝ u mit
v P F X W und u P C X W wie in Lemma 1.19. Dann gilt u m f , also erhält
man in folgendem Diagramm einen Lift t:

‚ ‚

‚ ‚

u

ℓ

f

z˝v

t ⇝

‚ ‚ ‚

‚

‚ ‚ ‚ ,

k

s

f

ℓ

u

w f

v

t

z

wobei s “ u ˝ k. Damit folgt t ˝ s “ k ˝ ℓ “ id, also ist f auch ein Retrakt
von v und liegt damit in F X W Ď W .

Für den allgemeinen Fall sei nun f ein beliebiger Retrakt und f “ p˝i eine
Faktorisierung mit p P F und i P C X W . Konstruiere folgende Erweiterung
des anfänglichen Diagramms:

‚ ‚ ‚

‚ ‚ ‚

‚ ‚ ‚ ,

f

i

k

x
j w

ℓ

i

p

s

id
t

r

p

q z

wobei das linke obere Quadrat ein Pushout ist und die gestrichelten Morphis-
men durch die universelle Eigenschaft gegeben sind. Damit kommutieren also
bereits alle Pfeile bis auf das rechte untere Quadrat. Da aber sowohl z ˝ t und
p˝r Morphismen sind, die mit dem Kokegel definiert durch z˝q˝p und ℓ˝i˝p
kommutieren, erhält man aus der Eindeutigkeit der universellen Eigenschaft
auch hier die Kommutativität. Weil j ein Pushout von i P C X W ist, erhält
man aus der Linkssättigung von C X W weiterhin j P C X W und nach dem
2-von-3-Axiom damit t P W . Nun stellt das Diagramm p als Retrakt von t
dar, also liefert der erste Teil p P W und damit auch f P W .

Es sei angemerkt, dass Modellkategorien als bivollständige Kategorien
insbesondere ein initiales und terminales Objekt besitzen, welche wir mit H

bzw. ˚ notieren. Dies ermöglicht die folgende Definition.
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Definition 1.22. Ein Objekt X einer Modellkategorie M nennt sich kofa-
sernd, wenn der Pfeil H Ñ X eine Kofaserung ist. Eine azyklische Faserung
q : QX Ñ X heißt kofasernde Ersetzung von X, wenn QX ein kofaserndes
Objekt in M ist.
Dual heißt X fasernd, wenn der Pfeil X Ñ ˚ eine Faserung ist. Eine azykli-
sche Kofaserung r : X Ñ RX heißt fasernde Ersetzung von X, wenn RX ein
faserndes Objekt ist.

Solche Ersetzungen existieren auch stets:
Bemerkung 1.23. Anwenden einer funktoriellen Zerlegung in Kofaserung und
azyklische Faserung auf H Ñ X liefert eine kofasernde Ersetzung von X.
Analog liefert eine funktorielle Zerlegung in azyklische Kofaserung und Fa-
serung von X Ñ ˚ eine fasernde Ersetzung.

Die fasernden und kofasernden Objekte sind dabei für die Homotopie-
theorie auf Modellkategorien besonders wichtig. So wird zum Beispiel der
Begriff einer Homotopie auf einer Modellstruktur im Allgemeinen erst zu ei-
ner Äquivalenzrelation, wenn der Definitionsbereich kofasernd und der Ziel-
bereich fasernd ist [MP12, 14.3.9 und 14.3.11].

2 Quillen-Funktoren
Im Folgenden geben wir noch eine knappe Einführung in die Morphismen von
Modellkategorien. Dabei folgenden wir den Definitionen von [Hov99, 1.3].

Definition 2.1. Seien C und D Modellkategorien.

1. Ein Funktor F : C Ñ D heißt Links-Quillen-Funktor, wenn F linksad-
jungiert ist und Kofaserungen sowie azyklische Kofaserungen erhält.

2. Ein Funktor F : C Ñ D heißt Rechts-Quillen-Funktor, wenn F rechts-
adjungiert ist und Faserungen sowie azyklische Faserungen erhält.

3. Eine Adjunktion L : C D :RK heißt Quillen-Adjunktion, wenn
F ein Links-Quillen-Funktor ist oder äquivalent U ein Rechts-Quillen-
Funktor ist.

Ein Beweis für die erwähnte Äquivalenz findet sich dabei in [Hov99, 1.3.4].

Definition 2.2. Eine Quillen-Adjunktion L : C D :RK heißt Quillen
Äquivalenz, wenn für alle kofasernden X P C und alle fasernden Y P D, ein
Morphismus f : LpXq Ñ Y eine schwache Äquivalenz in D ist genau dann,
wenn der adjungierte Morphismus f : X Ñ RpY q eine schwache Äquivalenz
in C ist.
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Die Quillen-Adjunktionen spielen eine große Rolle für den Vergleich von
Modellkategorien und insbesondere für die Homotopietheorie auf Modellka-
tegorien. Zu jeder Modellkategorie lässt sich die zugehörige Homotopiekate-
gorie bilden, die anschaulich durch Invertieren der schwachen Äquivalenzen
entsteht. So liefert dann zum Beispiel eine Quillen-Adjunktion die Existenz
von zueinander adjungierten derivierten Funktoren zwischen den Homoto-
piekategorien der Modellkategorien [MP12, 16.2.2]. Im Falle einer Quillen-
Äquivalenz stellen diese dann sogar eine adjungierte Äquivalenz von Katego-
rien zwischen den Homotopiekategorien dar [MP12, 16.2.2]. Ein prominentes
Beispiel ist dabei die Quillen-Äquivalenz zwischen der Kategorie der sim-
plizialen Mengen sSet und Top, welche über den Singuläre-Menge-Funktor
und über die geometrischen Realisierung gegeben wird [Qui67, §3]. Mit dem
oben genannten Resultat erhält man also, dass sich die Homotopietheorie
auf topologischen Räumen äquivalent auch kombinatorisch auf simplizialen
Mengen durchführen lässt.

3 Das Kleine-Objekt-Argument
Im Allgemeinen ist es nun aber sehr schwierig die Axiome einer Modellstruk-
tur nachzuweisen. Ziel dieses Kapitels wird es daher sein, das Kleine-Objekt-
Argument einzuführen, welches unter bestimmten Umständen die Existenz
eines SFS gewährleistet. Zusammen mit dem Begriff der kompakt erzeugten
Modellkategorie erhält man dann vergleichsweise einfache Kriterien für den
Nachweis der Axiome einer Modellkategorie.

Definition 3.1. Sei I eine Klasse von Morphismen in M und X P M ein
Objekt. Ein relativer I-Zellkomplex unter X ist ein Morphismus g : X Ñ Z,
welcher transfinite Komposition einer ω-Sequenz Z˚ ist, sodass Z0 “ X gilt
und sodass Zn`1 für jedes n ă ω der Pushout eines Diagramms wie folgt ist:

š

qPJ Aq Zn

š

qPJ Bq Zn`1 .

š

iq
x

j

k

Dabei sind die iq Abbildungen in I und J eine beliebige Indexmenge. Ein
Objekt X P M heißt I-Zellkomplex, falls ein relativer I-Zellkomplex H Ñ X
existiert.

Der Begriff eines I-Zellkomplexes wird in der Literatur üblicherweise
allgemeiner definiert (siehe [Hov99, 2.1.9]). Dies ist der Spezialfall für die
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Ordinalzahl ω, welcher auch als sequenzieller oder klassischer relative I-
Zellkomplex bezeichnet wird ([MP12, 15.1.2]). Der Grund für diese Ein-
schränkung hier ist, dass man auf diese Weise mit deutlich weniger Mengen-
lehre auskommt, die resultierenden Sätze einfacher und ästhetischer werden
und alle hier aufgeführten Beispiele bereits mit dem eingeschränkten Begriff
auskommen.

Bemerkung 3.2. Für I “ tSn´1 ãÑ Dn | n P Nu sind die topologischen
CW-Komplexe Beispiele von I-Zellkomplexen, jedoch müssen bei einem I-
Zellkomplex die Zellen nicht in aufsteigender Dimension angeklebt werden.

Dies motiviert auch die folgende Namensgebung:

Definition 3.3. Ein Objekt A P M heißt kompakt bezüglich I, wenn für
jeden relativen I-Zellkomplex f : X Ñ Z “ colimn Zn die induzierte Abbil-
dung

colimn HomMpA,Znq ÝÑ HomMpA,Zq

eine Bijektion ist. Die Klasse I heiße kompakt, wenn die Definitionsbereiche
aller Abbildungen in I kompakt bezüglich I sind.

Für den Nachweis der Kompaktheit einer Klasse von Morphismen wird
aber primär folgende Umformulierung verwendet.

Bemerkung 3.4. Konkret lässt sich der Kolimes auch wie folgt berechnen:

colimnHomMpA,Znq “
ď

iPN

HomMpA,Znq{„

mit der Äquivalenzrelation pf : A Ñ Znq „ pg : A Ñ Zmq für m ě n , wenn
g “ pA

f
ÝÑ Zn Ñ Zmq gilt. Folglich ist A bereits kompakt bezüglich I, wenn

jeder relative I-Zellkomplex A Ñ colimn Zn über eine Abbildung A Ñ Zn

faktorisiert.

Mit der Definition eines „kompakten“ Objekts weichen wir hier nun eben-
falls ein wenig von der üblichen Literatur (wie [Hov99]) ab und folgen [MP12,
15.1.6]. Diese sind in gewisser Weise eine Einschränkung des Begriffs des „klei-
nen“ Objekts für Ordinalzahlen ď ω. Der allgemeinere Begriff des kleinen Ob-
jekts war namensgebend für das gleich folgende Kleine-Objekt-Argument.
Um aber das Kleine-Objekt-Argument zu formulieren, benötigen wir noch
folgende Notation.

Definition 3.5. RpIq bezeichne die Klasse der Retrakte von relativen I-
Zellkomplexen in M.
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Weiterhin wird im Beweis des Kleinen-Objekt-Arguments folgende Kon-
struktion von zentraler Bedeutung sein, daher stellen wir sie zur Klarheit
und Referenz einmal gesondert vor:

Konstruktion 3.6 ([MP12, 15.1.10]). Sei f : X Ñ Y eine Abbildung in M
und S die Klasse aller kommutativen Quadrate folgender Form mit i P I

A X

B Y .

k

i f

j

Für s P S seien is : As Ñ Bs, ks : As Ñ X und js : Bs Ñ Y die entspre-
chenden Abbildungen aus dem Diagramm. Dann konstruiere die Ein-Schritt-
Faktorisierung von f als Pushout:

š

sPS As X

Bs Z

Y

xš

sPS is

k“
š

sPS ks

i
f

j“
š

sPS js

ℓ
p

Dies liefert die Faktorisierung f “ p ˝ i, wobei i ein relativer I-Zellkomplex
ist. Außerdem lässt sich ℓ über i ˝ k und j als Lift von p

š

is, pq auffassen.

Nun zum zentralen Theorem, für dessen Beweis wir im Wesentlichen der
Quelle [MP12, Proposition 15.1.11] folgen.

Theorem 3.7 (Kleines-Objekt-Argument). Ist I eine kompakte Menge von
Abbildungen in M, so ist pRpIq, Imq ein SFS.

Beweis. Sei f : X Ñ Y eine Abbildung in M. Ziel wird es zunächst sein
eine funktorielle Zerlegung X

i
ÝÑ Z

p
ÝÑ Y zu finden, wobei i ein relativer

I-Zellkomplex ist und p P Im. Dazu werden wir eine ω-Sequenz Z˚ von Ob-
jekten über Y konstruieren und erhalten dann i : X Ñ Z und p : Z Ñ Y
über den Kolimes.
Sei Z0 “ X, i0 “ id : X Ñ Z0 und p0 “ f : Z0 Ñ Y . Nehme induktiv an, dass
iα : X Ñ Zα und pα : Zα Ñ Y bereits konstruiert wurden mit pα ˝ iα “ f
und iα ein relativer I-Zellkomplex. Konstruiere Zα`1 sowie eine Faktorisie-
rung Zα ÝÑ Zα`1

pα`1
ÝÑ Y von pα über die Ein-Schritt-Faktorisierung von

oben mit f “ pα. Die Verknüpfung X
iα

ÝÑ Zα ÝÑ Zα`1 ist wieder ein rela-
tiver I-Zellkomplex und pα`1 erfüllt die Hochhebungseigenschaft, wie in der

11



Konstruktion erwähnt. Nun setze Z “ colimα Zα, den Morphismus i als die
transfinite Komposition von Z˚ und p als die von den pα über die universelle
Eigenschaft induzierte Abbildung.

Nun ist zu zeigen, dass auch p P Im. Sei dazu also g P I und über k, j ein
kommutatives Diagramm gegeben:

A Z

Zα

Zα`1

B Y

g

κ

k

p

ρ

η

ℓ

j

Da I kompakt ist, faktorisiert k über ein Zα, was die Abbildungen κ und
ρ liefert. Da das Diagramm mit κ, g, j und p ˝ ρ in dem S der Ein-Schritt-
Faktorisierung liegt, erhält man daraus die Abbildung ℓ und die Kommuta-
tivität

A Zα

B Zα`1

Y ,

κ

g p˝ρ

ℓ

j

sodass obiges Diagramm kommutiert und η ˝ ℓ den gesuchten Lift liefert.
Damit pRpIq, Imq zu einem SFS wird, muss weiterhin gezeigt werden:

RpIq “
m

pIm
q und RpIq

m
“ Im.

Sei f P
m

pImq. Die obige Faktorisierung f “ p˝ i mit dem Retrakt-Argument
aus Lemma 1.9 liefert wegen p P Im, dass f ein Retrakt von i ist, also f P

RpIq. Sei nun umgekehrt f P RpIq. Da I Ď
m

pImq und m
pImq linksgesättigt,

also abgeschlossen unter Retrakten ist, nach Satz 1.13, folgt auch f P
m

pImq.
I Ď RpIq impliziert RpIq Ď Im und m

pImq Ď RpIq liefert Im “ p
m

pImqqm Ď

RpIq.
Abschließend bleibt noch die Funktorialität zu zeigen. Sei ein kommuta-
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tives Quadrat (bzw. eine Abbildung f Ñ f 1) gegeben:

X Y

X 1 Y 1 .

r

f

s

f 1

Konstruiere wie anfangs eine Faktorisierung X 1 i1

Ñ Z 1 p1

Ñ Y 1. Nun per Induk-
tion: Setze t0 “ r. Angenommen tα sei bereits konstruiert, sodass folgendes
Diagramm kommutiert:

X Zα Y

X 1 Z 1
α Y 1 .

iα

r

pα

tα s

i1
α p1

α

(3.1)

Folgendes kommutative Quadrat ist Teil der Ein-Schritt-Zerlegung bei der
Konstruktion von Z 1

α`1:

Zα Z 1
α

Zα`1 Y 1 .

tα

p1
α

s˝pα`1

Also erhält man aus dem Pushout der Konstruktion ein tα`1, welches das
Quadrat (3.1) für α ` 1 kommutieren lässt. Sei t : Z Ñ Z 1 die von der uni-
versellen Eigenschaft induzierten Abbildung des Kokegels Zα

tα
ÝÑ Z 1

α ÝÑ Z 1.
Dann erhält man mit der Zerlegung i “ X

iα
ÝÑ Zα ÝÑ Z die Kommutativi-

tät t ˝ i “ i1 ˝ r und aus der Eindeutigkeit der universellen Eigenschaft auch
die Gleichheit s ˝ p “ p ˝ t.

4 Kompakt erzeugte Modellkategorien
Nun haben wir mit dem Kleinen-Objekt-Argument ein Werkzeug, um aus
einer Klasse von Morphismen ein SFS zu erhalten. Damit könnte man be-
reits vermuten, dass sich eine Modellkategorie aus schwachen Äquivalenzen
und zwei Klassen von Morphismen erzeugen lässt. Dies führt zu folgender
Definition.

Definition 4.1. Eine Modellstruktur pW , C,Fq auf M heißt von I und J
erzeugt, wenn F “ J m und FXW “ Im. Die Klasse I wird als die Klasse der
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erzeugenden Kofaserungen bezeichnet und J als die Klasse der erzeugenden
azyklischen Kofaserungen. Eine Modellstruktur heißt kompakt erzeugt, wenn
I und J kompakt sind.

Bemerkung 4.2. Da nach dem Beweis von Theorem 3.7 folgende Gleichungen
gelten:

Im
“ RpIq

m und J m
“ RpJ q

m ,

lässt sich auch äquivalent formulieren, dass C “ RpIq und CXW “ RpJ q gel-
ten sollen. Damit wird die Verbindung zum Kleinen-Objekt-Argument noch
klarer.

Nun stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen an die Morphis-
menklassen I und J auch eine Modellstruktur gegeben wird, also wann die
Morphismenklassen auch mit den schwachen Äquivalenzen kompatibel sind.
Diese Frage beantwortet folgendes Theorem, welches für uns das primäre
Mittel sein wird, um die Axiome einer Modellkategorie nachzuweisen.

Theorem 4.3 ([MP12, 15.2.3]). Sei M eine bivollständige Kategorie mit
einer Kategorie W von schwachen Äquivalenzen (Definition 1.15) und kom-
pakten Mengen von Abbildungen I und J . Die Kategorie M ist eine kompakt
erzeugte Modellkategorie mit erzeugenden Kofaserungen I und erzeugenden
azyklischen Kofaserungen J genau dann, wenn folgende Eigenschaften gel-
ten:

(i) Relative J -Zellkomplexe sind schwache Äquivalenzen. (Azyklizität)

(ii) Es gilt Im “ J m X W . (Kompatibilität)

Beweis. „ùñ“ : Es gilt J Ď
m

pJ mq “ C X W und m
pJ mq ist linksgesättigt,

ein J -Zellkomplex also wieder in C X W und damit in W . Für den zweiten
Teil ist Im “ F X W “ J m X W .
„ðù“ : Setze C “

m
pImq und F “ J m. Zu zeigen ist dann, dass pC,F X Wq

und pC X W ,Fq schwache Faktorisierungssysteme bilden. Aus dem Kleinen-
Objekt-Argument erhält man die SFS:

pC, Im
q und pRpJ q,Fq.

Außerdem gilt nach Voraussetzung (ii) bereits Im “ F X W , also reicht es
RpJ q “ C X W zu zeigen. Da Unterkategorien von schwachen Äquivalen-
zen abgeschlossen unter Retrakten sind, folgt aus (i) bereits RpJ q Ď W .
Weiterhin erhält man:

J Ď
m`

J m
˘

Ď
m`

J m
X W

˘ piq
“

m`

Im
˘

“ C,
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also liefert die Linkssättigung von C auch RpJ q Ď C.
Nun sei f P C X W . Faktorisiere f in f “ q ˝ j mit q P F und j P RpJ q.
Insbesondere ist j P W , nach dem 2-von-3-Axiom also auch q P W und damit
q P F X W “ Im. Wegen f P C hat f damit die LHHE bezüglich q und ist
nach dem Retrakt-Argument 1.9 somit ein Retrakt von j. Die Verknüpfung
zweier Retrakte ist wieder ein Retrakt, also auch f P RpJ q.

Ein leichtes Kriterium für die Azyklizität kann gelegentlich folgende Be-
merkung liefern.
Bemerkung 4.4 ([MP12, S.301]). Gilt J Ď W und ist W linksgesättigt, so
liegt ein J -Zellkomplex wieder in W , die Azyklizität ist also erfüllt.

5 Beispiele von Modellkategorien

5.1 Topologische Räume

Bevor wir schließlich in das Beispiel der topologischen Räume einsteigen kön-
nen, führen wir noch die Kategorie der kompakt erzeugten Räume ein. Als
kartesisch abgeschlossene Kategorie behebt sie einige Mängel der Katego-
rie Top, stellt aber weiterhin noch eine meist hinreichend allgemeine Klasse
von Räumen dar [Ste67]. Auf dieser Kategorie definieren wir dann die Mo-
dellstrukturen. Für die folgenden Definitionen folgen wir dabei der Quelle
[May99, S.37].

Definition 5.1. Ein topologischer Raum X heißt schwach Hausdorffsch,
wenn für einen kompakten Raum K und für jede Abbildung g : K Ñ X, das
Bild gpKq in X abgeschlossen ist.

Ein Hausdorffscher Raum ist offenbar schwach Hausdorffsch und Punkte
in schwach Hausdorffschen Räumen sind abgeschlossen. Somit lässt sich diese
Trennungseigenschaft zwischen T1 und Hausdorffsch einordnen.

Definition 5.2. Ein Unterraum A von X heißt kompakt abgeschlossen, wenn
für jeden kompakten Raum K und jede Abbildung g : K Ñ X das Urbild
g´1pAq abgeschlossen in K ist. Ein topologischer Raum X heißt k-Raum,
wenn jeder kompakt abgeschlossene Unterraum abgeschlossen ist.

Falls X schwach Hausdorffsch ist, so ist A genau dann kompakt abge-
schlossen, wenn der Schnitt von A mit jedem kompakten Unterraum von X
abgeschlossen ist. Damit nun die Definition:

Definition 5.3. Ein topologischer Raum A heißt kompakt erzeugt, wenn er
ein schwach Hausdorffscher k-Raum ist.
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Die Kategorie der kompakt erzeugten Räume bezeichnen wir mit CGTop.
Nun können wir mit den Beispielen beginnen.

5.1.1 Die Hurewicz-Modellstruktur

Die vielleicht offensichtlichste Modellstruktur auf Top wäre wohl gegeben
durch die Homotopieäquivalenzen als schwache Äquivalenzen mit den (Hure-
wicz) Kofaserungen. Erstmals formuliert wurde sie von Hurewicz in [Hur55]
und anschließend von Strøm in [Sm72] bewiesen, weswegen die Modellstruk-
tur auch als Strøm-Modellstruktur bekannt ist.

Definition 5.4. Auf der Kategorie CGTop definieren wir die Hurewicz-
Modellstruktur pWh, Ch,Fhq wie folgt:

• Die schwachen Äquivalenzen Wh sind die Homotopieäquivalenzen.

• Die Klasse der Kofaserungen Ch besteht aus den Abbildungen, welche
die Homotopieerweiterungseigenschaft besitzen. Das heißt Abbildun-
gen, die für alle Räume B die LHHE bezüglich p0 : B

I Ñ B, f ÞÑ fp0q

haben, wobei BI mit der Kompakt-Offen-Topologie versehen wird.

• Die Klasse der Faserungen Fh besteht aus den Abbildungen, welche die
Homotopiehochhebungseigenschaft besitzen. Das heißt Abbildungen,
die für alle Räume A die RHHE bezüglich der Inklusion i0 : Aˆ t0u Ñ

A ˆ I haben.

Um diese Modellstruktur von anderen zu unterscheiden verwendet man
häufig auch den Präfix Hurewicz oder nur h, wie Hurewicz-Faserung oder
h-Faserung. Ein Standardresultat über die h-Faserungen ist das Folgende.

Satz 5.5 ([Kam22, S.44]). Die Hurewicz-Kofaserungen in CGTop sind ab-
geschlossene Inklusionen.

Die Hurewicz-Modellstruktur ist nun jedoch nicht kompakt erzeugt (nicht
einmal kofasernd erzeugt, siehe [Rap10, Rem. 4.7]), sodass sich Theorem
4.3 hier nicht anwenden lässt. Aufgrund des Umfangs geben wir für den
Beweis daher an einigen Stellen nur Verweise an, führen aber Details aus, die
in [MP12] nicht angegeben werden. Dazu beginnen wir mit den schwachen
Äquivalenzen.

Satz 5.6. Die Klasse der schwachen Äquivalenzen Wh definiert eine Unter-
kategorie von schwachen Äquivalenzen im Sinne von 1.15.
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Beweis. Durch Übergehen zu HoTop ergibt sich das 2-von-3-Axiom und
der Abschluss unter Retrakten zusammen mit Lemma 1.3. Identitäten sind
offenbar Homotopieäquivalenzen.

Es bleibt also der Nachweis der Axiome der SFS. Dazu folgende Hilfslem-
mata.

Lemma 5.7 ([Hov99, Beweis Proposition 2.4.9]). Inklusionen von starken
Deformationsretrakten sind abgeschlossen unter Pushouts.

Beweis. Für die Inklusion eines Deformationsretraktes i, sei ein Pushout

A X

B Y

i

f

j

g

gegeben, eine Retraktion r : B Ñ A, also r ˝ i “ idA und K : B ˆ I Ñ B
eine Deformationsretraktion i ˝ r »K idB. Wegen der Kompaktheit von I, ist
auch folgendes Diagramm ein Pushout:

A ˆ I X ˆ I

B ˆ I Y ˆ I .

iˆid

fˆid

jˆid

gˆid

Also liefert die universelle Eigenschaft für folgenden Kokegel eine Abbildung
H : Y ˆ I Ñ Y mit Hp´, 1q “ idY :

A ˆ I X ˆ I

B ˆ I Y ˆ I

Y .

iˆid

fˆid

jˆid
pr1 ˝pjˆidq

gˆid

g˝K

DH

Falls y P Y mit y “ gpbq für ein b P B ist, so folgt:

Hpy, 0q “ Hpgpbq, 0q “ pg ˝ Kqpb, 0q “ pg ˝ i ˝ rqpbq “ pj ˝ f ˝ rqpbq P im j.

Folglich gilt bereits Hpy, 0q P im j für alle y P Y . Nun hat j auch ein Links-
inverses ℓ:

A X

B Y

X .

i

f

j
idX

g

f˝r

Dℓ
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Somit liefert ℓ ˝ Hp´, 0q die gesuchte Retraktion und H die Deformationsre-
traktion j ˝ ℓ ˝ Hp´, 0q “ Hp´, 0q »H idY , denn es es ist Hpy, 0q “ jpbq für
ein b P B und damit pj ˝ ℓ ˝ jqpbq “ jpbq “ Hpy, 0q.

Lemma 5.8 ([MP12, 17.1.6]). Der Pushout einer h-azyklischen h-Kofaserung
ist wieder eine h-azyklische h-Kofaserung.

Beweis. Da die h-azyklischen h-Kofaserungen Inklusionen von Deformations-
retrakten sind ([Kam22, Thm. 2.19]), ist der Pushout nach 5.7 wieder eine
Homotopieäquivalenz. Weiterhin sind die h-Kofaserungen nach Definition von
der Form mI für eine Klasse von Morphismen I, folglich ist Ch linksgesättigt
und der Pushout damit auch eine h-Kofaserung.

Ziel wird es sein 1.20 zu verwenden, um die Eigenschaften eines SFS zu
prüfen. Ein Standardresultat der Topologie ist bereits die Zerlegung einer
beliebigen stetigen Funktion f über den Abbildungszylinder Mf

f “ X
if
ÝÑ Mf

rf
ÝÑ Y, (5.1)

wobei if eine Kofaserung und rf eine Homotopieäquivalenz ist. Dual existiert
auch eine Faktorisierung über den Wegeraum Nf [May99, 7.2, 7.3]

f “ X
νf
ÝÑ Nf

ρf
ÝÑ Y,

wobei νf eine Homotopieäquivalenz und ρf eine Faserung ist. Mit diesen
Resultaten bleibt dann zu zeigen, dass rf als Faserung und νf als Kofaserung
wählbar ist. Für letztere Aussage verweisen wir dabei aber auf [MP12, 17.1.7]:

Lemma 5.9. Das Paar pCh X Wh,Fhq faktorisiert CGTop.

Dies liefert uns dann die andere Faktorisierung.

Korrolar 5.10 ([MP12, S.343]). CGTop wird durch pCh,Fh XWhq faktori-
siert.

Beweis. Sei f : X Ñ Y beliebig und f “ X
if
ÝÑ Mf

rf
ÝÑ Y eine Faktorisierung

wie in (5.1). Mit Lemma 5.9 erhält man eine Zerlegung rf “ ρ ˝ ν mit ρ P Fh

und ν P Ch X Wh. Nach dem 2-von-3-Axiom gilt dann bereits ρ P Fh X Wh,
sodass f “ ρ ˝ pν ˝ if q die gewünschte Zerlegung liefert.

Weiterhin verweisen wir auf [MP12, 17.1.4] für die Hochhebungseigen-
schaften pCh X Wq m Fh und Ch m pFh X Wq:
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Satz 5.11 ([MP12, 17.1.4]). Sei folgendes kommutative Diagramm gegeben

A E

X B ,

g

i pλ

f

wobei i eine h-Kofaserung und p eine h-Faserung ist. Falls eine von i oder p
eine schwache Äquivalenz ist, so existiert in dem Diagramm ein Lift λ.

Es fehlt dann also nur noch der Abschluss unter Retrakten.

Lemma 5.12. Die Klassen Ch, Ch XWh, Fh und Fh XWh sind abgeschlossen
unter Retrakten.

Beweis. Da Ch und Fh nach Definition von der Form mI bzw. J m sind, liefert
die Sättigung den Abschluss unter Retrakten für Ch und Fh. Zusammen mit
5.6 folgt also die Behauptung.

Dies vervollständigt somit:

Theorem 5.13 ([MP12, 17.1.1]). Die Unterkategorien pWh, Ch,Fhq definie-
ren eine Modellstruktur auf CGTop.

5.1.2 Die Quillen-Modellstruktur

Die Quillen-Modellstruktur, erstmals eingeführt in [Qui67], war die erste und
ist weiterhin die am meisten genutzte Modellstruktur auf Top [nLa23b]. Die
schwachen Äquivalenzen dieser Modellstruktur werden durch folgende Abbil-
dungen gegeben:

Definition 5.14. Eine stetige Abbildung f : X Ñ Y heißt schwache Homo-
topieäquivalenz, wenn πnpf, xq : πnpX, xq Ñ πnpY, fpxqq für alle x P X und
n ě 0 ein Isomorphismus ist.

Lemma 5.15 ([MP12, 17.2.1]). Die Klasse der schwachen Homotopieäqui-
valenzen Wq definiert eine Unterkategorie, welche das 2-von-3-Axiom erfüllt
und abgeschlossen unter Retrakten ist.

Beweis. Dazu zeige zunächst das 2-von-3-Axiom. Seien f : X Ñ Y und
g : Y Ñ Z Abbildungen und h “ g ˝ f . Wegen der Funktorialität von πn

erhält man für n ě 0 und x P X:

πnph, xq “ πnpg, fpxqq ˝ πnpf, xq
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Die Fälle, in denen g und f oder g und h schwache Äquivalenzen sind, folgen
also sofort. Sind jedoch f und h schwache Äquivalenzen, so liefert

πnph, xq ˝ pπnpf, xqq
´1

“ πnpg, fpxqq

nur für y P im f , dass πnpg, yq ein Isomorphismus ist. Nun ist aber π0pfq

bijektiv, also gibt es für y P Y beliebig ein x P X, sodass fpxq auf die
gleiche Wegzusammenhangskomponente wie y abgebildet wird und damit
einen Weg γ von y nach fpxq. Konjugation mit γ, bzw. g ˝ γ liefert dann
vertikale Isomorphismen und ein kommutatives Diagramm:

π˚pY, yq π˚pZ, gpyqq

π˚pY, fpxqq π˚pZ, gpfpxqqq

–

π˚pg,yq

–

π˚pg,fpxqq

–

(vgl. [May99, 9.5]), sodass auch π˚pg, yq ein Isomorphismus ist.
Ist f ein Retrakt von g, so ist nach der Funktorialität π˚pfq auch ein Re-
trakt von π˚pgq. Lemma 1.3 liefert schließlich also auch den Abschluss unter
Retrakten.

Die Faserungen und Kofaserungen sind wie folgt gegeben.

Definition 5.16. (i) Sei I die Menge aller Inklusionen Sn´1 ãÑ Dn für
n ě 0. Dann definiere die Faserungen Fq als die Abbildungen Im. Die
Faserungen werden auch als Serre-Faserungen bezeichnet.

(ii) Sei J die Menge aller Inklusionen i0 : D
n Ñ DnˆI, x ÞÑ px, 0q. Definiere

die Kofaserungen Cq als die Abbildungen m
pJ mq. Man bezeichnet sie

auch als q-Kofaserungen.

Wie man bereits erkennen kann, läuft dies auf eine kompakt erzeugte
Modellstruktur hinaus. Das Vorgehen wird nun also sein in mehreren Schrit-
ten auf die Bedingungen aus Satz 4.3 hinzuarbeiten. Dazu beginnen wir mit
folgendem Lemma.

Lemma 5.17. Sei X der Kolimes eines Diagramms X˚ : ω Ñ CGTop von
Inklusionen. Dann faktorisiert für einen kompakten Raum K jede Abbildung
K Ñ X über ein Xd für d ă ω.

Beweis. Angenommen f : K Ñ X faktorisiere über kein Xd, dann gibt es
eine streng monoton steigende Folge von Zahlen ni P N mit Ji :“ fpKq X

pXni
zXni´1q ‰ H für alle i P N. Nun wähle für jedes i einen Punkt xi P Ji
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und setze A “ txi | i P Nu, dann hat A unendliche Kardinalität. Weiterhin
sind Punkte in kompakt erzeugten Räumen abgeschlossen, also ist B X Xn

für jeden Teilraum B Ď A und für alle n P N abgeschlossen in Xn. Da X
die Finaltopologie trägt, ist B somit abgeschlossen in X. Insbesondere ist
A abgeschlossen in X und trägt die diskrete Topologie. Als abgeschlossener
Teilraum des kompakten Raumes fpKq ist A damit aber auch kompakt,
jedoch kann eine unendliche Menge mit diskreter Topologie nicht kompakt
sein.

Somit folgt:

Korrolar 5.18. Die Klassen I und J sind kompakt.

Beweis. Die Inklusionen Sn ãÑ Dn und Dn ˆ t0u Ñ Dn ˆ I sind Hurewicz-
Kofaserungen, der Pushout ist also wieder eine Hurewicz-Kofaserung und
damit eine abgeschlossene Inklusion. Zusammen mit 5.17 folgt dann die Be-
hauptung.

Das Kleine-Objekt-Argument liefert uns somit bereits SFS pRpIq, Imq

und pRpJ q,J mq. Nun können wir die Azyklizität aus Theorem 4.3 nachwei-
sen. Dazu folgen wir dem Ansatz aus [MP12, 17.2.2], beweisen aber nur den
hierfür notwendigen Spezialfall für schwache Homotopieäquivalenzen.

Satz 5.19. Jeder relative J -Zellkomplex ist eine schwache Äquivalenz.

Beweis. Sei i : X0 Ñ X “ colimXq ein relativer J -Zellkomplex. Eine Abbil-
dung Xq Ñ Xq`1 des Kolimes ist der Pushout eines Diagramms wie folgt:

š

nPI D
n Xq

š

nPI pDn ˆ Iq Xq`1

Nach Lemma 5.7 ist Xq Ñ Xq`1 damit ebenfalls die Inklusion eines De-
formationsretraktes und damit eine Homotopieäquivalenz. Weiterhin gibt es
für eine Folge von Inklusionen von punktierten Räumen Xi Ñ Xi`1 nach
[May99, S.65] einen natürlichen Isomorphismus πnpXq

–
ÝÑ colimi πnpXiq. Da

nun das Diagramm πnpX˚q nur aus Isomorphismen besteht, lässt sich der
Kolimes colimi πnpXiq als πnpX1q berechnen mit πnpX1q Ñ colimi πnpXiq ge-
geben durch die Identität. Mit der Natürlichkeit erhält man somit, dass auch
πnpiq ein Isomorphismus ist und i damit eine schwache Äquivalenz.

Abschließend die Kompatibilität:
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Lemma 5.20 ([MP12, 17.2.2]). Es gilt Im “ J m X Wq.

Beweis. „Im Ď J m“ : Da die Abbildungen in J relative CW-Komplexe sind,
folgt bereits J Ď RpIq und damit Im “ RpIqm Ď J m.
„Im Ď Wq“ : Die Inklusion eines Basispunkts ˚ ãÑ Sn ist ein relativer CW-
Komplex, sowie die Inklusion der Grundflächen in den reduzierten Zylinder:

Sn
_ Sn ãÑ Sn

^ I` “ Sn
ˆ I{t˚u ˆ I ,

liegen damit also ebenfalls in RpIq. Angenommen p : pE, xq Ñ pB, ppxqq liegt
in Im “ RpIqm. Sei γ : pSn, ˚q Ñ pB, ppxqq eine Schleife, dann erhält man
durch Liften bezüglich ˚ Ñ Sn:

˚ E

Sn B

˚ÞÑx

p

γ

D ⇝

0 πnpE, xq

Z πnpB, ppxqq ,

πnppq

1ÞÑrγs

die Abbildung πnpp, xq also surjektiv. Nun sei angenommen, dass γ1 und γ2
zwei Schleifen γ1, γ2 : pSn, ˚q Ñ pE, xq mit πnppqpγ1q “ πnppqpγ2q sind. Es
gibt also eine Homotopie H : Sn ^ I` Ñ pB, ppxqq und nach Voraussetzung
ein Lift in folgendem Diagramm:

Sn _ Sn E

Sn ^ I` B .

γ1_γ2

p

H

DH 1

Somit ist γ1 »H 1 γ2 und πnpp, xq damit auch injektiv, also p P Wq.
„J m X Wq Ď Im“ : Nun sei p : E Ñ B in J m X Wq. Zu lösen gilt folgendes
Hochhebeproblem:

Sn´1 E

Dn B .

q

g

p

f

Dλ

Dazu betrachte das folgende Diagramm:

Sn´1 Sn´1 ˆ I Sn´1

B E

Dn Dn ˆ I Dn .

i0

q

j

ι

h

i1

q

g

p

i0

f

h̃
ν g̃

i1
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Wobei j die konstante Homotopie ist: jpx, tq “ gpxq und h “ p ˝ j. Da p
eine schwache Äquivalenz ist, existieren nach [May99, S.68] Abbildungen g̃
und h̃ wie eingezeichnet, sodass das Diagramm mit den durchgezogenen und
gestrichelten Linien kommutiert. Da weiterhin das Paar pDn ˆ I,Dn ˆ t0uq

homöomorph zu pDn ˆ I,Dn ˆ t1u Y Sn´1 ˆ Iq ist, erhält man einen Lift:

Dn ˆ t1u Y Sn´1 ˆ I E

Dn ˆ I B ,

g̃ Y j

i1 Y ι p
ν

h̃

sodass p ˝ ν “ h̃, ν ˝ i1 “ g̃ und ν ˝ ι “ j. Den gesuchten Lift im Hochhebe-
problem liefert dann λ “ ν ˝ i0, denn:

p ˝ λ “ p ˝ ν ˝ i0 “ h̃ ˝ i0 “ f

λ ˝ q “ ν ˝ i0 ˝ q “ ν ˝ ι ˝ i0 “ j ˝ i0 “ j ˝ i1 “ g .

Dies vervollständigt den Beweis von:

Theorem 5.21. Die Kategorie CGTop zusammen mit pWq, Cq,Fqq ist eine
kompakt erzeugte Modellkategorie mit erzeugenden Kofaserungen I und er-
zeugenden azyklischen Kofaserungen J .

5.2 Kettenkomplexe

Sei R ein fixierter kommutativer Ring und ChR die Kategorie der Ketten-
komplexe von R-Moduln. ChR ist lokal klein und bivollständig, da Limiten
und Kolimiten gradweise berechnet werden [MP12, S.372]. Ziel wird es nun
sein, den topologischen Beweis der Quillen-Modellstruktur hier auf algebrai-
scher Ebene nachzuahmen. Dazu definieren wir folgende Analoga zu den
topologischen Objekten.

Definition 5.22. (a) Sei Sn der Kettenkomplex mit Z im Grad n und 0
sonst.

(b) Sei Dn`1 der Kettenkomplex mit Z in Graden n ` 1 und n und Ran-
dabbildung dn`1 “ idZ. Für einen Ring R schreibe Sn

R “ R b Sn und
Dn

R “ R b Dn.

(c) Sei I der Kettenkomplex mit Z in Grad 1 und Z2 in Grad 0. Die Ran-
dabbildung in Grad 1 ist gegeben durch d1 “ idˆp´ idq. Die Basis in
Grad 1 wird mit rIs bezeichnet und die Basen in Grad 0 mit r0s und r1s.
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Wir identifizieren die Z Kopie von Dn`1 im Grad n mit Sn und erhalten
so eine Inklusion Sn ãÑ Dn`1. Auf diese Weiße lässt sich Sn dann auch als
Rand von Dn auffassen.
Weiterhin ist für ein Kettenkomplex X das Tensorprodukt X b I im Grad
n gegeben durch pX b Iqn “ Xn ‘ Xn ‘ Xn´1. Somit definieren wir die
Inklusionen i0 und i1 über i0pxq “ px, 0, 0q und i1pxq “ p0, x, 0q.
Außerdem sei noch angemerkt, dass sich der Pushout zweier Abbildungen
f : A Ñ X und g : A Ñ Y in der Kategorie ChR über den Differenzkokern
pX ‘ Y q{ impf ´ gq berechnen lässt [MP12, S.374].

Bemerkung 5.23. Mit dieser Notation lässt sich sich eine Kettenhomotopie
zwischen zwei Abbildungen e, f : X Ñ Y auch als eine Kettenabbildung
h : X b I Ñ Y definieren, welche eingeschränkt auf X b r0s mit e überein-
stimmt und eingeschränkt auf X b r1s mit f ([MP12, S.374]). Definiert man
dann πnpXq als Menge der Homotopieklassen von Abbildungen Sn Ñ X, so
erhält man πnpXq “ HnpXq ([MP12, S.373]). Damit wird der Vergleich zu
der q-Modellstruktur auf CGTop noch deutlicher.

Nun können wir genauso wie in 5.16 die Modellstruktur formulieren.

Definition 5.24. Auf der Kategorie ChR definieren wir die Quillen-Modell-
struktur (oder auch projektive Modellstruktur) pWq, Cq,Fqq wie folgt:

• Die schwachen Äquivalenzen Wq sind die Quasiisomorphismen, also
Kettenabbildungen f , sodass f für alle n P Z in n-ter Homologie ein
Isomorphismus ist.

• Sei I die Menge aller Inklusionen Sn´1
R ãÑ Dn

R. Die q-Kofaserungen Cq
sind die Abbildungen m

pImq.

• Sei J die Menge aller Inklusionen i0 : D
n
R Ñ Dn

R b I. Die q-Faserungen
Fq sind die Abbildungen J m.

Für den Nachweis der Axiome fangen wir wieder mit den schwachen Äqui-
valenzen an.

Satz 5.25. Die schwachen Äquivalenzen Wq definieren eine Unterkategorie
von schwachen Äquivalenzen im Sinne von Definition 1.15.

Beweis. Nach Lemma 1.3 ist Wq abgeschlossen unter Retrakten und erfüllt
offenbar das 2-von-3-Axiom.

Folgendes Lemma zeigt, dass sich J auch anders wählen lässt, wie es z.B.
auch in [Hov99, 2.3.3] gemacht wird.
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Lemma 5.26 ([MP12, 18.4.3]). Eine Abbildung p ist eine Faserung genau
dann, wenn sie die RHHE bezüglich allen Abbildungen 0 Ñ Dn

R hat.

Beweis. Die Inklusion i0 : D
n
R Ñ Dn

R b I ist offenbar isomorph zur direkten
Summe von id : Dn

R Ñ Dn
R, 0 Ñ Dn

R und 0 Ñ Dn`1
R . Da jede Abbildung die

RHHE bezüglich der Identität hat, folgt somit die Aussage.

Damit lassen sich die q-Faserungen dann bereits konkreter klassifizieren.

Satz 5.27 ([Hov99, 2.3.4]). Eine Abbildung p : E Ñ B ist genau dann ei-
ne Faserung, wenn sie surjektiv in jedem Grad ist. Insbesondere ist jeder
Kettenkomplex fasernd.

Beweis. Nach vorherigem Lemma ist p genau dann eine Faserung, wenn in
einem Diagramm folgender Form stets ein Lift h existiert:

0 E

Dn
R B .

ph

Nun entspricht die Wahl eines kommutativen Diagramms der Wahl einer
Abbildung R Ñ Bn und damit einem Element b P Bn. Ein Lift entspricht
einem Urbild e P p´1

n pbq, da h durch die Setzung hn´1 “ dn ˝ hn für die
Randabbildung d˚ von E zu einer Kettenabbildung wird.

Analog zu dem im topologischen Fall verwendeten Lemma aus [May99,
S. 68], wollen wir hier nun auch ohne Beweis folgendes Lemma aus [MP12,
18.4.5] verwenden:

Lemma 5.28. Sei e : Y Ñ Z eine Abbildung in ChR. Dann gilt: Die in
Homologie induzierte Abbildung H˚peq ist ein Monomorphismus in Grad n´1
und ein Epimorphismus in Grad n genau dann, wenn es für Abbildungen f, g
und h wie in folgendem Diagramm Abbildungen g̃ und h̃ existieren, sodass
das gesamte Diagramm kommutiert:

Sn´1
R Sn´1

R b I Sn´1
R

Z Y

Dn
R Dn

R b I Dn
R .

i0

h

i1

g

e

i0

f

h̃ g̃

i1
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Um Missverständnisse zu vermeiden, bezeichnen wir für einen I-Zellkom-
plex X die durch den Zellkomplex gegebene Filtrierung mit FqX und den
q-ten Modul des Kettenkomplexes mit Xq.

Nun können wir anfangen in Richtung von Theorem 4.3 hinzuarbeiten.

Lemma 5.29. Sei X ein Kettenkomplex, sodass Xn “ 0 für fast alle n und
jedes Xn frei vom endlichen Rang ist. Dann ist X kompakt bezüglich allen
Inklusionen.

Beweis. Sei X Ñ Z “ colimq FqZ ein relativer Zellkomplex. Da Pushouts
von Inklusionen wieder Inklusionen sind [Hov99, 2.3.13], setzt sich Z im Grad
n als Vereinigung der pFqZqn für q P N zusammen. Somit gibt es für jedes
Basiselement x aus Xn ein q P N mit x P pFqZqn. Nun wähle das Maximum q0
all dieser q in jedem Grad, um eine Faktorisierung X Ñ Fq0Z zu erhalten.

Korrolar 5.30. I und J sind kompakt.

Nach dem Kleinen-Objekt-Argument gibt es also schwache Faktorisie-
rungssysteme pRpIq, Imq und pRpJ q,J mq. Für die Azyklizität verweisen wir
auf [MP12, Beweis 18.4.2]. Der Beweis verläuft wie im topologischen Fall,
indem algebraische Äquivalente zu den in Satz 5.19 genutzen Lemmata ver-
wendet werden.

Lemma 5.31 ([MP12, 18.4.2]). Jeder relative J -Zellkomplex ist eine schwa-
che Äquivalenz.

Abschließend zeigen wir die Kompatibilität:

Lemma 5.32 ([MP12, S.415]). Es gilt Im “ J m X Wq.

Beweis. Die Abbildungen in J sind I-Zellkomplexe, da ein Pushout entlang
Sn´1
R ãÑ Dn

R eine R-Komponente im Grad n hinzufügt. Folglich gilt J Ď

RpIq und damit J m Ą RpIqm “ Im. Für Im Ď Wq betrachte die Inklusion
0 Ñ Sn

R und die direkte Summe i0`i1 : S
n
R‘Sn

R Ñ Sn
RbI. Beide Abbildungen

sind aus gleichem Grund relative I-Zellkomplexe und liegen somit in RpIq.
Ist daher pp : E Ñ Bq P Im “ RpIqm, so zeigt Liften bezüglich 0 Ñ Sn

R, dass
Hnppq surjektiv ist:

0 E

Sn
R B

p

1ÞÑb

D ⇝

0 HnpEq

Z HnpBq .

Hnppq

Für x, y P En sind ppxq und ppyq genau dann homolog, wenn es eine Ab-
bildung s : Sn

R b I Ñ B gibt mit sp1 b r0sq “ ppxq und sp1 b r1sq “ ppyq
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(vgl. Bemerkung 5.23). Seien also x, y P En mit Hnppqpresq “ Hnppqprf sq

und s wie oben angegeben. Definiere t : Sn
R ‘ Sn

R Ñ E durch tp1, 0q “ x und
tp0, 1q “ y. Dann liefert Liften bezüglich Sn

R ‘ Sn
R Ñ Sn

R b I eine Abbildung
h : Sn

R b I Ñ E mit hp1 b r0sq “ x und hp1 b r1sq “ y:

Sn
R ‘ Sn

R E

Sn
R b I B .

i0`i1

t

p
Dh

s

Folglich sind auch x und y homolog, also rxs “ rys in HnpEq und Hnppq

damit auch injektiv.
Nun sei umgekehrt p : E Ñ B in J m X Wq und folgendes Hochhebepro-

blem gegeben:
Sn´1
R E

Dn
R B .

g

p

f

Dλ

Konstruiere damit den durchgezogenen Teil des folgenden Diagramms. Dabei
sei h die Komposition von f und der Abbildung Sn´1

R bI Ñ Dn
R, welche 1brIs

auf 0 schickt und sowohl 1 b r0s als auch 1 b r1s auf 1.

Sn´1
R Sn´1

R b I Sn´1
R

B E

Dn
R Dn

R b I Dn .

i0

q

j

ι

h

i1

q

g

p

i0

f

h̃
ν g̃

i1

Da Hnppq ein Isomorphismus ist, existieren nach 5.28 die gestrichelten Abbil-
dungen h̃ und g̃, sodass das Diagramm zusammen mit den durchgezogenen
Linien kommutiert. Da p P J m, hat p die RHHE bezüglich i0 : D

n
R Ñ Dn

R b I
und somit auch bezüglich i1. Man erhält also einen Lift ν mit p ˝ ν “ h̃ und
ν ˝ i1 “ g̃. Die Komposition λ “ ν ˝ i0 liefert dann wie im topologischen Fall
den gesuchten Lift des Hochhebeproblems.

Dies vervollständigt den Beweis von:

Theorem 5.33. Die Unterkategorien pWq, Cq,Fqq definieren eine kompakt
erzeugte Modellstruktur auf ChR mit erzeugenden Kofaserungen I und er-
zeugenden azyklischen Kofaserungen J .
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In Proposition 5.27 haben wir gezeigt, dass die Faserungen genau die
gradweisen Surjektionen (die Epimorphismen) sind. Ähnlich wollen wir ab-
schließend noch, zwei Sätze vorstellen, welche die Kofaserungen konkreter
klassifizieren.

Satz 5.34 ([MP12, 18.5.2]). (i) 0 Ñ C ist genau dann eine azyklische Ko-
faserung, wenn C ein projektives Objekt von ChR ist.

(ii) Falls C kofasernd ist, so ist C gradweise projektiv.

(iii) Ist C von unten beschränkt und gradweise projektiv, so ist C eine Ko-
faserung.

Satz 5.35 ([MP12, 18.5.3]). Eine Abbildung i : A Ñ X ist genau dann eine
Kofaserung, wenn sie gradweise split-injektiv ist und coker i kofasernd ist.

Bemerkung 5.36. Mit 5.34 und 5.27 erhält man, dass für einen R-Modul M
eine kofasernde Ersetzung von S0

M gerade eine projektive Auflösung von M
ist.

Dual zur projektiven Modellstruktur gibt es auf ChR auch folgende häufig
genutzte Modellstruktur.

Theorem 5.37 ([MP12, 18.5.4]). Es gibt auf ChR eine injektive Modell-
struktur pWq, Ci,Fiq, wobei die Kofaserungen Ci die Monomorphismen sind
und Fi über pCi X Wqq

m gegeben ist. Konkreter sind die Faserungen auch
die gradweisen split-Epimorphismen mit i-faserndem Kern. Weiterhin gelten
folgende Eigenschaften:

(i) D Ñ 0 ist genau dann eine azyklische i-Faserung, wenn D ein injektives
Objekt in ChR ist.

(ii) Falls D ein i-fasernder Kettenkomplex ist, so ist D gradweise injektiv.

(iii) Falls D von oben beschränkt ist und gradweise injektiv ist, dann ist D
ein i-fasernder Kettenkomplex.

Außerdem definiert der Identitätsfunktor eine Quillen-Äquivalenz zwischen
der q-Modellstruktur und der i-Modellstruktur auf ChR.

Hier sind die fasernden Ersetzungen entsprechend dann auch die injekti-
ven Auflösungen.
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5.3 Klassifikation der Modellstrukturen auf Mengen

Ziel dieses Abschnitts wird es sein, alle Modellstrukturen auf der Kategorie
Set zu klassifizieren. Dazu zunächst die Beobachtung, dass sich die (azykli-
schen) Faserungen einer Modellkategorie auch wie folgt berechnen lassen:

F X W “ Cm
“

č

fPC
tfu

m und F “ pW X Cq
m

“
č

fPpWXCq

tfu
m .

Das Vorgehen wird nun also sein, alle Klassen der Form tfum zu bestim-
men und dann beliebige Schnitte dieser zu bilden, um mögliche Wahlen
(azyklischer) Faserungen einzuschränken. Mit Bemerkung 1.18 und zusam-
men mit Lemma 1.19 lassen sich dann daraus die zugehörigen Kofaserungen
und schwachen Äquivalenzen konstruieren, sodass man danach einzeln prüfen
kann, ob diese eine Modellstruktur bilden. Die Mengenklammern lassen wir
nun im Folgenden auch weg: tfum “ fm.

Um die Klassen fm ausrechnen zu können, benötigen wir zunächst Kri-
terien dafür, wann ein Hochhebeproblem lösbar ist. Dabei gehen wir ähnlich
vor wie in [Cam]. Sei also ein Hochhebeproblem in Set gegeben:

A X

B Y .

ρ

f g

π

Die Abbildung f gibt eine disjunkte Zerlegung von A in (möglicherweise
leere) Fasern f´1pbq für b P B an und g gibt analog eine Zerlegung von X
an. Damit nun ein Lift existieren kann, muss ρ jede nicht-leere Faser von
f zu einem Punkt kollabieren und π darf nur auf Punkte mit nicht-leerer
Faser bezüglich g abbilden. Diese Kriterien sind auch bereits hinreichend,
wie folgendes Lemma zeigt:

Lemma 5.38. Ein Hochhebeproblem in Set ist genau dann lösbar, wenn:

1. ρ kollabiert jede nicht-leere Faser von f zu einem Punkt
und

2. Jeder Punkt in impπq hat nicht-leere Faser bezüglich g.

Beweis. Es fehlt nur noch die Rückrichtung. Setze hpbq “ ρpf´1pbqq für b P

impfq und hpbq “ y für ein y P g´1pπpbqq sonst. Dann ist h wohldefiniert und
nach Konstruktion h ˝ f “ ρ. Weiterhin gilt im 1. Fall:

pg ˝ hqpbq “ gpρpf´1
pbqqq “ πpfpf´1

pbqqq “ πpbq

und damit in beiden Fällen auch g ˝ h “ π.
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Nun ist das Ziel alle Paare von Abbildungen f : A Ñ B und g : X Ñ Y
zu bestimmen, sodass jedes kommutative Quadrat einen Lift besitzt. Dazu
ist es leichter zunächst mit der Negation anzufangen.

Lemma 5.39. Eine Abbildung f hat nicht die LHHE bezüglich g genau
dann, wenn

• f und g besitzen eine Faser mit mindestens zwei Punkten
oder

• f und g haben eine leere Faser und pA “ H _ X ‰ Hq

Beweis. „ðù“ : 1. Fall: Da alle Definitions- und Zielbereiche ungleich der
leeren Menge sind, existieren Abbildungen π und ρ, sodass obiges Viereck
kommutiert. Wähle a1, a2 P A, a1 ‰ a2 mit fpa1q “ fpa2q “: b und x1, x2 P

X, x1 ‰ x2 mit gpx1q “ gpx2q “: y, dann setze ρpa1q “ x1, ρpa2q “ x2

und πpbq “ y, um ein kommutatives Viereck zu erhalten, welches die erste
Bedingung aus Lemma 5.38 verletzt.
2. Fall: Da A “ H _ X ‰ H und g eine Faser besitzt, also Y ‰ H ist,
existiert ein kommutatives Viereck wie oben. Sei b P B mit f´1pbq “ H und
y P Y mit g´1pyq “ H, dann kommutiert das Quadrat für beliebige Wahlen
von πpbq. Insbesondere für πpbq “ y, was jedoch die zweite Bedingung aus
Lemma 5.38 verletzt.
„ùñ“ : Sei ein kommutatives Viereck gegeben, sodass kein Lift existiert, also
eine der Bedingungen aus Lemma 5.38 verletzt wird.
1. Fall: Es existieren a1, a2 P A, a1 ‰ a2 mit fpa1q “ fpa2q, aber ρpa1q ‰

ρpa2q. Da das Quadrat kommutiert, muss gpρpa1qq “ gpρpa2qq gelten, also
besitzen f und g eine Faser mit mind. 2 Punkten.
2. Fall: Es gibt b P B ‰ H mit g´1pπpbqq “ H. Dann folgt auch f´1pbq “ H,
da das Quadrat ansonsten nicht kommutieren könnte. Also haben f und g
eine leere Faser. Die Existenz einer Abbildung A Ñ X liefert schließlich noch
A “ H oder X ‰ H.

Durch Negation erhält man nun, da H Ñ Y injektiv ist:

Satz 5.40. f hat die LHHE bezüglich g genau dann, wenn:

• A ‰ H “ X

oder
• Unter f und g ist mind. eine Abbildung injektiv und eine surjektiv.

Damit lassen sich nun alle möglichen (azyklischen) Faserungen bestim-
men. Seien dazu alle, bij, inj und surj die Klassen aller Abbildungen, der

30



Bijektionen, Injektionen bzw. Surjektionen. Es sei injH die Klasse aller Abbil-
dungen (Injektionen) von einer leeren Menge in eine beliebige andere Menge
und der Index „‰ H“ stehe für Abbildungen mit Definitionsbereich ungleich
der leeren Menge. Wie in [Cam] kommt man dann auf folgende Klassen:

Lemma 5.41. Für eine Abbildung f treten folgende Klassen von fm und
m

pfmq auf:

1. Fall: f ist eine Bijektion: fm “ alle und m
pfmq “ bij.

2. Fall: f ist eine nicht-surjektive Injektion:

(a) Fall A “ H: fm “ surj und m
pfmq “ inj.

(b) Fall A ‰ H: fm “ surjY injH und m
pfmq “ inj‰H YtidHu.

3. Fall: f ist eine nicht-injektive Surjektion: fm “ inj und m
pfmq “ surj.

4. Fall: f ist weder surjektiv noch injektiv: fm “ bijY injH und m
pfmq “

alle‰H YtidHu.

Beweis. Anwenden von Satz 5.40.

Fasst man nun die alle oben aufgetretenen fm zu einer Klasse zusammen,
so fehlt nur noch bij, sodass die Klasse abgeschlossen unter Schnittbildung
wird. Mit der anfänglichen Bemerkung wurde also gezeigt:

Lemma 5.42. Ist F die Klasse der (azyklischen) Faserungen einer Modell-
struktur auf Set, so folgt:

F P Γ :“ tbij, bijY injH, surj, inj, surjY injH, alleu.

Bemerkung 5.43. Für eine weder surjektive noch injektive Abbildung f und
I “ tf,H Ñ t˚uu ist Im “ pbijY injHq X surj “ bij. Somit ist jedes F bzw.
F XW in Γ von der Form Im für eine Klasse von Abbildungen I. Außerdem
lassen sich die Abbildungen in I mit endlichem Definitionsbereich wählen,
sodass die I kompakt sind und folglich jede Modellstruktur auf Set kompakt
erzeugt ist.

Nun untersuchen wir zunächst alle Modellstrukturen mit F X W “ F .
Laut der Bemerkung aus Lemma 1.19 sind in diesem Fall alle Möglichkeiten
bereits wie folgt gegeben:

Lemma 5.44. Zu jeder Wahl von F P Γ wird wie folgt eine kompakt erzeugte
Modellstruktur auf Set gegeben:

pW , C,Fq “ palle, mF ,Fq.
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Beweis. W “ alle definiert offenbar eine Unterkategorie von schwachen Äqui-
valenzen. Wähle J kompakt mit J m “ F und setze I “ J . Dann werden
die Bedingungen aus Theorem 4.3 trivialerweise erfüllt.

Damit sind also bereits 6 verschiedene Modellstrukturen auf Set gegeben.
Nun betrachten wir alle Möglichkeiten mit F XW Ĺ F aus Γ und prüfen, ob
das zugehörige W gegegben durch W “ pFXWq˝pCXWq das 2-von-3-Axiom
erfüllen würde:

F X W C F C X W W 2-von-3
1 bij alle alle bij bij ✓
2 bij alle inj surj surj ×
3 bij alle bijY injH alle‰H YtidHu alle‰H YtidHu ✓
4 bij alle surj inj inj ×
5 bij alle surjY injH inj‰H YtidHu inj‰H YtidHu ×
6 inj surj alle bij bij ✓
7 surj inj surjY injH inj‰H YtidHu alle‰H YtidHu ✓
8 surj inj alle bij surj ×
9 surjY injH inj‰H YtidHu alle bij surjY injH ×
10 bijY injH alle‰H YtidHu inj surj surjY injH ×
11 bijY injH alle‰H YtidHu surjY injH inj‰H YtidHu inj‰H YtidHu ×
12 bijY injH alle‰H YtidHu alle bij bijY injH × .

Die Zeile 6 fällt dabei aber bereits weg, da der Schnitt von F mit W
nicht mit der Wahl von F X W übereinstimmt. Nun bleibt zu prüfen, ob
die übrigen drei Möglichkeiten tatsächlich eine Modellstruktur bilden. Dabei
weichen wir wieder von [Cam] ab und verwenden stattdessen die Mittel der
kompakt erzeugten Modellstrukturen. Dazu folgendes Lemma:

Lemma 5.45. Die Klassen bij und alle‰H YtidHu definieren Unterkategorien
von schwachen Äquivalenzen.

Beweis. Offenbar enthalten sie alle Identitäten, also bleibt es zu zeigen, dass
sie abgeschlossen unter Retrakten sind. Sei ein Retrakt gegeben mit g P W :

A C A

B D B .

f g f

1. Fall: W “ bij: Folgt sofort aus 1.3.

2. Fall W “ alle‰H YtidHu: Falls B ‰ H ist, so folgt auch D ‰ H und
damit A ‰ H, also f P W . Falls B “ H ist, folgt bereits D “ C “

A “ H, also f “ idH P W .
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Nun können wir Theorem 4.3 anwenden.
Lemma 5.46. Die drei übrigen Möglichkeiten definieren eine kompakt er-
zeugte Modellstruktur auf Set.
Beweis. Sei I in den jeweiligen Fällen kompakt gewählt mit Im “ F X W .
Der Reihe nach die Zeilen (1), (3) und (7):

(1) Azyklizität: Nach Lemma 5.41 gibt es eine Abbildung f mit bij “
m

pfmq, die Klasse bij also linksgesättigt. Nun wähle für die erzeugen-
den azyklischen Kofaserung J “ tfu, wobei f eine Bijektion ist mit
endlichem Definitionsbereich. Damit habe J Ď W , also folgt die Azy-
klizität aus Bemerkung 4.4. Kompatibilität:

Im
“ bij “ alleX bij “ J m

X W .

(3) Azyklizität: Genauso wie im vorherigen Fall ist W “ alle‰H YtidHu

linksgesättigt. Für die erzeugenden azyklischen Kofaserungen wähle
J “ tfu mit f weder surjektiv noch injektiv und mit endlichem Defi-
nitionsbereich. Die Azyklizität folgt damit wieder aus Bemerkung 4.4.
Kompatibilität:

Im
“ bij “ pbijY injHq X palle‰H YtidHuq “ J m

X W .

(7) Azyklizität: Die schwachen Äquivalenzen sind wie in (2), also ebenfalls
linksgesättigt. Sei f : A Ñ B eine nicht-surjektive Injektion mit A ‰ H

und endlich. Wähle J “ tfu, um die Azyklizität wieder aus 4.4 zu
erhalten. Kompatibilität:

Im
“ surj “ psurjY injHq X palle‰H YtidHuq “ J m

X W .

Somit wurde gezeigt:
Theorem 5.47. Alle möglichen Modellstrukturen auf Set sind gegeben
durch:

Kofaserungen Faserungen schwache Äquivalenzen
alle bij alle

alle‰H YtidHu bijY injH alle
inj surj alle
surj inj alle

inj‰H YtidHu surjY injH alle
bij alle alle
alle alle bij
alle bijY injH alle‰H YtidHu

inj surjY injH alle‰H YtidHu .
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