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Einleitung

Zur Klassifikation reeller einfacher Lie-Algebren haben sich zwei Ansétze als
besonders hilfreich etabliert: Satake-Diagramme und Vogan-Diagramme. Bei-
de Ansétze reduzieren das Problem auf die Klassifikation reeller Formen von
komplexen einfachen Lie-Algebren, welche bis auf Isomorphie eineindeutig ih-
ren Dynkin-Diagrammen zugeordnet werden. Ziel dieser Arbeit ist, beide An-
sitze zur Klassifikation reeller Formen komplexer einfacher Lie-Algebren vor-
zustellen, dabei Gemeinsamkeiten und Unterschiede herauszuarbeiten, und
schliellich die Zuordnung von Satake- bzw. Vogan-Diagrammen zu den ent-
sprechenden Lie-Algebren in einer Tabelle gegentiberzustellen.

Hierzu werden zunéchst die Grundlagen der Strukturtheorie von Lie-Algebren
vorgestellt und mittels des Konzepts der Komplezifizierung reeller Lie-Alge-
bren das Problem auf die Klassifikation reeller Formen komplexer einfacher
Lie-Algebren reduziert.

Mithilfe von Wurzelsystemen als Teilmenge einer Cartan-Unteralgebra und
den zugehérigen Dynkin-Diagrammen wird dann ein Uberblick iiber die Klas-
sifikation komplexer einfacher Lie-Algebren, mit den entsprechenden Isomor-
phie- und FEristenzsdtzen, gegeben.

Fir die Klassifikation der reellen Formen spielt eine Cartan-Zerlequng als
Zerlegung in Eigenrdume einer Cartan-Involution eine entscheidende Rol-
le: Damit lassen sich die Begriffe einer maximal kompakten bzw. mazimal
nicht-kompakten Cartan-Unteralgebra definieren, wobei erstere fiir die Kon-
struktion von Vogan-Diagrammen, zweitere fiir die Konstruktion von Satake-
Diagrammen verwendet werden, die jeweils aus den Dynkin-Diagrammen der
Komplexifizierung der entsprechenden Cartan-Unteralgebra gewonnen wer-
den. Die moglichen Satake- und Vogan-Diagramme werden schliellich in einer
systematischen Ubersicht den entsprechenden reellen einfachen Lie-Algebren
zugeordnet.



1 Grundlagen

Dieses Kapitel orientiert sich an den Darstellungen von Humphreys | ,
§1-5] und Knapp | .

Definition 1.1. Sei K ein Korper. Eine Lie-Algebra ist ein endlich-dimen-
sionaler’ K-Vektorraum g mit einer bilinearen Abbildung [-,-]: g x g — g
(der Lie-Klammer), sodass fir alle x,y, z € g gilt:

L [z,2] =0
2. [z, [y, 2] + [y, [, z]] + [z, [z,y]] = 0 (Jacobi-Identitat)

Eine Lie-Unteralgebra ist ein Untervektorraum, der abgeschlossen unter
der Lie-Klammer ist.
Fiir Teilmengen U,V C g setze

[U,V]:=span{[z,y| |z € U,y € V}.

Eine Lie-Algebra g heifit abelsch, falls [g, g] = 0.

Ein Ideal a ist ein Untervektorraum von g, sodass [a, g] C a.

Eine Lie-Algebra g heifit einfach, falls g nicht abelsch ist, und 0 und g die
einzigen Ideale in g sind.

Fiir eine Lie-Algebra g, eine Unteralgebra h < g und eine Teilmenge A C g
ist der Normalisator

Ny (A) :={z €h|[{z}, A] C A}
und der Zentralisator
3y(A):={z e h|[{z}, A] = 0}.

Das Zentrum von g ist Z(g) := 3,(g).
Eine K-lineare Abbildung ¢: g — b zwischen Lie-Algebren heifit Lie-Alge-
bren-Homomorphismus, falls fir alle z,y € g gilt

o([z,y]) = [w(z), p(y)].

Eine Darstellung einer Lie-Algebra g ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus
w: g — gl(V) fir einen K-Vektorraum V.
Ein Unterraum U C V heifit invariant unter ¢, falls fir alle z € g,v € U

gilt (¢(z))(v) € U.

!Eine Lie-Algebra kann allgemein auch unendlich-dimensional sein. In dieser Arbeit
werden aber nur endlich-dimensionale Lie-Algebren betrachtet.
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Eine Darstellung ¢ heifit irreduzibel, falls V' genau zwei invariante Unter-
rdume besitzt.

Eine Darstellung ¢ heifit vollstdndig reduzibel, falls V' in eine direkte
Summe invarianter irreduzibler Unterrdaume zerfallt.

Beispiel 1.2.

Fir einen K-Vektorraum V ist gl(V') := End(V') mit [f, g] := fog—gof
eine Lie-Algebra.

Der Unterraum sl(V') := {f € gl(V) | Tr f = 0} ist eine Unteralgebra
und ein Ideal in gl(V).?

Ideale a < g sind Unteralgebren, denn [a,a] C [a,g] C a.

Normalisatoren und Zentralisatoren sind wegen der Jacobi-Identitat
Unteralgebren, Zentren sind Ideale.

Fir z,y € g sei adz definiert durch ad z(y) := [z,y]. Der Homomor-
phismus

ad: g —— gl(g)

r+—— adx

ist die adjungierte Darstellung.’

Definition 1.3. Fir eine Lie-Algebra g sind die absteigende Zentralreihe
C™g und die derivierte Reihe D"g definiert durch

% := D% =g
c"tg =g, C"g]
Drtlg = [Dg, D"yl

2Denn fiir f,g € gl(V) ist

Tr([f,g]) = Tr(feg—go f) =Tr(fog) —Tr(ge f) = Tr(fog) —Tr(feog) =0.

3Das ist tatsichlich eine Darstellung: Fiir =, vy, z € g ist

[adz,ad y](z) = adz(ad y(z)) —ad y(ad x(2)) = [z, [y, 2]] — [y, [z, 2]]
=[x, [y, 2l + [y, [2, 2] = —[2, [z, y]] = [[=, y], 2]
= ad[z, y](2)



Eine Lie-Algebra g heifit

« nilpotent, falls es N € N, gibt mit Vg = 0.
Ein Element x € g heifit ad-nilpotent, falls ad z € End(g) nilpotent
ist.

« auflésbar, falls es N € N, gibt mit 2Vg = 0.
e halbeinfach, falls 0 < g das einzige auflosbare Ideal in g ist.

Satz 1.4 (Satz von Engel). Fine Lie-Algebra g ist genau dann nilpotent,
wenn jedes Element x € g ad-nilpotent ist.

Zum Beweis siehe [ , §3.3].

Definition 1.5. Sei g eine Lie-Algebra iiber einen Kérper K und L D K

eine Korpererweiterung. Das Tensorprodukt g ® ;- L lasst sich auffassen als
L-Vektorraum® und die K-bilineare Abbildung

(0®x L) X (g®x L) ——— g® L
(:C®a,y®b) _ [a:,y]@(a-b)

ist auch L-bilinear und induziert auf g¥ := g ® ;- L die Struktur einer Lie-
Algebra tiber L, wie man auf einem Erzeugendensystem nachrechnet.

Sei g umgekehrt eine Lie-Algebra tber dem Erweiterungskorper L O K
und dimg L < oo. Dann lasst sich g auch als endlich-dimensionaler K-
Vektorraum auffassen und die Lie-Klammer induziert die Struktur einer Lie-
Algebra iiber K auf g¥ := g.

Im Fall K = R,L = C heifit g° die Komplexifizierung der reellen Lie-
Algebra g und es ist (g%)F = g @ ig.

Gilt allgemein fiir eine komplexe Lie-Algebra g und eine reelle Lie-Algebra b,
dass g® = h@ibh, heiBt b reelle Form von g. Der Homomorphismus g& — g¥,
der auf b als id operiert und auf if als —id operiert, ist eine Involution (also
ein Isomorphismus) und heift Konjugation von g tiber b.

Proposition 1.6. Sei g eine Lie-Algebra tiber K und L D K eine Korper-
erweiterung. Identifiziere g mit der Teilmenge g ® 1 C g~. Dann ist

g,0]" = [g", g"].

Beweis.
Sei [z,y] ® a € [g,g]". Dann st [z,9] ® a = [z ® a,y ® 1] € [g", g"].
Sei [r®a,y®b] € [g¥, ¢"]. Dann ist [r®a,y®b] = [z,y|®ab € [g,0]". O

Firr®a cg®p Lund b € L setze (x®a)-b:=x® (a-b).

b}



Definition 1.7. Die Killingform auf einer Lie-Algebra g ist die symmetri-
sche bilineare Abbildung

B: gxg—— K

(z,y) ——— Tr(adx o ady)

Proposition 1.8. Sei g eine Lie-Algebra diber K, sei L O K eine Kor-
pererweiterung, B die Killingform auf g und BT die Killingform auf g*.

Identifiziere g mit g® 1 C g¥. Dann ist B = B|Lg><g'

Beweis. Wihle eine Basis (v;); von g. Dann ist (v; ® 1), eine Basis von g~.
Dann werden ad,z und adg.(z ® 1) fir z € g durch die gleiche Matrix
dargestellt. [

Satz 1.9 (Satz von Lie). Sei g eine auflosbare Lie-Algebra tiber einen Korper
K C C mit einem Zwischenkérper K C L C C, sei zudem V # 0 ein endlich-
dimensionaler L-Vektorraum und ¢: g — gl(V') eine Darstellung. Enthdlt L
alle Figenwerte aller Elemente in p(g), existiert eine Basis von V, zu der
alle Elemente in p(g) durch obere Dreiecksmatrizen dargestellt sind.

Beweisskizze (Beweis in | , §1.5]).

1. Unter obigen Voraussetzungen existiert ein gemeinsamer Eigenvektor
der Elemente von ¢(g): Induktion tiber dim g (Klar fiir dimg = 1).
Wihle ein Ideal h <g mit Kodimension 1, einen gemeinsamen Eigenvek-
tor e aller Elemente in b, wéhle zudem A € h*, sodass ¢(h)(e) = A(h)(e)
fir alle h € h und ein Element x € g\ h. Sei E C V der von
den (¢(z))*(e) aufgespannte ¢(x)-invariante Unterraum. Dann gilt
o(h)(v) = A(h)(v) fur alle h € h,v € E:

Zur Basis ()%, ¢(x)'e, ... dargestellt ist (h) g eine obere Dreiecks-
matrix mit Diagonalelementen A(h). Wegen [h, z] € b folgt

A([h,x]) - dim E = Tro(lh,x]) =0

und induktiv ¢(h)(p(x))ke = A(h)(¢(z))"e.
Waibhle einen Eigenvektor v € E von ¢(x) als gemeinsamen Eigenvektor
der Elemente von ¢(g).

2. Es existiert eine vollstandige Fahne V.=V, DV, D ... DV, =0,
sodass alle V; invariant unter ¢(g) sind und dimV; — dimV;,, = 1:
Induktion tiber dim V' (klar fir dimV = 1).

Wihle einen gemeinsamen Eigenvektor v und eine vollstdndige Fahne
zu der von ¢ induzierten Darstellung auf V / Kv- Konstruiere daraus
eine vollstandige Fahne in V.



Satz 1.10 (Cartan-Kriterien fir Aufldsbarkeit und Halbeinfachheit).
Sei K C L C C ein Korper, g eine Lie-Algebra iiber K und B die Killingform
auf g. Dann ist g ist genau dann auflésbar, wenn

[g,9] CRadB:={x € g| B(x,y) =0 fir alle y € g}.
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

1. g ist halbeinfach
2. g ist halbeinfach

3. B ist nicht ausgeartet, also 0 = Rad B (Cartan-Kriterium fir Halbein-
fachheit)

4. Es gibt bis auf Reihenfolge eindeutige einfache Ideale gq,...,9, < g,
sodass g = P g,
i=1

Beweisskizze (Beweis in | , §1.7]).

1. Auflosbarkeit: Nach 1.6 ist g genau dann auflésbar, wenn g& auflosbar
ist. Mit Proposition 1.8 folgt, dass [g,g] C Rad B genau dann, wenn
(g%, g%] € Rad BE. Sei also oBdA K = C.

,=" ist der Satz von Lie 1.9 angewendet auf die Darstellung ad.

= Sei x = > [x;,2;] € [g,9] mit der Jordan-Chevalley-Zerlegung

adz = s +n in Endg g und seien Ay, ..., A, die Eigenwerte von s
mit BEigenraumen V;,...,V, . Es operiere 5 € Endg g auf V; als A;.
Es folgt Tr(sadx) > 0, falls s # 0.

Ferner ist adg 5 (ad ¥) = adyy4) st+adg4) n die Jordan-Chevalley-
Zerlegung von ad g, (ad z) und die Eigenwerte von ad g, s sind
Nun ist adgy(4) s = r(adgg) (ad x)) fir ein Polynom r mit (0) = 0,
und somit Tr(sad ) Summe von Termen der Form B([y;, ¥5),¥s),
also 0. Es folgt s = 0, also ad x nilpotent. Nach dem Satz von

Engel 1.4 ist [g, g] nilpotent, also g auflosbar.
2. Halbeinfachheit:

e (1) = (3)“: Angenommen, Rad B # 0. Man zeige, dass das Ideal
Rad B < g auflosbar ist:
Sei Bp,q g die Killingform auf Rad B. Es ist

Braa B = B|Rad BxRad B = 0;



also nach dem Cartan-Kriterium fir Auflosbarkeit ist Rad B auf-
losbar. Also ist g nicht halbeinfach.

e ,(3) = (1)“: Sei Rad B = 0, a < g abelsch. Es gentigt zu zeigen
a C Rad B.
Mit z € a,y,z € g folgt (adz o ady)?(z) = 0, also ist adzady
nilpotent, also Tr(adzady) = 0, also = € Rad B.

o (1) < (2)“: Sei BE die Killingform auf g¥. Nach 1.8 ist BY genau
dann ausgeartet, wenn B ausgeartet ist.

e (1) = (4)“: Fur ein minimales Ideal a < g bilde das orthogonale
Komplement at := {z € g | B(z,a) = {0}} und erhalte g = a®a*
und at < g halbeinfach. a ist einfach, weil jedes Ideal in a auch
Ideal in g ist. Wiederhole die Konstruktion mit a*.

Zur Eindeutigkeit erhalte fiir ein einfaches Ideal a = @a, g,],

1
wovon nur ein Summand nichttrivial sein kann.

e (4) = (1)“: Gibt es eine solche Zerlegung, ist B eine orthogonale
Summe nicht ausgearteter Formen, also nicht ausgeartet.

Satz 1.11. Sei g eine reelle einfache Lie-Algebra. Dann gilt
1. g=a” fir eine komplexe einfache Lie-Algebra a; oder
2. g® ist eine komplexe einfache Lie-Algebra.

Beweis [ , Thm. 6.94]. Angenommen, g ist nicht einfach, es existiert
also ein nicht-triviales Ideal a < g% Sei o die Konjugation von g© iiber g.
Dann sind a N o(a) und a + o(a) Ideale in g%, die o-invariant sind, also
Komplexifizierungen von Idealen in g. Da g einfach ist, gilt daher aNo(a) =0
(wegen a # g%) und a + o(a) = g° (wegen a # 0). Also folgt g* = a @ o(a).
Sei nun ¢ die Einbettung g < g° gefolgt von der Projektion auf a. Damit
ist ¢ ein Homomorphismus reeller Lie-Algebren, und da g einfach ist, ist
ker ¢ = 0 oder ker ¢ = g.

Ist kerp = g folgt daher g C o(a) und g = o(g) C o(o(a)) = a, also
g Cano(a) =0 und g ist nicht einfach, Widerspruch.

Also ist ker ¢ = 0, und ¢ injektiv. Aus Dimensionsgriinden folgt somit g = a¥.
Dann ist a einfach, da jedes Ideal in a auch ein Ideal in g ist. [

Bemerkung. Damit ist gezeigt, dass es zur Klassifikation reeller einfacher
Lie-Algebren reicht, die komplexen einfachen Lie-Algebren und ihre reellen
Formen zu klassifizieren.



Beispiel 1.12. Fiir n,m € N seien I, Jy, n, die Blockmatrizen

L = I%m ign und Jy = iccl)n I%n
Knapp | , §1.8] zeigt, dass die folgenden Lie-Algebren, die sogenannten
klassischen Matrixalgebren tiber R halbeinfach sind:

sl(n,R) = {z € gl(n,R) | Trz = 0} (n>2)
sl(n,C) ={z € gl(n,C) | Trz = 0} (n>2)
sl(n,H) = {z € gl(n,H) | ReTrz = 0} (n>1)
so(n) ={z € gl(n,R) | 27 + 2z =0} (n>2)
s0(n,C) = {x € gl(n,C) | 2T + x = 0} (n>2)
so(m,n) ={z egllm+n,R) | 2" -1, +1,,2=0} (m+n>3)
s0°(2n) = {w € s1(2n, ) Lryn Ty T et (n>2)
su(n) = {z €sl(n,C) | T +z =0} (n>2)
su(m,n) = {z €sl(n,C) | " I, + I,,, ,a = 0} (m+n>2)
sp(2n,R) = {z € gI(2n,R) | 2T J,, ,, + J,, o = 0} (n>1)
sp(2n,C) = {z € gI(2n,C) | 2 J,, ,, + J,, ,x = 0} (n>1)
sp(2n) = {z € gl(n,H) | " +z =0} (n>1)
sp(2m,2n) = {x € gl(m +n,H) | TTIm’n +1L,nr=0} (m+n>1)

Es wird sich durch die Klassifikation herausstellen, dass es sich bei fast allen
dieser Lie-Algebren tatsdchlich um einfache Lie-Algebren handelt. Ausnah-
men davon sind:



2 Wurzelsysteme und Klassifikation von kom-
plexen einfachen Lie-Algebren

Dieses Kapitel orientiert sich an den Darstellungen von Humphreys [ ,
§7-12] und Knapp | , ).

Satz 2.1. Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra. Dann existieren
fir alle x € g eindeutige x4, x, € @, sodass adx = ad(z,) + ad(zx,,) die
Jordan-Chevalley-Zerlegung von ad x ist.

Bemerkung. Das erlaubt uns, in halbeinfachen komplexen Lie-Algebren eine
abstrakte Jordan-Chevalley-Zerlegung und die Begriffe halbeinfach (bzw.
diagonalisierbar) und nilpotent fiir Elemente dieser Lie-Algebren zu definie-
ren.

Zum Beweis siehe [ , §5.4).

Definition 2.2. Sei g eine halbeinfache Lie-Algebra. Eine Unteralgebra h < g
heifit Cartan-Unteralgebra, falls h nilpotent ist und 9,(h) = b.

Satz 2.3. Jede komplexe halbeinfache Lie-Algebra g enthdlt eine Cartan-
Unteralgebra.

Beweisskizze. Wahle eine Unteralgebra h < g, die maximal ist mit der Ei-
genschaft, dass alle ihre Elemente halbeinfach sind. Dann ist § abelsch, also
nilpotent und es existiert eine Zerlegung

o= P {regl|hz]—alh) z=0firale h € b},

ach*

=0

wobei fiir nur endliche viele o € h* gilt g, # 0.

Nach | , §8.2]ist 34(h) =h. Firx = > x, € MNy(h) ist fiiralle h € b
ach*
h= 3g(b) =g > [h7x] = Z [hﬂxa] S @ Yoo
ach\{0} ach*\{0}

also [h, ] = 0 und N (h) = b.

Definition 2.4. Sei g eine komplexe Lie-Algebra und h < g eine nilpotente
Unteralgebra. Die verallgemeinerten Gewichtsriaume sind die Untervek-
torraume

g, ={r€g|(adh—a(h)-id)"z =0 fir alle h € h und ein n € Ny} C g

fir a € h*.
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Pro

position 2.5. Fir eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra g, ihre Killing-

form B und eine Cartan-Unteralgebra b < g erfillen die verallgemeinerten

Gewichtsraume g,
1. [84,95] C 8a4p fir o, B € h*.
2.92hd® G}(Dga fiir eine endliche Teilmenge ® C h* \ {0}.
ae
3. 9o = b ist abelsch.
4. Fira,f € ®U{0}, a # —f ist B(g,,83) = 0.
5. Es ist genau dann a € ®, wenn —a € P.
6. @ ist ein Erzeugendensystem von h*.
Beweis [ ,82.2,2.4]. 1. Firx €g,,y € ggist
(adh — a(h) -id —B(h) - id)[z, y]
= [(ad h — a(h) - id)z,y] + [z, (ad h — (k) - id)y],
also induktiv
(adh — a(h) - id—B(h) - id)" [z,
-y (Z) [(ad b — a(h) - id)iz, (ad h — B(h) - id)" iy,
i=1
also [z,y] € g4 5-
2. Esist h C g, also ist [h,g,] C g, fir alle a € h*.

Wiéhle eine Basis hq, ..., h, von b und setze fir A € C
gr;=1r€gl(adh; — A-id)"z = 0 fir ein n € N} C g,.

Dann zerféllt g in die verallgemeinerten Eigenrdume g = @ g, ;. Wie
AeC
oben sind auch die g, ; invariant unter ad h und die g, ; zerfallen in

die verallgemeinerten Eigenrdume von ad h,. Iterativ erhalt man
T
1= D [loi=Doe.
i=1 ach*

Offenbar ist die Menge ® := {a € h* | g, # 0} endlich, da g endlich-
dimensional ist.
Angenommen g, # h. Wahle die Darstellung
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p: b —————gl(8/p)

h ——— (z+ b [h,2] +b)

mit ¢(h) auflosbar, da b auflosbar ist. Wahle mit dem Satz von Lie 1.9
einen gemeinsamen Eigenvektor z+h € 9o / fh\{0}. Der gemeinsame Ei-
genwert ist 0, also ¢(h)(z+bh) C b, also [h,x] € b, also x € N, (h) = b,
Widerspruch.

Also folgt g = bh und

9= P,

aced

3. Seien hq, hy € b. Da b nilpotent ist, ist ad h auflosbar und nach dem
Satz von Lie 1.9 zu einer Basis durch Dreiecksmatrizen dargestellt. Fiir
Dreiecksmatrizen gilt Tr(ABC) = Tr(BAC), also B([hy,hy),h) = 0
fir alle h € b.

Fir = € g,, a # 0 ist ad[hy,hy]adz: g5 — g, nilpotent, also
B([hq, hy],x) = 0 fur alle z € g. Also [hy, hy] € Rad B = {0}.

4. Wiéhle eine Basis aus den verallgemeinerten Eigenraumen und stelle
die Matrix von adzady fir = € g,, y € g5 auf. Die Diagonaleintrage
verschwinden wegen ad z ad y(g.) C 8,5, also B(z,y) = 0.

5. B ist nicht ausgeartet, und da fiir alle 8 # —a gilt B(g,,g5) = 0, folgt
B(z,9_,) # 0 fir alle x € g,

6. Angenommen, es existiert h € h mit a(h) = 0 fir alle a € ®. Dann ist
ad h nilpotent, also B(h,h) = 0, da b abelsch ist. Also h = 0 und P ist

Erzeugendensystem von h*.
O

Definition 2.6. Sei g eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra, h < g eine
Cartan-Unteralgebra und ® := {o € h* | g, # 0}. Dann heiflen die o € ®

Wurzeln, und die Zerlegung g = h & @ g, Wurzelraumzerlegung.
acd

Fir o € ® sei t, € b eindeutig mit B(h,t,) = a(h) fir alle h € h.> Man
wihle fir o € ® aufilerdem mit dem Satz von Lie 1.9° ein z,, € g, \ {0} mit
[h,z,] = a(h)z, fur alle h € b.

Existenz und Eindeutigkeit folgen aus By« nicht ausgeartet

Sangewendet auf die Darstellung adbh: b — gl(g,,)
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Proposition 2.7. Sei g =h® P g, die Wurzelraumzerlegung einer kom-
acd

plexen halbeinfachen Lie-Algebra. Dann gilt:
1. Firae ®, zeg_, ist [v,,z] = B(z,,2)t,.
2. Fir o, B € ® ist f(t,) € Qal(t,) und a(t,) # 0.

3. Fir o € ® ist dimg, =1, also g, = () ker(adh — a(h) - id) und alle
heh
ad h fir h € b sind gleichzeitig diagonalisierbar.

4. Die x,, konnen so festgelegt werden, dass die Abbildung

span{z,,z_,,t,} — sl(2,C)

[e 2o

ein Isomorphismus von Lie-Algebren ist.
Beweis [ , §82.4). 1. Fir h € b ist

wh)B(z, )

B([z,,x],h) = B(z,[h,z,]) = a(h)B(x,z,) = B(t
= B(B($7xa)ta7h)

Y

also [z,,2] = B(w,z,)t,, denn [z,,2] € h und B,y ist nicht ausge-
artet.

2. Wahle y_,, € g_, mit B(t,,y_,) = 1, also [z,,y_,] = t, und setze

g = Q}ZQBHW. Dann ist g’ invariant unter adt,,ad z,,ady_, und
ne

Tr((ad ty) ) = Tr((ad ) g (0 ) g — (2 ) g (8 7)) = 0.

Gleichzeitig hat ad ¢, auf gg,,, als einzigen verallgemeinerten Eigen-
wert ((t,,) + na(t,), also

0="Tr((adt,);g) = > (B(ta) +nelt,)) - dimgg., .,

nez

also B(t,) € Qu(t,).
Ist a(t,) = 0, folgt B(t,) = 0 fir alle 5 € @, also auch fiir alle 8 € bh*.
Also t,, = 0, Widerspruch.
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3. Der Raum ¢” := Cz, @ Ct,, ® P g,,, ist invariant unter adt,, ad z,
n<0
und ady_,,. Auf jedem Summanden hat ad ¢, einen verallgemeinerten

Eigenwert, also ist wie oben

0=Tr((adt,) ) = alt,) + 0+ Y na(t,)dimg,,.

Also > ndimg_,, = 1.
n=1
4. Wie oben ist B(z,,z_,) # 0 und a(t,) # 0. Ersetze also z, durch
Yo = W(Ea. Dann ist

« a

[Yar 2ol Yal = BYar ©_o)ta> Vol

[[youxfa]?xfa] = o ) ’ <—Oé(ta)>l’7a = _233704'

Die Klammerrelationen sind also erfiillt und die gleichen Wahlen erge-

ben ebenso einen Isomorphismus span{z_,,y,, [*_,,¥.]} = sl(2,C).
]

Bemerkung. Schreibe h := ({ %),z == (§3),y == (?9) € sl(2,C), also
s((2,C) = span{h, z, y}.

Proposition 2.8 (Darstellungstheorie von sl(2, C)). Sei p: sl(2,C) — gl(V)

eine Darstellung. Dann ist ¢ vollstindig reduzibel und p(h) ist diagonalisier-

bar.

Ist ¢ idrreduzibel, ist V=V @V, @& ..0&V_, firenm € Z und die

eindimensionalen Eigenraume Vy von ¢(h) zum Eigenwert \.

Fiir jede Dimension r € Z% existiert eine solche irreduzible Darstellung

: 5l(2,C) — gl(r,C) und es gibt eine Basis vy, ...,v,_; von C", sodass
(h)v; = (r—1—2i)y;

« p(h)v;
o p(x)v;, =i(r—1i)v;_y, wobeiv_; :=0
o @(y)v; = v;,1, wobei v, = 0.

Zum Beweis siehe [ , §7].
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Definition 2.9. Sei g=hd P g, die Wurzelraumzerlegung einer komple-
acd
xen halbeinfachen Lie-Algebra. Wahle x, € g, wie in Proposition 2.7 und

setze sl$ = span{z,z_,, [z, x_,|} = s1(2,C).
i
=Yq =Ny
Fir o € ® und g € ® U {0} sei (P U{0}) N{8+ na|n € Z} die a-Kette
von Wurzeln durch 5.
Zu a, € ® sei (B, a):= p(h,) die Cartan-Zahl.

Proposition 2.10. Sei g=h® P g, die Wurzelraumzerlegung einer kom-
acd

plexen halbeinfachen Lie-Algebra. Dann gilt:
1. Firae ®, ca € ® mit c € C folgt ¢ = +1
2. Fira,fe® ist (B,a) € Z und — (B,a)a € O

3. Fir o, € ® mit a #+# +5. Dann ist die a-Kette durch § ununterbro-
chen. Fir r,q € Z maximal mit  —ra,+ qo € ® ist (B,a) =r—q

4. Fir a = 52 AgB mit Ag € C sind alle \g € R

5. B induziert auf R® ein Skalarprodukt und (B, ) = %.
Zum Beweis siehe [ , §8.4,8.5].

Definition 2.11. Sei (V, (+,-)) ein euklidischer Vektorraum, «, 5 € V' \ {0}.
Setze (B,a) = 282 ynd ¢ () := B — (B, a)a. Eine endliche Teilmenge

(a,)

® C V' \ {0} heifit abstraktes Wurzelsystem, falls gilt
1. V=R®
2. 0,(®) C @ firalle v € ®
3. (o, B) € Z fiir alle o, f € D.
Ein abstraktes Wurzelsystem ® heif3t
 reduziert, falls zusitzlich fur alle o € ® gilt ® N R = {£a},

« reduzibel, falls es eine disjunkte Zerlegung & = &; U &, gibt mit
P, C D7,

« irreduzibel, falls ® nicht reduzibel ist.
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Zwei Wurzelsysteme ® C V,®” C V' heiflen isomorph, falls es einen Vek-
torraumisomorphismus f: V' — V” gibt mit f(®) = &’ und fir alle o, 5 € @
gilt (f(a), £(8)) = (o, B).

Eine Teilmenge A C ® heifit Basis, falls A eine Basis von V ist und jede

Wurzel § € @ geschrieben werden kann als ) n,a, wobei alle n, € N,
acA
(schreibe dann a > 0) oder alle n, € —N; (schreibe dann a < 0). Die Ele-

mente a € A heiflen einfache Wurzeln.

Ist eine Basis A = {ay, ..., } C ® gewihlt, heifit ((o;, ;));; € Mat,,,,,(Z)
Cartan-Matrix. Das Dynkin-Diagramm von ® enthailt fiir jede einfache
Wurzel einen Knoten und zwei Knoten «, 8 werden mit {(«, 3) - (§, a) Kanten
verbunden. Ist (a, ) # (8, 8), werden die Kanten mit einem Pfeil versehen,
der in Richtung der kleineren Wurzel zeigt.

Proposition 2.12. 1. Die Wurzeln einer komplexen halbeinfachen Lie-
Algebra bilden beziglich dem von der Killingform induzierten Skalar-
produkt ein reduziertes abstraktes Wurzelsystem.

2. Das Wurzelsystem einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra g ist ge-
naw dann irreduzibel, wenn g einfach ist.

3. Jedes abstrakte Wurzelsystem hat eine Basis.

4. Dynkin-Diagramme sind wohldefiniert und die Isomorphieklassen von
irreduziblen reduzierten Wurzelsystemen entsprechen eineindeutig den
folgenden Dynkin-Diagrammen.:

1) —0—o0
n > 2) o0—0—  —0—0==0

3) 0—0—  —0—0=%=0
Eg o—o—i—o—o
B, o—o—i—o—o—o
Ey o—o—i—o—o—o—o
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(1) ist direkte Folge aus den vorherigen Aussagen. Der Beweis zu (2) wird un-
ten skizziert. Zum Beweis von (3) und (4) siehe [ , §10.1,§11.4,§12.1].

Beweisskizze (zu (2)). ,=*“: Angenommen, g ist direkte Summe nichttrivialer
Ideale g = g'®g”. Fireinz, = x/, + =/ € g, zeige z,,, x) € g, alsog, C ¢’
oder g”. Dann ist ® = {a € ®| g, Cg'}U{ac®|g, Cg"}.

,<* Angenommen ® = &’ I ®”. Zeige, dass

0= {Chy+g,+9.} und
acd’

0" =) {Chy+o,+0..}
acd”

(also g =g’ @ g”) Ideale sind.

Definition 2.13. Sei g eine Lie-Algebra iiber einen Korper K mit Charak-
teristik 0. Fir x € g, n € Ny mit (adx)™ = 0 sei

n—1

1 .
expr = Z Z,—'(ad x)"

=0

ein innerer Automorphismus. Die von den inneren Automorphismen er-
zeugte Gruppe’ sei Int g.

Ist R € K C C, heifit g kompakt, falls Int g mit der Teilraumtopologie von
GL(g) kompakt ist.

Proposition 2.14. Sei g eine kompleze halbeinfache Lie-Algebra, b, by < g
Cartan-Unteralgebren. Dann existiert a € Intg mit a(h;) = by, by und by
sind also konjugiert unter Int g.

Beweisskizze (Beweis in | , §2.3]). Setze fir h < g
Ry (g) := {z € b | dimker(ad 2)?™9 ist minimal fiir Elemente aus b}

und zeige fiir eine Cartan-Unteralgebra b

L. Ry(g) ={z €b|a(z)# 0 fir alle « € h* mit g, # 0}
={z € b | ker(adx)¥™¢ = p}

2. Fiir alle z € Ry (g) operiert ad z nichtsingulir auf & g,
a#0

"Es ist exp z o exp(—x) = id
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3. Das Bild von

op: Intgx Ry(g) ——— g

(a,2) ———— a(x)

ist offen in g und enthalten in R (g)

4. Falls fiir alle a € Int g gilt a(h;) # by, sind die Bilder von oy und o
disjunkt

5. Die Bilder der oy, tiberdecken R (g), die Konjugationsklassen von Car-
tan-Unteralgebren induzieren also eine disjunkte offene Uberdeckung

von R, (g)
6. R,(g) ist zusammenhéngend.

Satz 2.15 (Isomorphiesatz). Seien g, g’ kompleze halbeinfache Lie-Algebren
mit Cartan-Unteralgebren by, b’ und Wurzelsystemen ®, ®'. Sind die Wurzel-
systeme isomorph via p: b — b’ (also ©': §'* — b*), existiert ein Isomor-
phismus @: g — g’ von Lie-Algebren. Durch Wahl einer Basis A von ® und
o(z,) € g, fir ein x, €9, firalea e A wird g eindeutig festgelegt.

Beweisskizze (Beweis in | , §2.10]). Eindeutigkeit: Fir zwei solcher
Isomorphismen &7, &y, ist @ := @_1 opy: g — g ein Automorphismus, der
auf b als Identitat operiert. Assoziiert man mit jeder einfachen Wurzel o € A

das Tripel (h,,x,,y,) mit h, = —2~t, und B(z,,y,) = % erhilt man

a(t,
auch @;(y,) = y,. Zudem erzeuge(n ()iie (P s Yo )aen die Lie-Algebra g,
also g = id,.
Existenz: Sei h, wie oben. Erhalte damit p(h,) = h(,t1-1(q) =t hy. Fir
zl, = ¢(x,) € g, bestimme y, € g_, und y,, € g’ , mit [z,,y,] = h, bzw.
[xl,,y,] = k., und erhalte Erzeugendensysteme X = {h,, %, Vs }taca und
X" = AR, 2.,y }aen- Mit den von X, X’ erzeugten freien Lie-Algebren
5,3 und den darin von den Serre-Relationen

[P h,@] =0 [%»?J,@] = 5aﬁha
[havx,é’] = <a76>xﬁ [houyﬁ] = _<a76>y5
(ad xa)*@"@“asﬁ =0fira#p3 (ad ya)*m’ﬁ)“yﬂ =0 fir a £

erzeugten Idealen 9,9’ erhilt man kanonische Isomorphismen & / R =g,

Sl/m/ =~ g’ und S/gq = S’/g{h
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Satz 2.16. Sei ® ein reduziertes Wurzelsystem. Dann existiert eine halbein-
fache komplexe Lie-Algebra g mit Wurzelsystem ®.

Beweisskizze (Beweis in | , §2.11]). Fiir eine Basis A = {ay,...,q;}
von ® setze X := {h,;,x;,y;}\_,. Sei § die freie Lie-Algebra aus X und R

das von den Serre-Relationen erzeugte Ideal. Setze g := § / o/ und zeige (sehr

aufwindig) R Nspan{h,}._, = {0}.
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3 Cartan-Zerlegungen und Cartan-Unteralge-
bren reeller halbeinfacher Lie-Algebren

Dieses Kapitel orientiert sich an der Darstellung von Knapp | , TV

Satz 3.1. Sei g eine reelle Lie-Algebra, und die Killingform B auf g negativ
definit. Dann ist g kompakt.

Beweisskizze (Der vollstandige Beweis in | , §4.4] verwendet verschie-
dene Aussagen tber Lie-Gruppen). Nach dem Cartan-Kriterium 1.10 ist g
halbeinfach. Dann liegt Int g abgeschlossen in GL(g). Zudem ist Intg ei-
ne Gruppe orthogonaler Transformationen, also ist Int g eine abgeschlossene
Untergruppe der orthogonalen Gruppe, also kompakt.

Definition 3.2. Sei g eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra, g, eine reelle
Form von g und es gebe eine Cartan-Unteralgebra h < g mit Wurzelsystem
® und eine Wahl der z, € g, sodass

9 =00 @ @ Rz,
acd

mit hy := {h € h | a(h) € R fir alle a € ®}. Dann heifit g, zerfallende
reelle Form von g.

Lemma 3.3. Sei g eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra mit Killingform
B, b eine Cartan-Unteralgebra mit Wurzelsystem ®. Fiira € ® kannx,, € g,
so gewahlt werden, dass

['Tcw x—a] = ta [xou 'T/B] = na,/jxa-i-/g’
falls a+pB € ® und mitn, 5 =—n_, 4. Ist{B—pa,...,B+qa} die a-Kette
durch 3, gilt dann niﬁ = %q(l +p)a(t,). Insbesondere hat g eine zerfallende

reelle Form.

Beweis. Sei ¢: g — g ein Automorphismus mit ¢, = —idy, der nach dem
[somorphiesatz 2.15 existiert. Wahle also zunachst fiir alle o € ® ein e, € g,,
mit B(e,,e_,)=1und [e,,e_,] =1, und lege ¢, € C fir alle a € ¥ so fest,
dass gilt p(e,) = c_,e_,,. Es ist

[e%

c*OéCOé = C*OtCOéB(efOé7 eOé) - B(So(ea)7 ()0(6705>> = B<eOé’ e*@) = ]'

. _ 2 _ .
Wiahle a,, € C, sodass a,a_, =1 und a;, = —c,, und setze z_, := a,e,. Dann
ist
_ _ ~1
¥ wa) - a’a90<eo¢) = 0qC g AnCq €
— -1 — —
=70 € o= A o6 o= T 4



Mit n,, g, sodass [r,,25] = n, 37,5 falls @ + B € @ folgt nach 2.8

1
N_o,a+8 Mo, Tg = [x—om [xonxﬁ]] = §q(1 +p)a<toz)x,87

denn x4 ist dort Vielfaches von v,, identifiziert man span{t,,z,,z_,} mit
s[(2,C). Ferner ist
nfoz,oﬂrﬁtﬁ = nfoz,oﬁrﬁ[xﬂ? CU?B] = [[xfom xoﬂrﬁ]’ CL’?B]

= [Ifou [’rOrFﬁ’ m*ﬁ]] + [ma+5’ [I*B’ x*a]]
= na+,3,f,6[xfa7 xa] + nfﬁ,foz [xa+ﬁ7 ‘F'Cfafﬁ]
=Naig—ptoa TN g_alarp

und wegen tg=1_, +1t,,5folgtn_, . s=n

B = "Ng o =Ny g, also

1
nap = 541+ plalty).
O

Satz 3.4. Sei g eine kompleze halbeinfache Lie-Algebra. Dann existiert eine
reelle Form u, von g, die kompakt ist.

Beweis , §6.1/. Mit zerfallender reeller Form g, = b,® Rx,, setze
0 0 «
acd
Uy = Z iRt, + Z Rz, —x_,)+ Z iR(x, +x_,)-
acd acd acd

Offenbar ist g~ = uy @y iuy. Fir a # £ ist

[it,, Ztﬁ] =
lity,z, —x_,] = (ta)z(x +x_,)
[zta,azﬁ r_gl = B(ty)i(zs+x_g)
[ito, iz +7_o)] = —alty)(@g —7_4)
[it 5 (% +x_g)] = —B(t,) (s —1_g)
[Ta =2 a5 =2l = N0, 6(Tassg = Ta-p) =T 05(T ar1s— Tap)
[aza—x_a,z(a:5+x g = aﬁz( BT T o p) =N 00T oig+Te p)
[i(zq +2_p),i(g+2_g)] =14 5(Tpig =T o) =N 5(T a1 — Ta_p)
[, —x_,,i(z, +2_,)] =
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Also ist uy, < g& eine Unteralgebra, also reelle Form.

Nach 2.10 ist die Killingform B auf > Rt positiv definit, also auf > iRt
acd acd
negativ definit. Zudem ist nach 2.5 fir a # +

Bz, —x_,,25—2_5)=0
Bz, —2_n,i(xrg+2_g)) =0
B(i(xy, +2_,),i(zs+2_5)) =0
Bz, —z_,,i(z, +2_,)) =iB(z,,x,) —iBz_,,z_,) =0
Bz, —x_,,x,—x_,)=—2B(z,,x_,) = —2

B(i<xa + xfa)vl('ra + T, ) = _QB(xoz?xfo) = —2

Also ist B negativ auf einem orthogonalen Erzeugendensystem, also negativ
definit auf ganz u,. Nach 3.1 ist uy eine kompakte reelle Form von g. O

Definition 3.5. Sei g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra mit Killingform B,
und ¥: g — g ein Automorphismus mit 92 = idg. Ist die symmetrische Biline-
arform By(x,y) := —B(x,¥y) positiv definit, heiit ¢ Cartan-Involution.

Beispiel 3.6. Fiir eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra g mit kompakter
reeller Form u, ist die Konjugation iiber u, eine Cartan-Involution von g*.

Satz 3.7. Sei g, eine reelle einfache Lie-Algebra. Dann existiert eine Cartan-
Involution gg — 9g-

Beweisskizze (Beweis in | , §6.2]). Sei u, eine kompakte reelle Form der
Komplexifizierung g von gy, und o, 7 die Konjugationen von g ﬁber go und uO
Dann existiert ein Automorphismus ¢ € Int(g ) sodass o1 to = opTE™
Es ist

(Bge)-(07(2),y) = Bye(07(x),7(y)) = By (7(2), 07(y)) = Bye (2, 707(y))
= (Bge)r(2,07(y)),

also o7 symmetrisch und o707 positiv definit. Also existiert eine Basis von g%,
in der die Matrix (a;;); ; von oToT Diagonalgestalt hat und setze (o7o7)"
fir » € R als das Element in Int(g¥), das in dieser Basis durch die Ma-
trix (aj;); ; dargestellt wird. Man erhélt mithilfe der Matrixeintrige in die-

ser Basis (o71o7)"T = 71(0oTo7)”" und (0707)"0 = o(oToT)”" und mit
¢ = (oT0T)1:
(¢t Yo = (o707)iT(0707) 10 = (0707)270 = (0707T) 20TOTTO
= (o707) 207 = 07(0707) "2 = o(oT0T)iT(0TOT) A
=o(pre™)

22



Nun ist (Bgx) pre-
auch ein Fixpunkt von o, also in gq. Setze 9 := (o1 1)
By positiv definit ist, also eine Cartan-Involution.

1 positiv definit. Fiir x € g, gilt o(x) = x, also ist 7o (z)

™ und erhalte, dass

Definition 3.8. Sei g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra mit Killingform
B, und ¢, p C g Untervektorrdume, sodass g = € @ p. Die Zerlegung von g in
£, p heiffit Cartan-Zerlegung, falls gilt:

1. Bjg,e ist negativ definit, B),,, ist positiv definit

2. [ cefeplCp, [pp]Ct

Beispiel 3.9. Fur eine reelle halbeinfache Lie-Algebra g und eine Cartan-
Involution ¥ ist die Zerlegung g = € @ p in die Eigenrdume von ¢ zu den
Eigenwerten 1 und —1 eine Cartan-Zerlegung.

Satz 3.10. Jede reelle halbeinfache Lie-Algebra g hat eine Cartan-Unter-
algebra.

Beweis. Ein Unterraum h C g ist genau dann eine Cartan-Unteralgebra,
wenn h® eine Cartan-Unteralgebra von g® ist, wie man jeweils auf einer Basis
iiberpriift.

Wahle eine Cartan-Involution ¥: g — g, die dazu korrespondierende Cartan-
Zerlegung g = £ @ p und maximale abelsche Unteralgebren a < p, t < 3,(a)
und setze b := t@a. Wie in Satz 2.3 reicht es zu zeigen, dass h* eine maximale
abelsche Unteralgebra von g ist und alle adge h fir h € h® diagonalisierbar
sind.

Offenbar ist h® abelsch. Angenommen, es gibt z =z ® 1 +y ® i € g* mit
[2,5%] = 0. Dann ist auch [z ® 1,§%] = 0 = [y ®i,h*] = i[y ® 1,h%], und
insbesondere [z®1,a] =0 = [y®1,a], also r®1,y®@1 € a® 3¢(a). Es reicht
also, z®1 zu betrachten. Schreibe x statt t®1. Da ¢ auf € D 3,(a) undp D a
als id bzw. —id operiert, ist auch ¥(x) € a@® 3¢(a). Also ist x+9J(z) € € und
wegen [z,t] = 0 auch z + Y(z) € t. Ebenso ist x — J(z) € p, also in a. Also
ist € a @t und h® ist maximal abelsch.

Es ist fiir alle z,y,2 € g

By(ad 9(2))(y), =) = —B([0(x),9],9(=)) = B(y, ¥(x), (=)
= B(y, ([, 2])) = =By(y, (ad x)(2))
= —By((adx)*(y), 2),
also adz = —(ad ¥(x))! beziiglich dem Skalarprodukt B,. Also sind alle Ele-
mente von ad a symmetrisch mit reellen Eintragen und alle Elemente von ad t
schiefsymmetrisch, also diagonalisierbar tiber C. Da alle Elemente von ad b

kommutieren, sind alle Elemente von ad a,ad t gleichzeitig diagonalisierbar
iiber C, also alle Elemente von ad h® diagonalisierbar. ]
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Satz 3.11. Sei g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra, b < g eine Cartan-
Unteralgebra. Dann gibt es ¢ € Int g mit ¥(¢(h)) = ¢(bh).

Beweisskizze (Beweis in | , §6.6]). Konstruiere wie in 3.4 aus h* eine
kompakte reelle Form u und setze o, 7 als die Konjugationen von (g®)® iiber
g bzw. u. Nach Konstruktion ist 7(h*) = h* und 7 eine Cartan-Involution.
Erhalte wie im Beweis zu 3.7 ¢ := (07'07')i € Int g© mit Yry—lo = oyt
also 7y (g) = g. Mit o(hC) = (b8 = b folgt ¥ry1(6°) = bE, also
Y7~ (h) = h. Wie im Beweis zu 3.7 ist 1 := 17! eine Cartan-Involution
von g. Dann gibt es ¢ € Int g mit 9 = pnp !

Wie oben gibt es ¢ € Int g mit Jpnp~t = pne =19, also haben die Cartan-
Involutionen ¥ und ¢ny~! die gleichen Eigenrdume. Wiren die Eigenwerte
zu den Eigenriumen unterschiedlich, etwa oBdA 9(z) = z, pno~1(z) = —x
folgt

0 < By(z,z) = —B(z,¥(z)) = —B(z,x)
0 < B,,1(r,2) =—B(z, onp (x)) = B(x, ),

was ein Widerspruch ist. Also stimmen auch die Eigenwerte zu den Eigen-
raumen iiberein und ¥ = pne 1. Also ist

(b)) = ene te(h) = en(b) = ¢(b).

Definition 3.12. Sei g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra, ¢ eine Cartan-
Involution, g = € @ p die korrespondierende Cartan-Zerlegung, h < g ei-
ne Cartan-Unteralgebra und ¢ € Intg, sodass Yo(h) = ¢(h). Die kom-
pakte Dimension und die nicht-kompakte Dimension von h sei je-
weils die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 1 bzw. —1 von 9|y Die
Cartan-Unteralgebra h < g heifit maximal kompakt, wenn sie unter al-
len Cartan-Unteralgebren die grofite kompakte Dimension hat, und maxi-
mal nicht-kompakt, wenn sie unter allen Cartan-Unteralgebren die grofite
nicht-kompakte Dimension hat.

Bemerkung 3.13. Die kompakte bzw. nicht-kompakte Dimension einer Cartan-
Unteralgebra ist unabhéngig von der Wahl von ¢ € Int g mit ¢(h) invariant
unter der Cartan-Involution 4.

Definition 3.14. Sei h < g eine ¢-invariante Cartan-Unteralgebra einer
reellen halbeinfachen Lie-Algebra g. Eine Wurzel o € (f)C)* von g® heifit
reell, falls a(h) C R, imaginir, falls a(h) C iR und sonst komplex.

Proposition 3.15. Sei h < g eine ¥-invariante Cartan-Unteralgebra einer
reellen halbeinfachen Lie-Algebra g, und g = € ® p die korrespondierende
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Cartan-Zerlegung. Fir eine Wurzel o € (f)c)* ist Yoo mit Ya(h) = a(d(h))
eine Wurzel, a ist reellwertig auf h Np und rein itmagindr auf h N €. Ist o
imagindr, folgt (g%), C €¢ (dann heift o kompakt) oder (g%), C p® (dann
heifit o nicht-kompakt).

Beweis. Sei x,, € g¢ \ {0} mit [h,x,] = a(h)x, fiir alle h € h®. Dann ist
[h, 0(z)] = H[D(R), z,]) = Va(d(h))z,) = a(I(h))I(z,),

also () € () -

Wie oben sind die Elemente von h N p symmetrisch beziiglich By und die
Elemente von h N € schiefsymmetrisch beziiglich By. Eine Wurzel « bildet
Elemente h € §h ab auf die Eigenwerte von ad h, die fir h € h N p reell sind
und fiir h € h N € rein imaginar.

Ist nun o imaginir, verschwindet o auf h N p, also ist Yo = o und (g%),
invariant unter 9. Da (g),, eindimensional ist, ist g, Eigenraum von 1, also
(9%) C £° oder (g%), C p°. O

Satz 3.16. Sei h < g eine Y-invariante Cartan-Unteralgebra einer reellen
halbeinfachen Lie-Algebra g. Es gelten:

e b ist genau dann maximal kompakt, wenn b keine reellen Wurzeln ent-
hdlt.

o b st genau dann mazimal nicht-kompakt, wenn by keine nicht-kompakten
Wurzeln enthdlt.

Beweis. Mittels Cayley-Transformationen | , §6.7] lassen sich Cartan-
Unteralgebren von g aus f konstruieren, mit hoherer kompakter Dimension,
falls b eine reelle Wurzel enthélt, und mit hoherer nicht-kompakter Dimensi-
on, falls b eine nicht-kompakte Wurzel enthalt.

Sei nun g = €@ p die zu ¥ korrespondierende Cartan-Zerlegung und h = t@a
die Zerlegung von b in Eigenraume von ¥ zum Eigenwert 1 bzw. —1. Ferner
sei @ C ([jC)* das Wurzelsystem zu h* < g® und g* = h o P (gc)CY die

acd

Zerlegung in Gewichtsraume. Da h® < g als Cartan-Unteralgebra abelsch

ist, ist auch b abelsch.
Falls b keine reellen Wurzeln enthélt, folgt also

3t =0"® P (6°), =0,

aed
a reell

also €N 3,c(t) = ENhH = t. Damit ist t maximal abelsch in ¢, und da jede
Cartan-Unteralgebra von g abelsch ist, gibt es keine mit hoherer kompakter

25



Dimension.
Falls h keine nicht-kompakten Wurzeln enthalt, folgt ebenso

39@(‘1) = hC ©® @ (g)a = r)C @ @ (gc)a, also
€

acd a
a imaginar o kompakt

pN3gc(a) =gn(ptN34e(a))
,—Cﬂ
=gn|pn|bte P (@),
o k%%)akt

=gN(p°NH") =a.

Wie oben ist a maximal abelsch in p und somit h maximal nicht-kompakt.
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4 Satake-Diagramme

Satz 4.1. Sei b < g fiir eine reelle halbeinfache Lie-Algebra g eine mazximal
nicht-kompakte Cartan-Unteralgebra, ® C ([]C)* das zugehorige Wurzelsystem
und ®, die Teilmenge der imagindren® Wurzeln. Sei ferner o die Konjugation
von g® tiber g, die mittels der Killingform auf (bc)* fortgesetzt wird.

Dann ist @, ein Wurzelsystem und es existiert eine Basis A = {ay,...,aq}
von @, sodass Ag = {ay_y 11,.-,q} Basis von @ ist. Auflerdem gilt fiir
ie{l,..,l—1y}:

fir i € {1,..,1=1I}, (") =i und c;; € Z fiir j € {l—1,...,1}.

Beweis |[. , §1.1, Lem. 1]. Sei g = @ p die entsprechende Cartan-Zerle-
gung von g. Schreibe h = t@a mit t = hNE und a = hNp. Nach Proposition
3.15 sind alle Wurzeln reellwertig auf b, := it@a, es kann also ® als Teilmenge

von (ho)" aufgefasst werden. Fiir o € ® und x,, aus dem Wurzelraum g,, ist
fir h € h©

[h,o(z,)] = o(a([h, o(x,)])) = o(lo(h), z,]) = oalo(h))z,)
a(o(h))-o(z,) = (a(a))(h) - o(z,),

also 0(,) € gy(n)- Somit ist o(a) eine Wurzel und o(®) = .

Sei auBerdem vy, ..., v, eine Basis von a, die durch eine Basis v, ¢, ..., v; von
it zu einer Basis von b, erginzt wird. Auf (h,)" sei nun folgendermafen eine
lexikographische Ordnung definiert: Fiir o € (h,)" sei a > 0, falls es
i € {1,...,1} gibt mit a(v;) = 0 fir j < i und a(v;) > 0. Knapp | ,
Prop. 2.49] zeigt, dass dann eine Basis A = {ay,...,q;} von ® existiert,
sodass die beztiglich der lexikographischen Ordnung positiven Wurzeln genau
die positiven Wurzeln beziiglich A sind. Ferner ist A N ®,, eine Basis von @,
sei also oBAA AN @y = {ayy 11, oy}

l
Schreibe nun o(o;) = > ¢;;a; mit ¢;; € Z. Fir a; ¢ @ ist o(a;) # —o;
j=1

und «; verschwindet nicht auf a. In diesem Fall ist a(ai)‘a = @, also o(a;)

8Da h maximal nicht-kompakt ist, sind das genau die kompakten Wurzeln.
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wieder eine positive Wurzel und alle ¢;; > 0. Somit folgt

j=1 k=1 j=l—lg+1

Somit folgt, dass es genau ein j € {1,...,1 — Iy} gibt mit ¢;; > 0, also

o(a;) = ay + Z Ci Q0 und
j=l—lg+1
O'(O'(O[Z)) = Oé( /)’ + Z (Cz’j - Cz])a]
j=l—l+1
und wegen o(o(ey;)) = o folgt (i) = i. O

Definition 4.2. Sei ) < g eine maximal nicht-kompakte Cartan-Unteralge-
bra einer reellen halbeinfachen Lie-Algebra g und A wie in Satz 4.1. Das
zugehorige Satake-Diagramm sei das Dynkin-Diagramm von g beziiglich
h® und A zusammen mit folgenden Zusatzinformationen:

o Kompakte Wurzeln werden ausgemalt: o
o Reelle Wurzeln werden nicht ausgemalt: o

« Paare von komplexen Wurzeln «,, o, wie in Satz 4.1 werden mit einem
Pfeil verbunden: «—

Satz 4.3. Seien g,, gy reelle Formen von komplexen einfachen Lie-Algebren
ab, 5. Die Satake-Diagramme von gy, g5 sind dann unabhingig von der
Wahl einer mazimal nicht-kompakten Cartan-Unteralgebra und der Wahl der
Basis des Wurzelsystems von 9@137 gg. Ferner ist genau dann g; = g,, wenn
g, und gy das gleiche Satake-Diagramm haben.

Beweisskizze. Wahle maximal nicht-kompakte Unteralgebren h; < g; und
h, < g, und Basen A;, A, der Wurzelsysteme in h?, l‘)g, sodass g; und
g das gleiche Satake-Diagramm haben. Dann haben die Satake-Diagramme
das gleiche unterliegende Dynkin-Diagramm und da Cartan-Unteralgebren

28



komplexer einfacher Lie-Algebren konjugiert sind, kann nach Satz 2.15 oBdA
C — 4€ —. q€ und hC = AC =: KC

g7 =95 =1 g und by = h; =: h~ angenommen werden.

Araki | , Kor. 2.15] zeigt unter dieser Voraussetzung, dass genau dann

g, = g,, wenn die entsprechenden Systeme einfacher Wurzeln beziiglich der

Konjugation von g tiber g; bzw. g, sind.

Bemerkung 4.4. Nicht jedes nach Definition 4.2 theoretisch denkbare Satake-
Diagramm gehort auch tatsachlich zu einer reellen Form einer komplexen
einfachen Lie-Algebra. Araki | , §4-5] beweist notwendige und hinrei-
chende Kriterien, die eine Auflistung aller Satake-Diagramme, die zu einer
reellen Form einer komplexen einfachen Lie-Algebra gehoren, moglich ma-
chen.

29



5 Vogan-Diagramme

Satz 5.1. Sei h < g eine V-invariante mazimal kompakte Cartan-Unteralge-
bra einer reellen halbeinfachen Lie-Algebra g, ® das zugehirige Wurzelsystem

zu g*. Dann hat ® eine Basis A mit 9(A) = A. Die Fizpunkte von 9 sind
dann genau die imagindren Wurzeln.

Beweis. Sei g = t@®p die zu 9 korrespondierende Cartan-Zerlegung. Schreibe
h=t@amit t=hN¢€und a =hNp. Fasse & wie oben als Teilmenge von
ho = i1t @ a auf. Da h maximal kompakt ist, enthélt ® keine reellen Wurzeln,
also keine Wurzel, die auf t verschwindet. Wie in Satz 4.1 erhalt man also
eine Basis A, beziiglich der 9 die positiven Wurzeln permutiert, also auch die
einfachen Wurzeln. Die Fixpunkte von 9 sind diejenigen Wurzeln, die auf a
verschwinden, also die imaginaren Wurzeln. [

Definition 5.2. Sei h < g eine ¥J-invariante maximal kompakte Cartan-
Unteralgebra einer reellen halbeinfachen Lie-Algebra g mit Wurzelsystemba-
sis A, sodass ¥(A) = A (insbesondere induziert ¢ einen Automorphismus
des Dynkin-Diagramms zu g®). Das zugehérige Vogan-Diagramm ist das
Dynkin-Diagramm von g° beziiglich h® mit folgenden Zusatzinformationen:

« Die nicht-kompakten einfachen Wurzeln o € A mit ¥(a) = a werden
ausgemalt: o

 Die kompakten einfachen Wurzeln @ € A mit ¥(a) = a werden nicht
ausgemalt: o

e Je zwei Wurzeln aus nicht-trivialen Orbiten unter ¥ werden mit einem
Pfeil verbunden: «+—

Bemerkung 5.3. Es gibt fir Vogan-Diagramme keine analoge Aussage zu
Satz 4.3, lediglich ein Teil dieser Aussage stimmt: Knapp | , Thm.
6.74] zeigt, dass zwei halbeinfache reelle Lie-Algebren, denen iibereinstim-
mende Vogan-Diagramme zugeordnet werden kénnen, bereits isomorph sind.
Tatsachlich konnen dagegen verschiedene Vogan-Diagramme zu der gleichen
halbeinfachen reellen Lie-Algebra gehoren. Diese Redundanz wird durch den
folgenden Satz weitgehend aufgelost, fir die Ausnahmetypen 16st Knapp
[ , §VI.10] die tibrige Redundanz.

Satz 5.4 (Satz von Borel und de Siebenthal). Sei b < g eine J-invariante
mazimal kompakte Cartan-Unteralgebra einer reellen halbeinfachen Lie-Alge-
bra g. Die Basis A des Wurzelsystems in (bc)* kann so gewdahlt werden, dass
A mazimal eine nicht-kompakte Wurzel enthdlt.
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Beweisskizze (| , Lem. 2], | , Thm. 6.96]). Schreibe wie oben
h = t @ a und betrachte die Menge ® der imaginaren Wurzeln. Der von ®,
erzeugte Untervektorraum von (hC)* korrespondiert zu einem Untervektor-
raum V' C it. Sei A C V die Menge der Elemente, die jede Wurzel aus @, auf
eine ganze Zahl abbildet, und jede nicht-kompakte Wurzel auf eine ungerade
ganze Zahl abbildet.

Wiahlt man eine Basis Ay = {ay, ..., @, } von @, und bildet die duale Basis
{wys o W, } Mit (@, w;) = 0,; fiir das induzierte Skalarprodukt (-, -) auf V*,
erhalt man

kompakt

insbesondere A # 0.

Wéhle nun H, € A mit kleinstmoglicher Norm und eine Basis A von @,
sodass H; dominant ist. Damit erhalt man H, = 0 oder H, = w; fiir ein
i €{1l,...,m}. Im Fall H, = 0 enthdlt A keine nicht-kompakten Wurzeln, im
Fall H, = w, ist a; die einzige nicht-kompakte Wurzel in A.

Satz 5.5. Zu jedem nach Definition 5.2 moglichen Vogan-Diagramm exis-
tiert eine reelle halbeinfache Lie-Algebra g, der dieses Diagramm zugeordnet
werden kann.

Beweisskizze (| , Thm. 6.88]). Mit Satz 2.16 erhalt man eine komplexe
halbeinfache Lie-Algebra g%, die als Komplexifizierung von g fungieren soll.
Konstruiere aus einer geeigneten Basis einer kompakten reellen Form wie in
Satz 3.4, sowie den Informationen aus dem Vogan-Diagramm eine reelle Form
g von g°.
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6 Gegeniiberstellung der Ansatze

Bump | , Tabelle 28.1], Helgason [ , Kap. X] und Knapp | ,
§6.10] liefern folgende Klassifizierung und Zuordnung von reellen Formen
g = t @ p komplexer einfacher Lie-Algebren zu ihren Satake- und Vogan-
Diagrammen:

Typ g ¢ Satake-Diagramm Vogan-Diagramm
A su(n+1) su(nt+l) eo—e— —e—e o0—0— - —0—0

AT Ly sent) o—om oo G333
AT SR so(nt1) o—o——o0—o «tT T 7

ATE S0 DED spn)

Arp o Svenn

Aqrp SvEne2)

A 1T

ﬂ7ﬁ 1 b
N0 11 R SRR 1 ﬁ) o oo
AT ), ;H@ :§>o o —o—e—o— 0
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Typ

BI

BI

BI
BI
BI

B1II

ClII

CII

ClII

CII

s0(2n+1)

50(2,2n—1),
n>2

s50(4,2n—3),
n>3

50(6,2n—5),
n>4

s0(2n—2,3),
n>2

s0(2n,1)

sp(2n)
sp(2n,R)

sp(2n—2,2),
n>3

sp(n+l,n—1),
n=1mod 2,
n>3

sp(n,n),
n=0mod 2,
n>4

¢

s0(2n+1)

sp(2n)

sp(2n—2)
®sp(2)

sp(n+1)

Psp(n—1)

sp(n)
®sp(n)

Satake-Diagramm

—o—

*—O0—0—  —0—0—9

*—O0—@— —O—ex=0

—0——9

33

Vogan-Diagramm



Typ

DI

DI

DI

DI

DI

DI

DI

DI

50(2n)

s0(2n—2,2),
n>4

s0(2n—3,3),
n>5

s0(2n—4,4),
n>6

so(n+2,n—2),
n=0mod 2,
n>6

so(n+2,n—2),
n=1mod 2,
n>5

so(n+1l,n—1),
n=0mod 2,
n>4

so(n+1,n—1),
n=1mod 2,
n>5

£

s50(2n)

Satake-Diagramm
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Vogan-Diagramm

*—0o— %}—o<’§
oder
o— w—o—a<§

oder
o

n__ n__
2 2

oder
o— —O—e—0—
N o

n n __

2 2

n—>y n—1
2 2
o—  —O—e—0— T
oder

—O0—e—0—
o— —© o— —¥
n—1 n—>s

2 2
n __ n __
2 2
—_— —_——
o—  —O—e—0— T
oder
o—  —O—e—0— T
n 1 n o
71 2~

n—3 n—3

2 2
—_— —_——

oder
o— —O0O—e—0—
o~ =© o TC
n—1 n—>ys
2 2



Typ g ¢ Satake-Diagramm  Vogan-Diagramm

n n
(n.n) e A ekl
so(n,n
b b
D1 n=0mod 2 %}—O<Z o—
n—3 n—3
2 2
so(n,n), — —
D1 n=1mod 2 %}—O<Z o— O—e—0O

DIl so(2n—1,1) o—e— 4—a<: o—o— w—o<§
DIIT 202, oo ool
DI 202, oo e o] oo oo

E1 5p(8) o—o—i—o—o .—@

E 11 su(6)dsu(2) o—@ o—o—l—o—o
E 111 so(10)0R  o—e . | R

E IV S o—oCT ¢
EV su(8) o—o—o—i—o—o o—o—o—l—o—o
E VI 50(12)@su(2) .ﬂﬂﬁl_o_@ WO_LO_.
E VII eg®R o—o—o—I—o—o o—o—o—i—o—o
E VIII 50(16) o—o—o—o—i—o—o o_o_o_o_i_o_.
EIX e, ®su(2) O—O—O—Q—I—Q—O ._o_o_o_i_o_o



Typ

F1
FII
G

GI

Aus dieser Tabelle entstehen noch keine offensichtlichen Beziehungen zwi-
schen den Diagrammen: Zwar hat eine reelle Form einer komplexen einfa-
chen Lie-Algebra des Typs A,, oder Eg genau dann komplexe Wurzeln in der
Komplexifizierung einer maximal kompakten Cartan-Unteralgebra, wenn dies
nicht fiir eine maximal nicht-kompakte Cartan-Unteralgebra gilt. Fiir reelle
Formen einer komplexen einfachen Lie-Algebra des Typs D,, gibt es jedoch

fa

92

fa

sp(6)Psu(2)

50(9)

92

su(2)dsu(2)

keine derartige Beziehung.

Satake-Diagramm
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Stichwortverzeichnis

ad-nilpotent, 5
exp, 17

absteigende Zentralreihe, 4

Cartan-Involution, 22
Cartan-Kriterien, 7
Cartan-Matrix, 16
Cartan-Unteralgebra, 10
Cartan-Zahl, 15
Cartan-Zerlegung, 23

Darstellung, 3
adjungierte, 4
invarianter Unterraum, 3
irreduzibel, 4
vollstandig reduzibel, 4
derivierte Reihe, 4
Dynkin-Diagramm, 16

einfache Wurzeln, 16
Exponentialfunktion, 17

Ideal, 3

innerer Automorphismus, 17
Jacobi-Identitat, 3

Kette von Wurzeln, 15

Killingform, 6

klassische Matrixalgebren, 9

kompakte Dimension, 24
nicht-kompakte Dimension, 24

Komplexifizierung, 5

Konjugation, 5

konjugiert, 17

lexikographische Ordnung, 27
Lie-Algebra, 3

abelsch, 3

auflosbar, 5

einfach, 3
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halbeinfach, 5
Homomorphismus, 3
kompakt, 17
nilpotent, 5
Unteralgebra, 3
Lie-Klammer, 3

maximal kompakt, 24
maximal nicht-kompakt, 24

Normalisator, 3
reelle Form, 5

Satake-Diagramm, 28
Satz von Engel, 5
Satz von Lie, 6
Serre-Relationen, 18

verallgemeinerter Gewichtsraum,
10
Vogan-Diagramm, 30

Wurzel
imaginar, 24
kompakt, 25
komplex, 24
nicht-kompakt, 25
reell, 24

Wurzeln, 12

Wurzelraumzerlegung, 12

Wurzelsystem
abstrakt, 15
Basis, 16
irreduzibel, 15
[somorphie, 16
reduzibel, 15
reduziert, 15

Zentralisator, 3
Zentrum, 3
zerfallende reelle Form, 20
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