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Kapitel 1

Einleitung

Sei L/K eine (etwa endliche) galoissche Korpererweiterung. Dann wirkt die Galoisgruppe
G = Gal(L/K) auf natiirliche Weise auf verschiedenen interessanten Objekten:

1.) G ~ L (durch K-lineare Automorphismen).

2.) G ~ L* (durch Gruppenautomorphismen).

3.) G~ pup(L), wobei up(L) ={zx e L*| 2" =1} < L*.

4.) G ~Z/nZ (trivial).

5.) G ~ M, wobei M endlich (abelsch) ist und die Wirkung trivial ist.

6.) G ~ GLy(L) (auf den Matrixeintragen, durch Gruppenautomorphismen).
7.) G~ G(L) < GL, (L) (definiert durch Polynome mit K-Koeffizienten).

Man beachte, dass 1.)-6.) Spezialfille von 7.) sind, das heifit, G wirkt auf den L-Punkten einer
algebraischen K-Gruppe G.

Héufig von Interesse: Fiir eine gegebene Wirkung G ~ A bestimme man die G-Fixpunkte
AY ={a € A|oa=a firalle 0 € G}.

Zum Beispiel ist G(L)¢ = G(L) N GL,(K) =: G(K).
Idee. Untersuche den Funktor (-)¢!
Beachte: Ist A eine abelsche Gruppe, so ist sie ein ZG-Modul. Betrachten wir also zunéchst

(-)¢: ZG-mod — Ab.

Lemma I.1. Ist 0 — A EN A C — 0 exakt in ZG-mod, so ist auch 0 — AS —
B¢ — CC exakt in Ab.

Beweis. Sei b € kerg N BY. Dann gibt es a € A mit f(a) = b. Es gilt aber f(ca —a) =
of(a) — f(a) =0 und ker f = 0, also a € AC. O
Also ist ()¢ linksexakt. Ist er vielleicht auch rechtsexakt?
Seien ¢ € C% und b € B mit g(b) = c. Wir wissen nur, dass b — b € A (wobei wir f als
Inklusion A < B auffassen). Wir erhalten also eine Abbildung

G— A, or—ob—>b=:ag,
fiir die

ayr =0Tb—b=(0b—0b)+0(tb—b) = a, + oar,

gilt, also einen 1-Kozyklus a, € Z*(G, A). Hitten wir statt b den Vertreter b+ a’ (a’ € A)
gewahlt, so wiirde sich a, um den Kozyklus oa’ — a’ unterscheiden. Wir definieren daher die
1-Kordnder als die Untergruppe

BYG, A) = {a, € ZYG,A)|Fd € A: a, =0d —d'}.
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Die Obstruktion dafiir, dass ¢ € C“ ein Urbild in B hat, ist also gegeben durch
5(c) = [a,) € HY(G, A) = Z1(G, 4)/B(G, A),

das heifit,
0— A9 — B¢ — % % HY(G, A)
ist exakt in Ab.

Ubung. Zeige, dass H'(G, -) funktoriell ist und
0 — A% — BG — ¢ % HY(G,A) — HYG,B) — H'(G,C)
exakt und natiirlich ist. Finde ein Beispiel mit § # 0.

Mithilfe injektiver Auflésungen kann man rechtsabgeleitete Funktoren H'(G, -) definieren, die
die exakte Sequenz fortsetzen. Daher ist es sinnvoll, H(G, -) := (-)% zu setzen.

Kehren wir zu einem moglicherweise nichtabelschen A zurtick (zum Beispiel G ~ A = G(L) <
GL, (L)), so sehen wir, dass wir nichtkommutative Versionen des Obigen bendtigen. Die
Vertréglichkeit mit dem abelschen Fall legt nahe, Folgendes zu setzen:

HYG,A) =A%  HYG,A) =ZYG,A)/~,
mit
ZN G, A) ={ag: G — A| ayr = a,%ar}

und
g ~by = Fd' €A: by=(d)"a,%.

Achtung. H'(G, A) ist nur eine punktierte Menge! Aber:

Proposition 1.2. Fir A <g B erhalten wir G ~ B/A, und
1 — H%G,A) — H°(G,B) — H°(G,B/A) — HY(G,A) — HYG,B)
ist exakt (Urbild eines Basispunktes = Bild des vorhergehenden Pfeils).

Beweis. Wie zuvor. O]

Besonderheit

Ist X ein ,,K-Objekt®, so gilt
HY(G, Auty, X) &5 (Y |V 2 X}/2k

(vergleiche Meta-Satz IV.3.1).

~Y

Klassifikationsstrategie: Zunichst bis auf , = “ klassifizieren (typischerweise L = K oder
Keep), dann fiir jeden L-Typ X eine geeignete K-Form X finden und H'(G, Auty, Xo) berech-
nen.

In unserem Fall: G ist eine einfache, 1-zusammenhéngende lineare algebraische K-Gruppe.

o Klassifikation bis auf , =5 mittels Dynkin-Diagrammen A.



I Einleitung

o Sei Gy eine K-zerfallende Gruppe mit gegebenem Dynkin-Diagramm A. Betrachte die
kurze exakte Sequenz der inneren und dufleren Automorphismen:

1l —— 5 AdGy —— AutGy —— SymA —— 1.

~_ s -

. 1:1 .
e im s +— K-quasizerfallende Formen von G.

e pHa) N HY(G,Ad G1)/T, wobei a = [a], Gy die zu s(«) gehorige K-quasizerfallende
Gruppe und I'y, = ,(Sym A)(K) die Gruppe der K-rationalen Automorphismen des
getwisteten Dynkin-Diagramms ist (siehe Abschnitt IV.6).

o Betrachte 1 — Z(G1) — G1 — Ad Gy — 1:
HYG,G,) — HY(G,AdG,) — H?*(G,Z(G1)).

o Satz (Kneser, 1960er-Jahre): K p-adisch = H(G,G1) = 1. Also H}(G,AdG,) =
H?(G, Z(G1)); Berechnung moglich.
o k: Zahlkérper = Lokal-global-Prinzip

H*(Gal(k), M) < [ H*(Gal(ky), M)
fiir gewisse endliche abelsche M, nach der ,Poitou-Tate-Dualitat*.

Vorlesungsiibersicht

Zahlentheoretisches Handwerkszeug; Galoiskohomologie endlicher abelscher Moduln; Galoisko-
homologie einfacher algebraischer Gruppen.



Kapitel 11

Grundlagen aus der algebraischen
Zahlentheorie

II.1 Zahlkorper

Definition I1.1.1. Ein algebraischer Zahlkorper ist eine endliche Korpererweiterung k/Q.

o Satz vom primitiven Element = k = Q(a) fir ein a € k mit (eindeutigem) Minimalpo-
lynom f € Q[X] vom Grad d = [k : Q).
o Die Nullstellen {a1,...,ay} € Q C C von f heiBen die (Galois-)Konjugierten von a.

« Die Vorschrift a — a; definiert Q(a) = Q(a;), und jede Einbettung Q(a) — C muss a
auf ein a; abbilden. Es gibt also genau d Einbettungen o;: k — C.

o Beachte, dass {ai,...,aq} = {@1,...,a4}, also o;(k) C R genau dann, wenn a; = a;.

Setze
r1 := #{reelle Einbettungen von k} (,reelle Stellen®),

ro = #{{0i,7;} | 03(k) £ R} (,komplexe Stellen*).
Dann ist d = r1 + 2rs.

Beispiel. Q(v/2): 11 = 1, o = 1. Fiir Q(e*™/™) mit n > 3: 71 = 0, ro = ©(n)/2.
Definition II.1.2. Fiir « € k heiflen die rationalen Zahlen

Nijo(@) = 01(0) - 0a(@),  Trygla) = o1(a) + -+ + 0a(a)
die Norm und die Spur von c.
Seien aq,...,aq € k und Aq,...,A\g € Q. Dann gilt

Aag+ -+ XAag=0 < Aoi(ar) + -+ Mgoi(ag) =0
fiir alle 4. Mit der linearen Unabhéngigkeit der Einbettungen o; erhalten wir

{ai} eine Basis von k<= det(oi(e;)) # 0.
Definition I1.1.3. Die Diskriminante einer Basis {a;} C k ist
discr{ai, ..., a4} = det(o;(a;))* € Q.

Ubung.
discr{cv, ..., aq} = det(Try g(ia;)).

Zeige fir k = Q(a), dass
diser{1,a,...,a” '} = [ (0i(a) — aj(a))2.

1<j
Definiere analog fiir //k die Diskriminante discr;/,, mithilfe derjenigen o;: [ < C mit o[}, = idy.

4
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I1.2 Ganzheit in Zahlkorpern

Von nun an sei k ein Zahlkorper.

Definition II.2.1. Der Ring der ganzen Zahlen in k ist gegeben durch
O ={a € k| f(a) =0 fiir ein normiertes f € Z[X]}.

Beispiel. Og = Z (Lemma von Gauf}).

,Op verhalt sich zu k wie Z zu Q. Dabei besteht Oy aus den algebraisch ganzen Zahlen in k
und Z aus den rationalen ganzen Zahlen.

Proposition I1.2.2. Seien a1, ...,a, € k. Dann gilt
al,...,ap €O <= Zlo,...,q] ist als Z-Modul endlich erzeugt.

Korollar I1.2.3. Oy ist ein Ring.

Beweis. Zay, g, aq + ag, aras] = Zlag, as]. O
Lemma I1.2.4. Fir a € k gibt es € Ok, 0 # m € Z mit « = 3/m.
Beweis. apa™+---+ag =0, a; € Z. Multiplikation mit a” ! ergibt (a,a)” +---+a? tag = 0,
also a,a € Oy. O
Von nun an kénnen und werden wir k = Q(a) mit a € O annehmen.

Proposition I1.2.5.

1
Zla| C C
lal € Ok € discr(1,...,a%"1)

Hier ist discr(1,...,a%™) € O, NQ = Z.

Zal.

Beweis. Schreibe Oy > a = Ao+ 1+ -+ + Ag—1a%! mit Aj € Q. Multiplikation mit a’ und
Anwendung von Try g ergeben

d-1
Trk/Q(aia) = Z Trk/@(aiaj)/\j.
—_——— =0
€z
Die Koeffizientenmatrix hat die Determinante discr{a’}, also \; € WZ. O

Korollar I1.2.6. Oy hat eine Z-Basis vom Rang d.

Jede solche heifit Ganzheitsbasis.

Korollar I1.2.7. Oy ist noethersch.

Beweis. a C Oy ist endlich erzeugt in Z-mod, also endlich erzeugt in Op-mod. O

Definition II1.2.8. Die Diskriminante von k ist gegeben durch
discry, = dj, = discr{ay, ..., a4}

fiir eine Ganzheitsbasis {«;}.
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Dies ist wohldefiniert, denn det(Tff ;f

0 = (discr{B:} | Bi € Oy, {Bi} eine Basis von I) C Ok.

) = +1. Allgemeiner gilt

Ubung. Sei k = Q(v/D) fiir eine quadratfreie ganze Zahl D # 1.

Ganzheitsbasis  dj,

1+vVD
2
D=2,3 (mod4) 1, VD 4D

D

D =1 (mod 4) 1,

I1.3 Die Arithmetik algebraisch ganzer Zahlen

Betrachten wir das Beispiel k£ = Q(+/—5), also Oy = Z[v/—5]. In Oy, gilt
21 =3-7=(142V=5)(1 — 24/=5),

und alle diese Faktoren sind irreduzibel. Sei zum Beispiel 3 = af, a,f ¢ Oj. Dann ist
Nijo(@)Nijg(B) =9, also Ny g(a) = £3, denn nur Einheiten haben Norm +1. Aber

Nijolz +yv=5) = 2+ 5y #3 (mod 4).
Schlechte Nachricht: Oy, ist kein faktorieller Ring!

Kummers Ausweg

In einer idealen Welt gébe es ideale Zahlen pq, po, p3, pg mit

(3) = p1p2, (7) = p3pa,
(1+2v=5) = pip3, (1 —2V—=5) = paps.

Also (21) = p1papsps = p1pspaps: eindeutige Zerlegung!

Offenbar folgt aus py | 3, p1 | 1 +2v/—5, dass p1 | A -3 + u(1 + 2y/=5), und p; sollte durch die
Menge aller @ € Oy bestimmt sein, die es teilt. Setze also

p1 = (3,14+2v-5), po = (3,1 —2v-5),
Satz I1.3.1. Der Ring Oy, ist

1.) noethersch,
2.) ganzabgeschlossen: Aus a € k, f(a) =0 fir ein normiertes f € Ok[X] folgt o € O,
3.) und von null verschiedene Primideale sind mazimal.

Definition II.3.2. Ein Integritdtsring mit 1.), 2.), 3.) heifit Dedekindring.

Satz I1.3.3 (Dedekind). Jedes Ideal a # (0), (1) in einem Dedekindring O hat eine eindeutige
Zerlegung a = py - - - p, in Primideale p; C O.

Wie erhalten wir Inverse von Idealen? Sei O ein Dedekindring mit Quotientenkorper K.

Definition I1.3.4. Ein gebrochenes Ideal von K ist ein endlich erzeugter O-Untermodul
a# (0) von K.
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Beispiel. (a) = aO fiir jedes a € K*. Jedes von null verschiedene (ganze) Ideal a C O.

Beachte: Ein von null verschiedener O-Untermodul a C K ist genau dann ein gebrochenes
Ideal, wenn es 0 # ¢ € O mit ca C O gibt.

Damit sehen wir, dass fiir a # 0 auch
al:={zeK|zaC O}
ein gebrochenes Ideal ist. Definieren wir ab wie iiblich, so gilt (1)a = a und aa=! = (1).

Satz 11.3.5. Die gebrochenen Ideale bilden eine abelsche Gruppe, die Idealgruppe Jx von K.

Korollar I1.3.6. Fiir a € Jx gilt eindeutig

a= H por
0#£p

prim

mit vy € Z (fast alle null).

Also ist Jx frei abelsch mit Basis (SpecO) \ {(0)}. Sei Pk = {(a) | a € K*} < Jg die
Untergruppe der gebrochenen Hauptideale.

Definition I1.3.7. Die (Ideal-)Klassengruppe von K ist Clg = Ji /Pk.

Also ist

1 o* K* JK Clg — 1

exakt. Damit beschreibt Clx den Gewinn und O* den Verlust beim Ubergang von Zahlen zu
Ideal(zahl)en. Wir miissen Clg und O* untersuchen! Zuriick zu K = k und O = O.

Satz II1.3.8 (Gaufl, Minkowski). Cly st endlich.

Wir nennen hy, = | Cly | die Klassenzahl von k.

Beispiel. Sei D > 0 quadratfrei. Dann gilt
how=py =1 <= D¢ {1,2,3,7,11,19,43,67,163}.

(Vermutung: GauB}; Beweis: Baker—Stark—Heegner.)
Offen: Gibt es unendlich viele D mit hQ( VD) = 17

Satz I1.3.9 (Dirichlet). Of = u(k) @ Z" 271 wobei u(k) die Gruppe der Einheitswurzeln in
k ist.

Beweise von 11.3.8 und 11.3.9: ,Geometrie der Zahlen*.

Ubung. Zeige, dass Oy /a fiir jedes Ideal (0) # a C Oy endlich ist. Hinweis: Nimm zunéchst
an, dass a = p ein Primideal ist. (Dies beweist auch 11.3.1(3).)

Definition I1.3.10. Die (absolute) Norm von (0) # a C O ist n(a) = |O/al.

Ubung. Fiir 0 # a € Oy, gilt n((a)) = |Ny/g(a)|. Auerdem gilt n(ab) = n(a)n(b) (Hinweis:
chinesischer Restsatz). Gewinne daraus einen Homomorphismus n: J, — R%,.
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I1.4 Zerlegung und Verzweigung

Sei p eine rationale Primzahl. Dann gilt
POk = pi' - Py (%)
Beachte, dass Oy/p; ein endlicher Korper ist, also n(p;) = pfl Wende n auf () an: p¢ =
p{lel -pfrer also ist p; = p und
fier+---+ frep =d (,Fundamentalgleichung*).
Dabei ist e; der Verzweigungsindex von p; iiber p und f; der Trdgheitsgrad von p; iiber p.

Extremfalle:

e 7 =d: ,p ist vollstandig zerlegt®.
e r=1, f = 1: ,p ist total verzweigt*.

e 7=1,e; =1: ,pist trage“

Beachte pOy, C p; (<= p; | p) fiir ein eindeutiges p: ,p; liegt tiber p*

P21 P22 P31 P51 P52 P53 P71
\ / | N/ | NV
2 3 5 7 11

Definition II1.4.1. p heifit verzweigt in k, wenn e, > 1. Eine rationale Primzahl p heifit
verzweigt in k, wenn e, > 1 fiir ein p | p.

Satz I1.4.2. Fine rationale Primzahl p ist genau dann verzweigt in k, wenn p | dj.
Korollar I1.4.3. Fust alle p sind unverzweigt.

Bemerkung. Ist k£/Q galoissch und o € Gal(k/Q), so gilt o(Ox) = O und

o(p)NZ=0c(pNnZ)=0a((p) = (p),

also permutiert Gal(k/Q) die Prim(ideale) iiber p. Die Wirkung ist transitiv (Ubung!) und
erhélt e; und f;, also nimmt die Fundamentalgleichung die Form e - f - r = d an. Ist k/Q
zyklisch von Primzahlgrad, so konnen nur die obigen Extremfille auftreten.

II.5 Bewertungen und Vervollstindigungen

Definition I1.5.1. Eine Bewertung von k ist eine Abbildung | - |: £ — R, sodass fiir alle
x,y € k gilt:
1.) |z| >0 und || =0 <=z =0,

2.) |zyl = |z[ |yl
3.) |z 4y < ||+ |yl

(Wir schlieflen die triviale Bewertung |x| = 1 fiir alle € k* aus.) Erfillt | - | die stérkere
Bedingung
3) o4yl < max{fz], |y[},

so heift | - | nichtarchimedisch, andernfalls archimedisch.
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Beispiele. Archimedisch: Sei o: k — C und setze |z|, := |o(x)].

Nichtarchimedisch: Sei 0 # py C O ein Primideal. Schreibe fiir x € k* die Zerlegung
zOf =TI, p? () und setze

[lpy == g7, g =|Ok/pol = plro i poNZ = (p).
»p-adische Bewertung.“
Definition I1.5.2.
i~ = Fa>0: [ =[5
Aquivalent dazu definieren d;(x,y) := |y — z|; dieselben Topologien auf k.

Satz I1.5.3 (Ostrowski). Die obigen Beispiele erfassen alle Bewertungen auf k bis auf ,,~“

Definition I1.5.4. Die ~-Klassen von (nichtarchimedischen / archimedischen) Bewertungen
auf k heiflen (endliche / unendliche) Stellen.

Notation: V (k) = Vo (k) U V¢ (k) (Menge der Stellen). Beachte |Voo (k)| = r1 + 72, da komplex
konjugierte Einbettungen dieselbe archimedische Bewertung definieren. Wir schreiben wahlweise
v € V(k) oder p € V (k).

Vorziige der Stellen:

e Die unendlichen Stellen ,vervollstdndigen das Bild“:

2 v komplex,

[T lzf»=1 firallezeck’, n,=
1 sonst.

veV (k)

o Sie ermoglichen die Vervollstindigung, sodass auch v € V¢(k) einer Einbettung ,k — k,“
in einen vollsténdigen Korper k, entspricht.

Definition I1.5.5. k < k, ist die Vervollstandigung von k beziiglich d,(z,y) = v(y — z):

b — {Cauchyfolgen in k}
Y {Nullfolgen in k} ’

k < k, (konstante Folgen).

v setzt sich auf k, fort: (x,) Cauchyfolge = (v(z,)) € R Cauchyfolge.

Beispiel. £k =Q, v=p:

ko = Qp Frac(h£1 Z/ka),
k

sp-adische Zahlen“. Allgemeiner nennen wir fir p € V¢(k) den Korper k, einen p-adischen
Korper.

Definition IL.5.6. Sei v € V¢(k). Dann heiflen
O(U):{xeklv('x)gl}gk? Ov:{xeky|v($)§1}gk‘v

die Bewertungsringe der bewerteten Korper k beziechungsweise k,,.
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Beachte, dass O, = O, Nk und O, = Oy,. Die Ringe O, und O, sind Hauptidealringe mit
eindeutigen maximalen Idealen

1Oy = {z € O | v(z) < 1}, 70, ={z € O, | v(x) < 1},

also sind sie diskrete Bewertungsringe (DVR). Das bis auf Assoziiertheit eindeutige Element
7 € O(y) C Oy heift eine Uniformisierende. Wir haben einen kanonischen Isomorphismus

Ow)/TO ) — Oy /7O,
der Restklassenkorper.
Satz I1.5.7. Sei K wollstandig beziiglich der Bewertung v und L/K algebraisch. Dann lasst
sich v eindeutig auf L fortsetzen. Ist d = [L : K| < 00, so gilt v(z) = {/v(Np/k(v)).

Beweis. Hensels Lemma. O

Insbesondere setzt sich v, auf Q, eindeutig zu v, auf @p fort. Fir o: k — @p erhalten wir
vy :=Tpoo. Ist 7 € Gal(Q,/Qy), so gilt T, =V, 07, also vy = Vros.

Satz I1.5.8. 71.) Jede Fortsetzung w von v, von Q auf k hat die Form w = v, fir ein
o:k—Q,.
2.) Es gilt vo = v, genau dann, wenn es ein T € Gal(Q,/Qp) mit o’ =T oo gibt.

Bemerkung. Dies gilt auch fiir p = 0o, wobei Q. = R.

Komplexe unendliche Stellen PEIN Konjugationsklassen von k <> C, o(k) € R,
Reelle unendliche Stellen <= Einbettungen k < R,
Endliche Stellen tiber p LN Konjugationsklassen von k & @p,
&L Primideale 0 #p C O mit p | p.
AuBerdem gilt ky,, = o(k)-Q, C @p fur w = vy, also

k —— ky

globalT Tlokal

Q—m
Satz I1.5.9. Es gilt k ®g Qp = [, kw und [kw : Qp] = ey fu fiir p < 0.

Beweis. Sei k = Q(a) mit Minimalpolynom f € Q[X]. Dann ist f(X) = [I,, fu(X) iiber Qp,
und der chinesische Restsatz liefert

QX1/(f) —— [T QX1/(f0)

gl vlp lg

kg Q ———— [[ k.
vlp

10
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Definition I1.5.10. Der Adelring von k ist Ay = T[]’ k, (fast alle Koordinaten liegen in
veV (k)
Oy). Die Idelgruppe ist I, = Aj.

Wir haben diagonale Einbettungen k < Ay, k* < I mit diskretem Bild, wobei A, die folgende
Basis offener Mengen hat:

H Uy, U, C k, offen und U, = O,, fir fast alle v.
veV (k)

Analog fir I mit U, C k) und U, = O; fur fast alle v. (Nicht die Teilraumtopologie von
I, C Ag!)

I1.6 Lokal-global-Prinzipien

Idee. Sei p € k[X]. Angenommen, = € k erfillt p(z) = 0. Dann definiert « € k C k,, natiirlich
eine Losung = € k, von p(z) = 0. Wenn wir umgekehrt fiir alle v € V (k) eine lokale Losung
Zy € ky mit p(x,) = 0 finden, folgt daraus die Existenz einer globalen Losung = € k mit

p(z) =07

Satz I1.6.1 (Globaler Quadratsatz). Ja, falls p(X) = X2 — a fiir ein a € k*. Tatsdchlich ist
a € k* genau dann global ein Quadrat, wenn es fir fast alle v € V (k) lokal ein Quadrat ist.

Satz I1.6.2 (Hasse-Minkowski). Sei f(X1,...,X,) = a1X? + - + ap X2 mit a; € k eine
quadratische Form. Dann existiert genau dann ein 0 # X € k™ mit f(X) = 0, wenn fir alle
veV(k) ein 0# X, € k) mit f(X,) =0 existiert.

Satz I1.6.3 (Hassesches Normprinzip). Sei k/Q zyklisch und x € Q. Dann gilt x = Ny /g(y)
fiir ein y € k genau dann, wenn x = Ny o, (yv) fir ein y, € ky fir alle v | p und Primstellen
p < oo gilt.

Vorsicht

1.) I1.6.1 besagt
k) (k*)? —= T ko/(k5)?
vgS
fir alle endlichen S C V (k). Gilt
K /R = T ks/ (k)" (%)

vegS

fiir alle n > 2? Nein: In k = Q(+/7) ist 16 iiberall lokal eine 8-te Potenz, aber nicht
global.

Satz I1.6.4 (Grunwald-Wang, 1933, 1948). (x) gilt aufer in gewissen ,speziellen*
Fillen, die von (k,S,n) abhdngen und nur auftreten konnen, wenn 8 | n (und dann ist
ker 2 7Z/2).

2.) Auch I1.6.2 lisst sich nicht verallgemeinern: 3X3 +4Y3 + 523 stellt die Null in allen Q,

dar, aber nicht in Q [Selmer, 1951].

3.) 11.6.3 ldsst sich nicht auf abelsche Erweiterungen ausdehnen: Fir k£ = Q(v/13,/17)
ist jedes rationale Quadrat iiberall eine lokale Norm, aber 25 ist keine globale Norm
[Serre-Tate].
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II  Zahlentheoretische Grundlagen

Lokal-global-Prinzipien fiir k-Isomorphie

Satz I1.6.5. Seien f und f' quadratische Formen iber k mit f =y, [ fir allev € V (k). Dann
gilt f = f'.

Beweis. Die Radikale haben dieselbe Dimension, also geniigt es, die nicht ausgearteten Anteile
zu betrachten. Der Fall von Rang null ist trivial. Wéhle ein von f dargestelltes a € k*. Dann
stellt f — az? die Null global dar, also iiberall lokal, somit stellt auch f’ — az? die Null iiberall
lokal dar, also nach I1.6.2 global. Gilt fiir das Element (X7, ..., X,, z), das die Null darstellt,
z#0,s0ist f'(X1/z,...,Xn/2) = a. Ist z=0, so stellt f’ die 0 dar, also gilt f" = (¢§) L f”,
und somit stellt es ganz k dar. Also ist f = g+ az?, f' = ¢’ + az?, und aus f =, f folgt
g =k, ¢’ nach dem Wittschen Kiirzungssatz. Nach Induktionsvoraussetzung (der Fall von Rang
null ist trivial) gilt ¢ = ¢, also f = f'. O

Satz I1.6.6 (Hasse-Prinzip fiir zentral einfache Algebren). Sei A eine zentral einfache Algebra
tber k vom Grad d. Dann gilt A = My(k) genau dann, wenn A Qy k, = My(k,) fir alle
veVk).

Beweis. Fiir Quaternionenalgebren folgt dies aus 11.6.5, da

(a];b> LN (—a,—b, ab)

(quadratische Formen vom Rang 3 mit Diskriminante 1). Allgemeiner Fall: globale Klassenkor-
pertheorie (siehe unten). O

I1.7 Tate—Schafarewitsch-Gruppen

Fiir einen Galoismodul Gal(k) = Gal(k/k) ~ A und S C V(k) definieren wir die n-te
Tate—Schafarewitsch-Gruppe

I (k, S, A) = ker (H"(k,A) o8 T 5" (ks A))
véS

(kyrillisches ,,Scha®), wobei wir H"(k, - ) = H™(Gal(k), - ) schreiben und

l

=7

liefert Gal(k,) — Gal(k)

> —

—

(A abelsch fiir n > 1; fiir nichtabelsches A und n = 1 ist dies eine punktierte Menge).
Wir kénnen die Lokal-global-Prinzipien aus Abschnitt I1.6 mithilfe von Tate—Schafarewitsch-
Gruppen umformulieren:

o I11.6.1: II'(k, S, ug) = {1} fiir endliches S. In der Tat ist ug ein trivialer Gal(k)-Modul,

also .
H- (k, p2) = Homeont (Gal(k), p2)

= {1k | [1: k] < 2}/ = B/ (k)2

12



II  Zahlentheoretische Grundlagen

e 11.6.4, fir endliches S:

Z]2 Spezialfall,

1 sonst.

(k‘Sﬂn)—{

In der Tat ist 1 — u,, — GLy % GL; — 1 auf k exakt, also

N e Bk, ) — H'(k,GLy),
| —

0 (Hilbert 90)
somit H'(k, pn) = k*/(k*)".
e 11.6.3:
1) =1 fiir k/Q zyklisch,
3, R, o (GL
11" (Q 2, Ry jg(GLy)) {;& 1 fiir k = Q(v13, V17).

In der Tat gilt

1—>R()

k/@(GLl) — Rk/Q(GLl) m) GL1 — 1.

Dabei ist R](gl/)(@(GLl) ein ,Norm-Eins-Torus“; die Weil-Restriktion erfiillt Ry, /(G)(Q) =
G (k). Also gilt

k20 g — BLQ R, (GLY)) — HY(Q, Ry/g(GLy)),

k/@
wobei die letzte Gruppe nach Shapiro und Hilbert 90 gleich H'(k, GL;) = 0 ist. Somit

HY(Q, k/@(GLl)) = Q" /Nyq(k").

o 11.6.5: II'(k, @, O(f)) = {1}. Siehe die ,Besonderheit“ in Kapitel 1.

o 11.6.6: II'(k, @, PGLy) = {1}. In der Tat liefern Aut(M,) = PGL4 nach Skolem—Noether
und

1—GL; — GL; — PGL; — 1

das Diagramm

H'(k,GLg) —— H'(k,PGLy) — H?(k,GLy) = Br(k)

—_———
0 (d-dimensionales H. 90)
A-B-H-N

[14"(kv,PGLy) —— []Br(k

v

Die rechte Injektion ist Albert-Brauer-Hasse-Noether. Ist also a € IIT'(k, @, PGLy), so
zeigt eine Diagrammjagd, dass o ein Urbild in H'(k, GLy) = 1 hat, also ist a trivial.

Bemerkung. Es gibt einen exzeptionellen Isomorphismus PGLy & SO3, wobei SOg zerfallend
ist; dies erklart die Korrespondenz zwischen Quaternionenalgebren und quadratischen Formen
vom Rang 3 mit trivialer Diskriminante (siehe die Bemerkung nach Meta-Satz IV.3.1).

Fazit

Untersuche Lokal-global-Prinzipien fiir die Galoiskohomologie algebraischer Gruppen!
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Kapitel 111

Galoiskohomologie endlicher
abelscher Moduln

I1I.1 Gruppenkohomologie

Wir erinnern daran, dass wir in Kapitel I fiir eine endliche Gruppe G und eine kurze exakte
Folge von (linken) ZG-Moduln

0—A—B—C—0,
eine Ad-hoc-Konstruktion einer exakten Folge angegeben haben:
0— A — B¢ 5 ¢ % HY(G, A).
Es gibt verschiedene Moglichkeiten, hohere Kohomologiegruppen einzufithren, um diese zu
einer langen exakten Folge zu erweitern:
0 AG 5 B¢ ¢ % g, A) — HY(G, B)
— HY(G,C) — H*(G, A) — ---

1.) Durch injektive Auflsungen

Ein ZG-Modul I heif3t injektiv, falls

oder aquivalent, falls Homyg( -, I) exakt ist. Die (abelsche) Kategorie ZG-mod hat geniigend
injektive Objekte: Fiir jeden ZG-Modul A finden wir 0 — A — I, also auch eine injektive
Auflosung

0—A—Iy—0LH —LL—- -,

und wir definieren H*(G, A) als die Kohomologiegruppen ker d’/ im d*~! des Kokettenkomplexes
018 Lre g ..

Dies ist nach dem Hauptsatz der homologischen Algebra wohldefiniert. Die lange exakte Folge
ergibt sich dann aus dem Hufeisenlemma und dem Schlangenlemma. Die Konstruktion ist
funktoriell: H*(G, -) sind die rechtsabgeleiteten Funktoren von (-)C.

14



III Galoiskohomologie endlicher abelscher Moduln

2.) Durch projektive Auflésungen
Ein ZG-Modul P heif3t projektiv, falls dual dazu

0« A« B
T 21

/’/3
P

oder dquivalent, falls Homyg (P, -) exakt ist. ZG-mod hat geniigend projektive Objekte
(VA 3P — A — 0), also wahlen wir eine projektive Auflésung des trivialen Moduls Z:

o — P — P — P —7Z—0
und definieren H'(G, A) als die Kohomologie von
0 — Homyg(FPy, A) — Homyg (P, A) — Homgg (P2, A) — -+ .
Man beachte, dass Homzg(Z, A) = A!

Bemerkung. Ist BG ein zusammenhingender CW-Komplex mit m BG = G und EG :=
BG ~ e, s0 ist CCWV(EG,Z) eine freie (also projektive) Auflésung von Z. Wegen

Céw(BG; A) := Homyq(CEV(EG, 7), A),
gilt somit H*(G, A) = Hw(BG; A) (Kohomologie ,,mit lokalen Koeffizienten“ in der Termi-

nologie der algebraischen Topologie).

3.) Durch homogene Koketten (Konkretisierung von 2.)

Sei L; der freie Z-Modul mit Basis G**!. Die diagonale Wirkung G ~ G**! verleiht L; die
Struktur eines freien ZG-Moduls, und

s L B L Sy 70

ist eine freie (also projektive) Auflésung, wobei
7: .
di(gos---59i) = D (1) (g0, -+ Gj»- -+ 9i)-
=0
Man beachte, dass
Homgzg(L;, A) = {f: G — A | f ist G-dquivariant}
(,homogene Koketten®).
4.) Durch (inhomogene) Koketten

Sei X; der freie ZG-Modul mit Basis G*. Dann ist
da dy do
= Xo = X1 — Xg— Z
eine freie Auflésung, wobei

di(g1,---,9) =91 (92,---,Gi)
i1

+ Z(_l)j(glv o 7gjgj+17 o 791) + (_1)1(917 o 7gi—1)-
j=1

15



III Galoiskohomologie endlicher abelscher Moduln

Ubung. Man zeige, dass durch

(917 o 792) — (1791791927 -5 g1 gz)
ein Isomorphismus von ZG-Komplexen X, = Lo definiert wird.

Ubung. Man zeige, dass Z'(Homzg(X,, A)) und B'(Homze(X,, A)) mit unseren bisherigen
Definitionen der 1-Kozyklen und 1-Korénder iibereinstimmen.

Aus 3.) und 4.) sehen wir, dass H*(G, A) endlich ist, wenn G und A endlich sind.

II1.2 Tate-Kohomologie

Sei weiterhin G eine endliche Gruppe.

Definition III.2.1. Die Norm von ZG ist das Element Ng = >_ o g. Das Augmentationsideal
ist

Ig = ker (ZG—)Z, Zaggb—>2ag>.

geG geqG

Fiir jeden ZG-Modul A sei N: A — A, a — Nga. Dann gilt IgA C ker N und im N C
A¢ = H(G, A).

Definition ITI.2.2. Wir nennen Ag := Ho(G, A) := A/IgA die Koinvarianten von A.

Nach dem Obigen induziert N eine Abbildung N*: Hy(G, A) — H°(G, A).

Definition II1.2.3. Setze Hy(G, A) := ker N*, HO(G, A) := coker N*.

Man beachte, dass die Funktoren (- )¢ und Z ®z¢ (- ) natiirlich isomorph sind, also ist (- )¢
rechtsexakt. Dual zu II1.1.1) definieren wir H;(G, -) als die linksabgeleiteten Funktoren von
(+)¢- Ahnlich wie in I11.1.2) ist H;(G, A) auch die algebraische Homologie von Py ®z¢ A fiir
eine projektive Auflésung P, — Z durch Rechts-ZG-Moduln.

Beispiel. Ist A trivial, so gilt Hi(G, A) = Ga, Q7 A.

Definition III1.2.4. Wir definieren die Tate-Kohomologiegruppen durch

H™(G,A) = H*(G, A) fiir n > 1,

H(G,A) = A9/NA (siehe oben),
H™YG, A) = Hy(G,A) = ker N/IgA (siche oben),
H™™(G,A) = H,_1(G, A) fiir n > 2.

Satz I11.2.5. 0 — A — B — C — 0 in ZG-mod induziert

o — H%(@,C) — H Y (G, A) — HY(G,B) — H (G, 0)
— H%(G,A) — H°(G,B) — H°(G,C) — HY(G,A) — - -
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III Galoiskohomologie endlicher abelscher Moduln

I1I.3 Cup-Produkte

Sei weiterhin G' endlich und K*(G, A) = Homgzg(L;, A) der Kokettenkomplex der homogenen
Koketten. Fiir ZG-Moduln A und B erhalten wir eine Links-ZG-Modulstruktur auf A ® B :=
A ®gz B durch g - (a®b) = (ga) ® (gb).

Definition IT1.3.1. Das Cup-Produkt auf homogenen Koketten ist die bilineare Abbildung,
die durch
KP(G,A) x KYG, B) = K*"(G,A® B),

((1 U b)(g07 s »ngrq) = a(g(b e agp) ® b(gp7 e 79p+q)

definiert wird.

Satz 1I1.3.2. Wir erhalten ein induziertes bilineares Cup-Produkt
HP(G,A) x HY(G,B) — HP'1(G,A® B).
Beweis. Wohldefiniert, da eine einfache Rechnung ergibt:
d(aUb) = (da) Ub+ (—1)P(a U db).
O]

Bemerkung. Fiir a € H(G,A) = A%, b € HY(G, B) gilt a Ub = f.(b), wobei f, durch
B — A® B, r +— a ® z induziert wird. Fiir p = ¢ = 0 gilt also

U: A x B¢ — (A® B),  (a,b) — a®b.

Eine G-iquivariante bilineare Abbildung A x B 2 C faktorisiert als

A® B
Pz
A><B?J C,

sodass wir ein induziertes Cup-Produkt erhalten:
H?(G, A) x H1(G, B) — HPT(G, ).

Zu jeder G-dquivarianten bilinearen Paarung A x B % C, p,q € Z, erhalten wir auch ein
Cup-Produkt R R R
H?(G, A) x H1(G, B) — HP"(G,C).

Es wird mithilfe der Fortsetzung X_;_,, = Z|G"*1] von X, konstruiert, wobei

d-n(gos- - gn-1) = >_ > (=1)(gos---+9i-1: 9+ Gis - - » Gn—1)
g€G i=0
fir n > 1 und do(go) = > gec 9- Fuir p = ¢ = 0 ist dies die durch ¢ induzierte Paarung
AY/NAx B/ NB — CY/NC.

Fiir p,q¢ > 0 stimmt es mit dem zuvor definierten Cup-Produkt {iberein.
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III Galoiskohomologie endlicher abelscher Moduln

I1I.4 Kohomologie proendlicher Gruppen

Definition II1.4.1. Eine topologische Gruppe G heifit proendlich, falls G = @Gi fiir ein
inverses System endlicher Gruppen (G;);e;-

Satz I11.4.2. G ist genau dann proendlich, wenn G kompakt und total unzusammenhdngend
1st.

Beweis. ,=“: I’£1Gi < Il;er Gi ist abgeschlossen.

»<=": (schwieriger) G = Jm G/N mit offenem N < G. Hier ist [G : N| < oo, da G kompakt
ist. O

Beispiele. Endliche Gruppen.

Gal(k) = Gal(k/k) = lim Gal(l/k) = lim Gal(k)/N.
l/k endlich galoissch N<Gal(k)
abgeschlossen, endlicher Index

Fir eine diskrete abelsche Torsionsgruppe M ist die Pontryagin-Duale M* = Hom(M, Q/Z)
mit der kompakt-offenen Topologie proendlich. In der Tat gilt

M* = Hom lim N,Q/Z | = lim Hom(N,Q/Z).
N<M N<M
endlich endlich

Tatséchlich ist (-)* eine Antidiquivalenz zwischen diskreten abelschen Torsionsgruppen und
abelschen proendlichen Gruppen. (Fiir eine abelsche proendliche Gruppe G ist Homeont (G, Q/Z)
eine diskrete abelsche Torsionsgruppe.)

Vorsicht. Fiir M = Z gilt

M*=Q/Z=Pzp>), M*=]]z,
p p

I

Z.

Hier ist Z(p™>) = lim Z/p" die Priifer-p-Gruppe, und Z = lim Z/n. Fiir alle v € Vy(k) sind
die Gruppen O, und Oj; proendlich (insbesondere Z, und Zj).

Bis auf Weiteres sei G eine proendliche Gruppe.

Definition III1.4.3. Ein diskreter G-Modul ist eine diskrete abelsche Gruppe A mit einer
stetigen Wirkung G ~ A.

Dies bedeutet, dass fiir alle a € A die Bahnabbildung G — A, g — ga stetig ist (<= G, =
{9 € G| ga = a} ist offen).
Beispiele (mit G = Gal(k)). A=k . Fir a € k ist G, = Gal(k/k(a)) nach der unendlichen

Galoistheorie abgeschlossen und von endlichem Index, also ist GG, offen.

A = 11,(E) (ein invarianter Untermodul von k).

Der triviale diskrete G-Modul M (z.B. M = Z/n, zu unterscheiden von ,,(k)).

Die vorigen Beispiele &, i, (k), Z/n sind Beispiele fiir kommutative affine Gruppenschemata
iiber k (vgl. Kapitel IV): GLy, iy, Z/n (konstant), und (o: k — k) € G wirkt funktoriell.
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III Galoiskohomologie endlicher abelscher Moduln

Sei M ein endliches kommutatives Gruppenschema iiber k. Dann ist das Cartier-Duale von M
gegeben durch M’ = Hom(M, GL;) mit der G-Wirkung (o f)(m) = o - f(0~1m). Zum Beispiel
gilt

(tn)" = Hom(pin, GL1) = Hom(pin, pin) = {(-)* | k= 0,...,n =1}
und o(07'2)F = 2 also ist G ~ (uy,)’ trivial, was u!, = Z/n, (Z/n) = u, bedeutet.

Sei G-mods die Kategorie der diskreten G-Moduln. Dann hat G-mod;s geniigend injektive
Objekte (wihle 0 — A — [ in ZG-mod, dann 0 — A — lim, GIU), also:

Definition II1.4.4. Fiir einen diskreten G-Modul A definieren wir H*(G, A) als die rechtsab-

geleiteten Funktoren von (-)C.

Im Allgemeinen muss G-mods jedoch nicht geniigend projektive Objekte haben. (Fiir unendli-
ches G ist der ZG-Modul ZG nicht diskret, da der Stabilisator von 1 € ZG trivial und somit
nicht offen ist.) Fiir explizite Berechnungen definieren wir daher allgemeiner

KYG,A) = {f: G" — A f stetig (dquivalent: lokal konstant)}
und d*(f) = f o d;y1 mit d;1 wie in I11.1.4), wobei f ZG-linear fortgesetzt wird.
Satz I11.4.5. Fiir jeden diskreten G-Modul A gilt H' (G, A) = H/(K*(G, A)).

Proposition IT1.4.6. Sei (G;) ein inverses System von (pro-)endlichen Gruppen und (A;)
ein induktives System diskreter G;-Moduln mit Ubergangsabbildungen pj;: G; — G; und
ugj: Ay — Aj, sodass

G — s G
g—g uw(ﬂ)i Pﬁga

fir alle a € A; kommutiert. Setze G = @Z G; und A = hgﬁZ A;. Dann gilt H1(G,A) =

Bewets. Es gilt sogar, dass die Kolimesabbildung

lim K*(Gi, Ai) — K*(G, A)

ein Isomorphismus ist. O
Korollar I11.4.7. HY(G,A) = @UﬁoG HY(G/U, AY).

Beweis. Wie oben besprochen ist G = l'glG/U, und es gilt A = @AU, daa € Ain A%
liegt. O
Korollar I11.4.8. H%(G, A) ist eine abelsche Torsionsgruppe fir q > 1.

Beweis. Dies folgt aus 111.4.7 und daraus, dass fir endliches G, H < G und ¢ > 1 der

Homomorphismus
coresyoresy: HI(G,A) — HI(G, A)

die Multiplikation mit [G : H]| ist (anwenden auf H = {1}). (Siehe ,Oberseminar Algebra und
Geometrie®.) O
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III.5 Galoiskohomologie

In diesem Abschnitt seien G = Gal(k) und A € G-mod;. Zu einer Erweiterung k; /k und einem
algebraischen Abschluss k1 /k1 finden wir ein Diagramm:

Ny
T

- ki

> —

Dies induziert f: Gal(k1) — Gal(k). Ersetzen wir j durch j’, so ergibt sich

1

fo)=()"oooy
= () o(joj Nooo(joj ey
Z((J’) 0oj)oj tooojo(j oy’

— o f(o)o

mit 7 =571 o5’ € Gal(k).

1

Proposition I11.5.1. Sei 7 € G. Dann induzieren ¢ — 7~ 0T und a — Ta einen Auto-

morphismus ®; von H1(G, A), und es gilt &, = id.

(Funktorialitit: f: G’ — G und eine additive Abbildung g: A — A’ mit g(f(c")a) = o’g(a)
induzieren HY(G,A) — HY(G', A").)

Beweis. Lisst sich an der Beschreibung von H!(G, A) durch Kozyklen iiberpriifen. Der allge-
meine Fall folgt mit homologischer Algebra. O

Somit ist der induzierte Homomorphismus
H%(Gal(k), A) — H9(Gal(k;), A)

unabhingig von j. Insbesondere folgt fiir k; = k, dass je zwei algebraische Abschliisse k, k1
kanonisch isomorphe Gruppen liefern:

HY(Gal(k), A) = HI(Gal(k,), A),

sodass wir HY(k, A) :== H9(Gal(k), A) schreiben kénnen und dies die ¢-te Galoiskohomologie
von k mit Koeffizienten in A nennen. Ist A ein kommutatives affines Gruppenschema iiber k
und k; /k eine beliebige Kérpererweiterung, so erfiillen f: Gal(k;) — Gal(k) und g: A(k) —
A(ky) die Bedingung g(f(o)a) = og(a). Somit erhalten wir

HY(Gal(k), A(F)) —— HI(Gal(ki), A(k1))

) kla )

wohldefiniert und funktoriell in &, d.h. A definiert

H(-,A): FieldExt/k — Ab.

Beispiele

1.) A = G,, das additive Gruppenschema iiber k mit G, (k) = (k, +).
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Satz II1.5.2. Es gilt H1(K,G,) = 0 fiir jede Erweiterung K/k und jedes g > 1.
Auferdem gilt ﬁq(Gal(L/K), L) = 0 fiir jede endliche Galoiserweiterung L/K und jedes q € Z.

Beweis. Jede endliche Galoiserweiterung L/K besitzt eine Normalbasis, d. h.

L= @ Ko(z) fiir ein « € L.
o€Gal(L/K)

Dies bedeutet, dass L ein Gal(L/K)-induzierter Modul ist. (Definition: A heifit G-induziert,
wenn A = @ e gD fiir ein D < A gilt.) Fiir eine endliche Gruppe G hat ein G-induzierter
Modul A triviale Tate-Kohomologie, denn

Homyzg(Xe, A) = Homy(X,., D)

ist exakt: Die in Abschnitt I11.3 beschriebene vollstdndige Auflésung X, ist iiber Z spaltend
exakt. Somit gilt fiir ¢ > 1

HY(K,G,) liny HGal(L/K),L) =0
L/K endlich galoissch

nach II1.4.7 (woraus sich Isomorphismen der Komplexe ergeben). O

2.) A =G, = GLy, das multiplikative Gruppenschema iiber k mit G,,(k) = (k, ).

Satz I11.5.3 (,Hilbert 90%). H'(k,G,,) = 0.

Beweis. Wie oben geniigt es zu zeigen, dass H'(Gal(L/k), L*) = 0 fiir jede endliche Galoiser-
weiterung L/k gilt. Setze G := Gal(L/k). Sei o — a, ein Kozyklus in Z1(G, L*). Nach dem

Satz von Dedekind ist G C Homy (L, L) linear unabhéngig iiber L. Somit finden wir x € L*
mit b:= 3, cqas0(x) # 0. Fiir alle 7 € G folgt

7(b) = Z TagTo(x) = Z aroa; 7o (2)

oeG oeG
=a;! Z ago(x) = a; b,
oeG
also ist a; = br(b)~1 = 7(b=1)(b71)~! ein Korand. O

Ubung. Zeige: Ist Gal(L/k) = (o) zyklisch, so gibt es fiir jedes x € L mit Npp(z) =1 ein
¢ € L* mit x = o(c)/c (Hilberts urspriinglicher Satz 90). Hinweis: Verwende H G, A) =
H'(G, A) fiir zyklische Gruppen G.

Definition III.5.4. Die abelsche Gruppe H?(k,G,,) heiBt Brauergruppe Br(k) von k.

3.) A = py, das endliche abelsche Gruppenschema der n-ten Einheitswurzeln.

Satz IT11.5.5. H(k, un) = k*/(k*)".

Beweis. Die exakte Folge 1 — p,, — G, % Gpm — 1 (d. h.

1 pn(®) — & N5 1
ist exakt) liefert
o e O Bk ) — HY(E, G) -
—_————

0 (H. 90)

Somit gilt H'(k, i) = coker(k* L% k*) = k*/ (k)" O
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III Galoiskohomologie endlicher abelscher Moduln

Satz I11.5.6. H?(k, u,) = Br(k)[n], die Untergruppe von Br(k) aus den Elementen, deren
Ordnung n teilt.

Beweis. ) .
0= H'(k,Gpn) 5 H(k, ) — H*(k,Gpn) L H(k, ),

also H2(k, jin) = ker(Br(k) ~2 Br(k)) = Br(k)[n]. O

Korollar I11.5.7. Enthilt k eine primitive n-te Einheitswurzel, so gilt H*(k,Z/n) = k* /(k*)"
und H?(k,7Z/n) = Br(k)[n].

Beweis. In diesem Fall gilt p, (k) C k*, sodass pu, = Z/n ein trivialer Gal(k)-Modul ist. O

4.) ,Hilbert 90* besitzt die folgende nichtkommutative Verallgemeinerung (fiir einen beliebigen
Korper K).

Satz IIL5.8. H'(K,GL,) = 0.

Beweis. Bilde wie zuvor fiir einen Kozyklus ¢ — a, b = Y c;ar,0(z) und tberpriife
7(b) = a;'b. Zeige dann, dass sich € GL, (L) fiir eine endliche Galoiserweiterung L/K so
wéhlen lasst, dass b invertierbar ist. ]

I1I.6 Die Brauergruppe und lokale Dualitat

Erinnerung: Jede CSA A iiber einem (etwa perfekten) Korper K hat die Form A = M,,(D4) fiir
eine eindeutig bestimmte Divisionsalgebra D 4 iiber K. Definiere A ~ B :<—= D4 = Dp. Dann
versieht ,®x“ die Menge der Aquivalenzklassen von CSAs iiber K mit einer wohldefinierten
Struktur einer abelschen Gruppe CSA(K).

Satz I11.6.1. CSA(K) = Br(K).

Beweis. Nach Skolem—Noether gilt Aut(M,(K)) = PGL,(K).

1—GL; — GL, — PGL, —1

liefert L
HY(K,GL,) — H'(K,PGL,) >+ H2(K,GL,).
—_————
0 nach II1.5.8
Dies definiert CSA(K) — Br(K), A+— 5\1/m([14]), und liefert den Isomorphismus. O
Beispiele

1.) Ist K = K, so gilt Br(K) = 0.

2.) Ist K endlich, so gilt Br(K) = 0 nach II1.6.1 und dem Satz von Wedderburn, dass jeder
endliche Schiefkérper ein Korper ist. (Beweis aus dem BUCH.)

3.) Br(R) = Z/2, denn die einzigen zentralen Divisionsalgebren iiber R sind R und H.

4.) Hat K/Q, endlichen Grad, so gilt Br(K) = Q/Z. (Erinnerung an das Oberseminar zur Klas-
senkorpertheorie.) Ist K, /K die maximale unverzweigte Erweiterung, so gilt Gal(K,,/K) = Z.
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III Galoiskohomologie endlicher abelscher Moduln

Daher gibt es fiir jedes n eine eindeutige unverzweigte Erweiterung L, /K vom Grad n, und
fiir alle endlichen Galoiserweiterungen L/K mit [L : K| = n gilt

H*(L/K,G,,) = H*(L,/K,G,,) < H*K,G,,).

Somit gilt Br(K) = lim H?*(L,/K,G,,) und

invy, i HX(Lo/K,Gp) — 12/2,
also Br(K) 2 Q/Z.
Korollar I11.6.2. H'(K, u,) = K*/(K*)" ist endlich, ebenso wie

H(K, ) = (Q/Z)[n] = 12/2% Z/nZ.

Ein Argument mit Spektralsequenzen zeigt dann, dass tatsichlich H*(K, M) fiir jeden endlichen
kommutativen Gal(K)-Modul M endlich ist.

5.) Aus der globalen Klassenkorpertheorie folgt:

Satz IT1.6.3 (Albert—Brauer—-Hasse—Noether).

1 — Br(k) — €p Br(k,) — Q/Z — 1.
veV (k)

Sei wieder K/Q, ein p-adischer Koérper und M ein endliches kommutatives Gruppenschema
iiber K (dquivalent dazu: ein endlicher kommutativer (diskreter) Gal(K)-Modul). Auswertung
liefert eine Paarung von Gal(K)-Moduln M x M" — GL;, die ein Cup-Produkt induziert:

HY(K,M)x H*Y(K,M') — Br(K) = Q/Z.
Satz II1.6.4 (Lokale Tate-Dualitat). Firi=0,1,2 ist
HY(K,M)x H* Y (K,M") — Q/Z
eitne perfekte Paarung endlicher abelscher Gruppen.
Beweis. Man tiberpriift, dass der Funktor
(Gal(K)-mod?,)” — Ab, A+ H*(K,A)*

natiirlich isomorph zur Einschrankung von Homg,yk)( -, #) auf endliche diskrete Moduln ist,

wobei p = u(K) = limg tn(K). Explizit gilt
H?*(K,A)* = Homgai(x) (4, ) natiirlich in A.

Wegen
Hom () (M, pt) = Homga () (M, GLy) = H°(K, M),

folgt H?(K,M)* = H°(K,M’), und dieser Isomorphismus wird durch das Cup-Produkt
gegeben. Damit ist der Fall i = 2 gezeigt. Fiir ¢ = 0 ersetze M durch M’. Fiir i = 1 iiberpriife,
dass HY' (K, M) — H'(K,M')* injektiv ist. O
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I11.7 Unverzweigte Kohomologie

Weiterhin sei K/Q), eine endliche Erweiterung.

Definition IT1.7.1. Wir nennen A € Gal(K)-mod’ unverzweigt, wenn Gal(K /Ky,) trivial auf
A wirkt. In diesem Fall setzen wir H{ (K, A) = H(Gal(K,/K), A).

Proposition I11.7.2. Sei A endlich und unverzweigt. Dann gilt HO (K, A) = H°(K, A)
und H (K, A) = 0 firi > 2. Firi =1 ist H..(K,A) < HY(K,A) eine (mdglicherweise
nichttriviale, moglicherweise echte) Untergruppe.
Beweis.

HS}((}(? A) = AGal(Kur/K) _ AGal(F/K)/Gal(F/Km) _ AGal(F/K) _ HO(K7 A).
Dass Hi (K, A) =0 fiir i > 2 gilt, folgt aus cd(Z) = 1 [kohomologische Dimension: Verwende
Z =11, Zp und

period

HX(Z/p",Z/p) = H(Z/p",Z/p)= H(Z/p",Z/p) = L/p,

also
11.4.6

H2(Z,, Z/p) "= lim H*(Z/p", Z/p) = 0

denn die Ubergangsabbildungen sind Z/p 2, Z/p, also trivial. Fiir eine Pro-p-Gruppe G gilt
cdy(G) < m, falls H"(G, Z/p) = 0, also cd,(Z,) < 1. Andererseits gilt

Hl(Zpa Z/p) = Homeont (Zy, Z/p) = Hom(Zy/pZy, Z/p) = Z/p,
also c¢dp(Z,) = 1, woraus cd(Z) = sup,, ¢d,(Zp) = 1 folgt.] SchlieBlich gilt 0 — H (K, A) —
H'(K, A) nach Inflation—Restriktion. O
Sei A endlich und unverzweigt mit p { |A|. Beziiglich der lokalen Tate-Dualitdt (I11.6.4) gilt:

e Der Cartier-duale Modul A’ ist ebenfalls endlich und unverzweigt.
o Esgilt H (K, A)* = H27/(K, A') fir i = 0,1, 2.

Ubung. (i) Zeige, dass u, unverzweigt ist, falls p { n. (ii) Zeige, dass dann HL (K, u,)
O3 /(03" gilt. (Hinweis: Verwende, dass fiir O%* < K, die Gleichung HL (K, O%*) =
gilt.)

II1.8 Poitou—Tate-Dualitat

Sei M ein endlicher Gal(k)-Modul. Ziel: ein Lokal-global-Prinzip finden, das Auskunft iiber
die Diagonalabbildungen gibt:

B H(k, M) — H H'(ky, M).
veV (k)

Konvention. Fiir i = 0 und v € Vs (k) soll Hi(k,, M) in diesem Abschnitt H°(k,, M)
bedeuten, also ist H°(k,, M) = 0 fiir komplexes v und

HO(ky, M) = MR NaycymyM

fur reelles v.
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Proposition II1.8.1. Der Modul M ist auflerhalb endlich vieler v € V (k) unverzweigt (als
Gal(ky)-Modul).

Beweis. Die Untergruppe G = {0 € Gal(k) | om = m fir alle m € M} < Gal(k) ist offen,
hat also endlichen Index, und die zugehérige Kérpererweiterung I/k ist an allen v { discr;
unverzweigt. Also wirkt Gal(k,") < Gal(l,) < Gal(l) fiir jedes w | v t discry;, trivial. O

Definition III1.8.2. Wir definieren Pi(k, M) als das restringierte Produkt

Pi(k,M)= [[ Hi(ko, M)  beziglich Hi(k,, M),
veV (k)

Aus I11.7.2 folgt daher:

o PY%k,M) =11, H(k,, M) ist kompakt.
o PXk,M)=&, H?*(ky, M) =11, H*(ky, M) ist diskret.
o PYk,M) =TI H*(ky, M) =11, H'(k,, M) ist lokal kompakt (die Notation ,[]* wurde
von Tate vorgeschlagen).
AuBerdem gilt P'(k, M) = @, ,eon H' (ky, M) fiir i > 3, denn cd(Gal(k,)) = 2 fiir endliches v.

[In der Tat gilt
cd(Gal(ky)) < cd(Gal(ky")) + cd(Gal(ky, /ky)) < 2,

<1, ,weil“ <1 wie oben
Br(k2*)=0

und H?(ky, j1,) = Z/nZ nach 111.6.2.]

Proposition I11.8.3. Die Diagonalabbildung

B =By H'(k,M) — [ H'(ko,M)
veV (k)

hat ihr Bild in P'(k, M).

Beweis. Sei a € H'(k, M). Wihle [/k endlich galoissch so, dass Gal(l) trivial auf M wirkt und
o im Bild der Inflation H*(I/k, M) — H'(k, M) liegt. Ist v unverzweigt in [/k und w | v eine
beliebige Stelle von I, so zeigt

Hi(l/k,M) — 5 Hi(k,M) —— Hi(k,, M)

| —

Hi(ly/ky, M) ——— H' (KX /ky, M)

fiir fast alle v, dass a nach H{ (k,, M) abgebildet wird. O

Proposition III.8.4 (Reelle lokale Dualitét). Sei My ein endlicher Gal(C/R)-Modul. Dann
definiert das Cup-Produkt eine perfekte Paarung endlicher abelscher 2-Gruppen

H'(R, M) x H* (R, M}) — BrR = Z/2Z.
Proposition II1.8.5. Die lokale Tate-Dualitdt induziert Isomorphismen

Pk, M)* = P*(k,M')  und  PY(k,M)* = Pk, M.
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III Galoiskohomologie endlicher abelscher Moduln

Beweis. Fir i =0,1,2 gilt

Pik, M) = (IT Hi(kU,M))* ~ [T H (ko, M)*

v

restringiert beziiglich (H(k,, M)/H:, (k,, M))*. Nach I11.6.4 und I11.8.4 gilt daher

Pk, M)* = [ H> " (ky, M)

restringiert beziiglich
(H" (Ko, M)/ Hy (ko, M) 22 Hyy (Ko, M)* = HE (o, M)

fiir fast alle v: ndmlich an den endlichen Stellen, an denen M unverzweigt ist und die Restklas-
sencharakteristik |M | nicht teilt. O

Analog sei ': Pi(k, M) — H?*7'(k, M')* die duale Abbildung zu 83,': H>7'(k,M') —
P?i(k, M’). Wir erinnern daran, dass

ker 3%, = II*(k, @, M) =: II*(k, M)
gilt (siche Abschnitt I1.7).
Satz I11.8.6 (Poitou-Tate). (i) Firi >3 gilt H' (k, M) = @, ey H (ky, M).
(i3) Die Tate-Schafarewitsch-Gruppen NIt (k, M') und I11%(k, M) sind endlich und zueinander
dual.
(iii) Es gibt eine neungliedrige exakte Sequenz

0 0
0 — HO(~k, M) 2 ] HO(ky, M) —— H?(k, M')* T 1
S 5

2 2
s H2(k, M) - [ H?(ke, M) - HO(k, M")* — 0.

Die Randabbildung ' ergibt sich als
H?(k, M')* — coker(y°) = coker(835/) = (ker(83,))"
(i)
= (I (k, M"))" = LI (k, M) < H' (k, M),

und analog fiir §2.
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III Galoiskohomologie endlicher abelscher Moduln

Beispiel. k =Q, M =Z/2. (Zur Erinnerung: (Z/2)" = pus = 7,/2.)

p<oo

0 72 II z/2 — Br(Q)2]* T .

Q*/(Q")? — Ig/Ty — (Q*/(Q")%)" ? .

Br(Q))2] — € z/2 —— (Z/2)* —— 0.

p<oo

Die beiden verschwindenden Randabbildungen erkléren sich durch I1.6.1 bzw. I1.6.6 (d = 2).

Aus Satz 11.6.4 wissen wir, dass
Z/2 = N (Q(VT), us) = I*(Q(VT), Z/8),

also ist fiir k = Q(v/7) die erste Randabbildung nichttrivial, wenn M = pg, und die zweite
Randabbildung nichttrivial, wenn M = Z/8.

Beachte, dass die zur Poitou—Tate-Sequenz fiir M duale Sequenz die Poitou—Tate-Sequenz fiir
M’ ist. Beachte auch, dass die Poitou—Tate-Sequenz topologisch die Form

0 — endlich ——— kompakt ——— kompakt T

-

‘— diskret —— lokal kompakt —— kompakt T

-

“— diskret —— diskret —— endlich —— 0.

hat.
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Kapitel IV

Galoiskohomologie einfacher
algebraischer Gruppen

IV.1 Nichtkommutative Kohomologie

Sei G eine proendliche Gruppe.

Definition IV.1.1. Eine G-Menge ist ein diskreter topologischer Raum A mit einer stetigen
G-Wirkung. Tragt A zudem eine Gruppenstruktur, die von der Wirkung erhalten wird (7 (ab) =
ab fir a,b € A, 0 € ), so nennen wir A eine G-Gruppe.

Beachte, dass eine G-Gruppe mit abelschem A gerade ein diskreter G-Modul wie in Definiti-
on II1.4.3 ist. Wir gehen wie in Kapitel I vor:

o Fiir eine G-Menge E setzen wir H*(G, F) = E°.
e Fiir eine G-Gruppe A setzen wir

Z4(G, A) ={a: G — A stetig | asr = a, %a; fir alle o,7 € G}.

o Fiir a,a’ € ZY(G, A) definieren wir a ~ @’ genau dann, wenn es ein b € A gibt, sodass
ay = b~tal b fiir alle o € G gilt.
e Setze H(G, A) = Z1(G, A)/ ~ (punktierte Menge).

Man tiberpriift:

« HY(G,A) = liy,, HY(G/U, AY).
o HY(G,A) ist fiir i = 0,1 funktoriell in A.
o Fir kommutatives A stimmt dies mit der bisherigen Definition iiberein.

Proposition IV.1.2 (vgl. Proposition 1.2). Seien A <g B G-Gruppen. Dann ist G ~ B/A
eine G-Menge (eine G-Gruppe, falls A g B), und

1 — HY(G, A) — HY(G, B) — H(G,B/A) 25 HY(G, A) 5 HY(G, B)
1
ist exakt, mit einem weiteren Pfeil H'(G, B) 2 H'(G, B/A), falls A normal ist.

Beschreibung von 0°: Fiir bA € (B/A)% setze 6°(bA) = [b~1“b].

Ubung. (i) Uberpriife, dass 6°(bA) eine wohldefinierte Kohomologieklasse ist, und beweise
IvV.1.2.

Beachte, dass es fiir A <g B eine Rechtswirkung H'(G, A) ~ (B/A) gibt, die wie folgt
definiert ist: Fiir bA € (B/A)% und [a] € H'(G, A) setze

la] - bA = [0 — b a, b].
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IV Galoiskohomologie einfacher algebraischer Gruppen

Proposition IV.1.3. i'(a) = i!(a') gilt genau dann, wenn o/ € o - (B/A)C.

' = [a']. Dann gibt es ein b € B mit a,, = b~'a, 7b. Dann gilt

“b(ay) "t =a;'b=b(b""a, D),
€A

also bA € (B/A)Y und [a] - bA = [d/]. Die Umkehrung ist klar. O

Beweis. Schreibe a = [a], o

Proposition 1V.1.4. Ist A <g B zentral, so ist
HYG, B) — HY(G, B/A) & H2(G, A)
exakt, und 6° ist ein Homomorphismus.

Beschreibung von §': Wihle fiir a € Z!(G,B/A) einen mengentheoretischen Schnitt
s: B/A — B und setze b = s o a (dies ist stetig, da B/A und B diskret sind). Setze

0! ([a)) = [(0,7) = be "br b7

IV.2 Twisten

Seil— A% BE ¢ — 1 eine kurze exakte Sequenz von G-Gruppen, und sei 8 = [b] €
H'(G, B). Um die Faser (p*)~!(p'(53)) der Abbildung

pt: HY(G,B) — HY(G,0)

zu beschreiben, definieren wir die getwistete G-Gruppe B, die als Gruppe mit B iibereinstimmt,
deren neue G-Wirkung aber durch

oy = by Tx - b firce B, ceG
gegeben ist. Dies definiert auch A, da A < B, und ;,C := ,;,C. Wir erhalten also
1—3A— B —,C —1

und entsprechend
1

HY(G, A) —— HY(G,B) —— HY(G,C)
TbT% TpobT%’
HY(G,pA) —2s HY(G,,B) —— HY(G,,C)

wobei 73, definiert durch 7,([z]) = [« - b], und 7,05 Bijektionen sind, die die triviale Klasse auf
3 bzw. p'(B) abbilden. Dies iiberfiihrt die Faser iiber p!(j3) in kerp!. Analog erhalten wir fiir
eine zentrale Erweiterung

1—-ALBSC —1

von G-Gruppen und v = [c] € HY(G, C)

HY(G,B) —— HY(G,C) —2— H*(G, A)

Tﬁg

HMG,.B) —— HY(G,.C) - H2(G, A)

mit
A re(y) = () + 01 (7),  also  (0Y)7H0'(7)) = ker ot
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IV.3 Nichtkommutative Galoiskohomologie und Formen

Von nun an sei K vollkommen. Wir erinnern an Kapitel I:

Meta-Satz IV.3.1. Ist L/K galoissch und X ein ,K-Objekt®, so gilt

{Y ein K-Objekt | X =, Y}/ 2 <2 HY(L/K, Auty X).

»L/K-Formen von X “

Meta-Beweis. Sei Y ein K-Objekt und f: X L.y, Setze

a: Gal(L/K) — Autp X, o a,=flo%f.

Dann gilt
r = [T f = [TLo(fo(fTtoTS))
=(fTo 7)o (f T oTf) = a, 0%,
also kénnen wir Y — [a] € H'(L/K, Auty, X) zuordnen. Da fiir zwei f, f: X %) Y die
Gleichung f' = fo (f 1o f') gilt, erhalten wir

::bEAutLX
dyi=(f) ot =b o (f 0% f) 0 b,

also ist [a] = [a'] wohldefiniert.

Injektivitit. Angenommen, Y; und Ya definieren [f; 0 7 f1] = [f5 ' 0 7 f2]. Dann gibt es ein
b € Aut; X mit

foloTfa=b""ofi 0% fio%b = (fiob) " o (fiob).
Daher gilt
“(faob to fi) ="fa0(frob)™!

:a'f200'f2—1 szobfl ofl_l

= faob o fi,
also ist der Isomorphismus fo 0 b~ ! o 1 Uiiber K definiert; folglich Y} &g Y5.
Surjektivitit. Verwende [a] € H'(L/K, Auty, X), um die Wirkung Gal(L/K) ~ X, zu ,twis-
ten®, und setze o X = X1/ Gal(L/K). Dann gilt ,X — [a]. O

Bemerkung. Damit X/ Gal(L/K) ein K-Objekt definiert, muss man in der Regel Voraus-
setzungen stellen. Ist X beispielsweise eine K-Varietit V', so sollte sie quasiprojektiv sein (zum
Beispiel eine algebraische Gruppe).

Ebenso ist Aut V' nicht immer darstellbar, und selbst wenn es darstellbar ist, muss das
darstellende Objekt nicht von endlichem Typ sein. Bei der Anwendung des Meta-Satzes ist
also etwas Vorsicht geboten.

Wir sehen, dass K-Objekte, deren L-Automorphismengruppen als Gal(L/K)-Gruppen iso-
morph sind, bijektiv einander entsprechende L/K-Formen haben. Beispielsweise werden Qua-
ternionenalgebren und Severi-Brauer-Kurven beide durch H!(K, PGLs) klassifiziert.

Sei char K # 2. Sei qp = (—1, —1,1) mit Diskriminante 1, und schreibe SOz = SO(qp) fiir die
zerfallende Gruppe. Die volle Automorphismengruppe einer terndren quadratischen Form ¢ ist
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O(q), auch wenn ihre Diskriminante 1 ist: —id erhélt ¢, hat aber Determinante —1. Wegen
O(qo) = p2 x SO3 gilt

HY(K,0(q)) =2 K*/(K*)* x HY(K,SO03).
Der erste Faktor erfasst die Diskriminante. Somit klassifiziert H'(K,SO3) genau die nichtaus-

gearteten terndren quadratischen Formen mit Diskriminante 1. Zusammen mit SOz = PGLy
ergeben sich daraus die Korrespondenzen

Quaternionen- ;.; Severi-Brauer- 4 nichtausgeartete ternare
algebren Kurven quadratische Formen mit Diskriminante 1

zwischen K-Isomorphieklassen.

IV.4 Affine algebraische Gruppenschemata

Von nun an sei char(K) = 0.

Definition IV.4.1. Eine (affine) (algebraische) K-Gruppe (bzw. ein Gruppenschema) ist ein
Funktor G: K-Alg — Set, der durch eine endlich erzeugte K-Algebra O(G) darstellbar ist,
zusammen mit einer natiirlichen Transformation m: G x G — G, sodass fiir alle A € K-Alg
ma: G(A) x G(A) — G(A)

eine Gruppenstruktur auf G(A) definiert. Morphismen sind natiirliche Transformationen, die
die Gruppenstruktur erhalten.
Beispiele. ¢ p, mit O(u,) = K[X]/(X™ - 1).

« Eine endliche Gruppe M definiert ein konstantes Gruppenschema M mit O(M) = KM

[Tgenr K, sodass

12

M(K) = Homp_a1o(KM, K) = M
(die Standardbasis (e,) von K™ besteht aus Idempotenten, und 1 = ¢(1) = > gem Hleg))-
——

€{0,1}
. SLn mit O(SLn) == K[XH, oo ,Xnn]/(det<XZ]) — 1)
o Sei G eine K-Gruppe und L/K eine Korpererweiterung. Dann definiert Prakomposition
mit L-Alg — K-Alg die L-Gruppe G, mit O(GL) = L @k O(G), genannt Basiserwei-
terung von GG von K nach L.

Proposition IV.4.2. Sei G eine algebraische K-Gruppe und L/K eine Galoiserweiterung.
Dann ist G(L) durch die funktorielle Wirkung eine Gal(L/K)-Gruppe.

Beweis. Seia € G(L) = Homp_aig(K[X1,..., X,]/(...),L) durch [y, ...,l, € L bestimmt, und
setze Ly = K(l1,...,l,). Dann gilt
Gal(L/K), 2 Gal(L/Ly) <, Gal(L/K).
Fiir a,b € G(L) und o € Gal(L/K) gilt
?(ab) = G(0)(mp(a,b)) "& m1(G(0)(a), G(0)(b)) = a”D. O
Eine (normale) algebraische Untergruppe H < G ist ein Unterfunktor, sodass H(A) < G(A)

fiir alle A € K-Alg eine (normale) Untergruppe ist und H durch einen Quotienten von O(G)
dargestellt wird. Es gilt

(H < G} <2 {H <. G(K) | Gal(K)(H) C H}.

Morphismen G; — G2 haben Kerne, und fiir H < G ist die Faktorgruppe G/H definiert
(subtil. .. ).
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IV.5 Klassifikation einfacher Gruppen iiber algebraisch abge-
schlossenen Korpern

Wir vereinbaren, dass sich nicht eigens definierte Eigenschaften von G (z.B. ,abelsch® oder
,zusammenhingend®) auf G(K) beziehen.

Definition I'V.5.1. Eine algebraische K-Gruppe G heifit einfach, wenn sie zusammenhéngend
und nichtkommutativ ist und jede echte normale Untergruppe von G endlich ist. Wir nennen
G absolut einfach, wenn dariiber hinaus G einfach ist.

Definition IV.5.2. Eine einfache K-Gruppe G heifit einfach zusammenhdngend, wenn jeder
surjektive Morphismus G — G mit endlichem Kern und zusammenhéingendem G einen
trivialen Kern hat.

Satz 1V.5.3. Sei K algebraisch abgeschlossen. Dann ist jede einfach zusammenhdngende
einfache algebraische K-Gruppe G zu genau einer der Gruppen SLpii (n > 1), Sping,
(n>2), Sp,, (n > 3), Spin,,, (n > 4), oder zu einer der finf exzeptionellen Gruppen isomorph.

,Beweis“. Wahle einen mazimalen Torus (GL;1)" = T < G. Dann definiert (G,T') ein Paar
(g,b) aus einer einfachen Lie-Algebra und einer Cartan-Unteralgebra th = Lie(T), das ein
irreduzibles Wurzelsystem ®(g,h) < h* liefert. Diese werden durch Dynkin-Diagramme A =
A(g, b) klassifiziert und bilden eine vollstéandige Invariante:

Typ Dynkin-Diagramm  Lie-Algebra
A, (n>1) o—o0—0-0—0 sloi1

B, (n>2) o—o——o0w0o—0=>0 50941

Cn (n Z 3) O——O0—0ee o0—O0=<=0 5pn

D, (n>4) o—o0—0w 509,

FEg o—o—i—o—o ¢
FEy o—o—I—o—o—c e7
Eg o—o—I—o—o—o—o es Exzeptionelle Typen

Fy o—c=>0—0 f4
Go =0 92
www . math.uni-duesseldorf.de/~kammeyer/lie-algebren.pdf O

Die A,,—Gs-Klassifikation bleibt fiir allgemeine K mit char K = 0 unter der Annahme giiltig,
dass G tber K zerfdllt, d.h., dass es einen maximalen Torus (GL;)" =2 T < G gibt, sodass
T3 < G weiterhin maximal ist.

Satz IV.5.4. Die K-Gruppen SLy+1 (n > 1), Spin(n,n+1) (n > 2), Sp,, (n > 3), Spin(n,n)
(n > 4) und die uber K zerfallenden Gruppen vom Typ Eg, E7, Es, Fy und Go bilden ein

vollstindiges Reprisentantensystem fiir die Isomorphieklassen der dber K zerfallenden einfach
zusammenhdngenden absolut einfachen K-Gruppen.
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Ergebnis

Klassifikation iiber K durch den Cartan-Killing-Typ A,~Gs. Jeder Typ hat eine eindeutige
iiber K zerfallende K-Form Gy.

Ziel

Finde alle anderen K-Formen oder dquivalent (nach I1V.3.1): Bestimme fiir jede iiber K
zerfallende Form G die Menge H'(K, Aut Gy).

IV.6 Klassifikation einfacher Gruppen iiber p-adischen Korpern

Sei Gy eine liber K zerfallende einfach zusammenhéngende absolut einfache K-Gruppe mit
Dynkin-Diagramm A. Dann ist Aut G eine K-Gruppe, und

11— AdGy — AutGyg =7 SymA —— 1
< -

ist eine zerfallende exakte Sequenz von Gal(K)-Gruppen. Dabei besteht Ad G aus inneren
Automorphismen, und Sym A ist ein konstantes Gruppenschema. Aus IV.1.2 erhalten wir

1 — HYK,AdGo) — H'(K,Aut Go) — HY(K,SymA) — 1.

DS -7

Es gilt Sym A = 1, also H'(K,Sym A) 2 1, wenn Go vom Typ Ay, B, Cp, E7, Eg, Fy oder
G ist. Nach I11.5.7 erhalten wir H'(K,Sym A) & K*/(K*)?, wenn Go vom Typ A, (n > 2),
D,, (n >5) oder Eg ist (im Typ Dy gilt Sym A = S3 = Z/3 x Z/2: ,Trialitét“).

Fiir o = [a] € H'(K,Sym A) entspreche [G1] gemiB IV.3.1 dem Element s(«). Die K-Gruppe
G1 heilt die quasizerfallende Form mit Diskriminante o. Durch Twisten erhalten wir
1 > HY(K,AdGy) » H'(K,AutGy) %5 HY(K,SymA) — 1
T T

1>—>[G1] 1l—a

| |
1 > HY(K,AdGy) » H'(K,Aut G1)" " H'(K, o(Sym A)) - 1.

Dabei gilt s0a(Ad Go) Zqai(x) AdG1, soa(Aut Go) Zcaix) Aut Gy und 4(Sym A) = Sym A,
sofern GG1 nicht vom Typ D, ist. Setze

Iy = 4(SymA)(K),

die Gruppe der K-rationalen Automorphismen des getwisteten Dynkin-Diagramms. Somit ist
' = Sym A auflerhalb des Typs Dy; im Typ Dy ist sie der Zentralisator des Bildes von «a in
Ss3. Nach IV.1.3 gilt

pt(a) =2 HY(K,AdG1)/T,.

Es bleibt also, H' (K, Ad G1) /T, fiir alle quasizerfallenden Formen G zu bestimmen. Nach
1V.1.4 liefert die Sequenz

1 — Z(Gl) — Gl —)AdGl — 1
die exakte Sequenz
HY(K,G)) — HYEK,AAGY) & HA(K, Z(Gh)),

und &' ist I',-dquivariant (beachte, dass I, auf Z(G1) durch K-Automorphismen wirkt).
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Satz IV.6.1 (M. Kneser). Sei K/Q, endlich und G eine einfach zusammenhdingende einfache
K-Gruppe. Dann gilt H'(K,G) = {1}.

Beweis. Eine Untersuchung durch Fallunterscheidung. O

Korollar IV.6.2. Fir endliches K/Q, ist die Abbildung §' eine Bijektion.

Beweis. Injektivitit: Nach dem Vorangegangenen gilt ker 6 = {1}. Durch Twisten erhalten
wir

(61) 710" ([a])) = ker 8" = {1}

fiir alle [a] € H'(K, AdG1), ebenfalls nach dem Vorangegangenen. Die Surjektivitit ist ein
»2\Nebenprodukt“ des Beweises von IV.6.1. 0

Bemerkung IV.6.3. Die Surjektivitat gilt auch iiber Zahlkorpern.

Schliefllich liefert fiur endliches K/Q, die lokale Tate-Dualitét (I11.6.4)
H*(K,Z(G1)) = H(K, Z(G1)')",

was sich leicht berechnen ldsst. Ist beispielsweise G vom Typ Ay, By, C, oder Er, so gilt
Z(Gy) = g, also
HYK,Z(G))* = HY(K,Z/2)* = 7Z/2.

Die Wirkung I', ~ H?(K, Z(G1)) muss trivial sein, wenn H?(K, Z(G1)) die Ordnung eins
oder zwei hat. In den Typen A, (n > 2), Da,—1 (n > 3) und Eg wirkt I'y, = Sym A = Z/2
durch Inversion. Im Typ Ds,, (n > 3) wirkt die geometrische Diagrammgruppe Sym A = 7,/2
auf Z(G1)(K) = (Z/2)?* als Untergruppe der Ordnung zwei von Aut((Z/2)?) = S3; im Typ Dy
ist die geometrische Diagrammgruppe die volle Automorphismengruppe Ss. Die K-rationale
Wirkung ist die Einschrankung auf I',. Die Ergebnisse lassen sich in der folgenden Tabelle
zusammenfassen.

Typ von G1 1An 2142n—1 2A2n B, G, 1l)2n—1 2D2n—1

H*(K,Z(Gy1)) Z/(n+1) Z/2 0 Z/2 Z)2 Z/4 7.)2

P (a)] | =52 P 1 2 2 3 2

Dy, 2Ds, 3Dy ®Dy 'Eg 2Es E; FEs Fy Go

(z/2* z/2 0o 0 Z/3 0 Z/2 0 0 0

(@ firn=2) 2 11 2 1 2 1 1 1
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IV.7 Klassifikation einfacher Gruppen iiber Zahlkorpern

Sei Gy eine tiber k zerfallende einfach zusammenhéngende absolut einfache k-Gruppe. Aus dem
vorigen Abschnitt sehen wir, dass sich die Bestimmung von H!(k, Aut Gg) auf die Bestimmung
folgender Mengen aufteilt:

(i) H'(k,SymA) und

(ii) H'(k,AdG1)/T4 mit [G1] = s(a) fiir a = [a] € H'(k,Sym A).
Dabei ist I'y = (Sym A)(k) wie in Abschnitt IV.6. (i) Sofern Gy nicht vom Typ Dy ist, gilt

Sym A 2 1 oder Z/2, also H'(k,Sym A) = 1 oder k*/(k*)? nach I11.5.7. Wie im Beispiel zur
Poitou-Tate-Sequenz lassen sich solche globalen Quadratklassen durch

0 — k*/(k*)> — L/T; — (K*/(k*)*)" — 0
lokal vorschreiben (wobei % das Pontrjagin-Dual bezeichnet). (ii) Wir haben ein Diagramm

HY(k,AdG") IV.6.3 H2(k, Z(G1))

! !

I H'(k,AdG) ——— ][] H (k. Z(Gh)).
veVs (k) O weVp(k)

Da Z(G1) ein endlicher kommutativer Gal(k)-Modul ist, zeigt die Poitou-Tate-Dualitét sogar,
dass
H'(k,AdG) V.63 H?(k, Z(G1))

l l

B H'(k,AdG) ——— @ H(ky, Z(G1)).
veVy (k) ' veVy (k)

Satz IV.7.1 (Kneser, Harder, Chernousov). Sei G eine einfach zusammenhangende absolut
einfache k-Gruppe. Dann gilt

H'(k,G) = [ H'(kG).
V€V (k)

Ist also k total imaginér, so liefern die exakte Sequenz und Twisten

1R

H'(k,AdG1)/T, H?(k,Z(G1))/Ta

l J/BZ(GI)
( D Hl(kv,AdGﬁ) JTo — ( ) HQ(k:v,Z(Gl))) /Ta.

veVy (k) veV; (k)

Dabei wirkt die eine globale Gruppe I', diagonal auf jeder gesamten direkten Summe. Die
Abbildung B2Z(G 1) wird vom Lokalisierungshomomorphismus ﬁ%(al) vor dem Ubergang zu den

Bahnen induziert. Aulerdem priift man durch Fallunterscheidung, dass ker B%(Gl) = 0. Die
Poitou—Tate-Sequenz

0 — H2(k, 2(G1)) L5 @ H2 (ko Z(G1)) L5 HO(k, Z(G1)')* — 0
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vervollstdndigt somit die Klassifikation.

Nun lassen wir zu, dass k reelle Stellen hat, und betrachten
HY(k, Z(G1)) ——— H'(k,G1) —— H'(k,AdG1) —2— H2(k, Z(G1))

T

P H' (k. Z(G1)) — @B H'(ky,G1) — @Hl(kv,AdG1)®$(s%@H2(kv,Z(Gl))

v reell v reell

IR

’Y2

Ho(k7 Z(Gl),)*
Satz IV.7.2. Die Abbildung n ist injektiv, und es gilt imn = ker(y* o @, 6}).
Beweis. Durch Diagrammjagd im Sinne eines ,,Viererlemmas* ergibt sich kern = 1. Durch

Twisten folgt die Injektivitit von 7. Die Inklusion imn C ker(y? o @, d!) folgt unmittelbar
aus der Exaktheit der vertikalen Poitou—Tate-Sequenz.

Sei (a,) € ker(y? o @, 0}). Dann gibt es 3 = [b] € H'(k, Ad G1) mit

B*(81(8)) = €D du(aw).

Twisten mit b liefert die kurze exakte Sequenz

12 12
1 — Z(GQ) Go AdGy, —— 1

1 — Z(G1) — p(G1) — p(AdG1) —> 1

wobei G5 die durch § definierte innere k-Form von G ist. Im zugehorigen Diagramm

H(k, Go) H'(k, AddGy) ——» H2(k, Z(Gy))

| i I

P H'(k,,G2) % P H' (ks, AdGs) % P H?(kv, Z(G2)),

v reell

R

entspricht die Familie (o) € @, H!(ky, Ad G1) einer Familie (o)) € @, H'(ky, Ad G2) mit
(o)) € ker @, 62 = im @ p'. Also gibt es o € im p! mit n(a’) = (). Bei der Riickiibersetzung
entspricht o/ € H'(k, Ad G3) einer Klasse a € H'(k, Ad G1), deren Lokalisierungen die Familie
() ergeben. O

Somit koénnen wir lokale Klassen v, € H'(k,, AdG1), die fiir fast alle v trivial sind, unter
der Bedingung v%(®, d,(a,)) = 0 vorschreiben und erhalten eine eindeutige globale Klasse
¢ € H'(k,AdG,), die die vorgeschriebenen lokalen Klassen realisiert. Innere k-Formen von
G entsprechen eindeutig den T',-Bahnen in H'(k, AdG1), wobei «a die fest gewihlte Klasse
in H'(k,Sym A) ist. Damit ist die Klassifikation der einfach zusammenhingenden absolut
einfachen k-Gruppen abgeschlossen.
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