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I Einführung
Sei ein Johgler Zellkomplex

reguläre Überlagerungen F
µ G

Gi IX x

Gu 1 Er durch Decktrafo einfach
transitiv auf den Fasern von p Er X

insbesondere Ga x ̅ naiv Überlagerung
Suchen G äquivariante Versionen der

bisherigen Begriffsbildung Homologie Belfizahlen

Betrachte Epo
10401 IX o

Für jede n Zelle in X gibt as G viele n Zellen

in x ̅ Daher C x ̅ C H_ x ̅ x ̅ c

CG 2 CG CG 2

mit II Ang der n Zellen in X

weil x ̅ p X und FEE gilt

ply x ̅ p x ̅ X a h g x ̅ x ̅
FürgeG erhalten wir daher

g x ̅ x ̅ x ̅ x ̅



durch Fundtorialität also G Z C x ̅ E d.h

C x ̅ E ist ein Kettenkomplex freier GGModeln
denn did g g dich laut Natürlichkeit

Idee Definiere die n te äquivariante Bettigahl als
b x ̅ dime Hu x ̅ E

wobei dime für Subquotienten von G

erklärt sei und folgende zwei Minimalanforderungen
Erfülle 1 dim.cat 70 und dime CG 2

2 Für 0 U v w 0 sie dimeat dinggutdineaw

Bsp X 5 v5 C G F CYLE C

CF CF 0

x ̅



Weil F ein Baum ist hat jede 2 Kette in F
lose Enden d h da ist injektiv Insbesondere

2 GET I EF coker d 2

laut 2 2 also

2 deiner EE dimer e

dinger
Widerspruch GF ist nicht noethersch Aber

i i

ü 144

Also sei IG gtaegg aged 2191 C N

und setze C F IG a
C F C

dann folgt her di O wie gewünscht



Es gilt für die eingezeichnete 1 Kette

gEa Cgt 1 2 E 2 E 1 2 3 0

Wir setzen H x ̅ her im d e
im dei

orth Komplement in der dä Nach Konnte ist

Hi F also ein Hilbert G Modul abg G iner

Unterraum von G

Für Hilbert G Modulen gibt es dimpia mit 1 2

Def bi x ̅ dimpia Hü X E Ryo
n te l Bettigahl

Anwendungen
Vermutung Kaplansky Sei G torsionsfrei und
R ein Integritätsbereich Dann ist QG nullteiler frei
a b 0 a 0 oder b 0

Satz Sei G torsionsfrei Ist b F 220

für jede reguläre Überlagerung x ̅ mit einem

314yd Komp Zellkomplex X und Deck p G

dann gilt die Kaplansky Vermutung für G und R Q

Atiyah Vermutung Kaplansky Nullteilerverm

Bemerkung Die Kaplansky Nullteilervermutung folgt
auch aus der Kaplansky Einheitenvermutung
Ist ae RG gilt a r g mit re R



Beweis Die Nalltilervermutung ist äquivalent zu
a 0 a 0 nicht ganz leicht Sei nun a ERG

also 24 a r
g für ein r ER und ein ge G

somit o a reg 2 rig 2 reg 2

sprach zur bin Unable Es folgt g 2 und damit
r I weil O Ir 2 e R Int ber also a 0 D

ABER Gardam 20223 Einheitenvermutung falsch
Gegenbsp für R Kz und G virtuell abelsch

Ein top Raum X heißt asphärisch falls Fi

Vermutung Hopf Si M eine geschlossene asphänische

Zu dir Mannigfaltigkeit Dann ist 1 2 Klm 70

Vermutung Singer Ist M eine geschlossene sphärische
m dir Mannigfaltigkeit mit b m 0 so gilt m zu

Satz Singer Hopf
Ben I LM m I 2 EEG b Ü YT 21 5 F 70 D

Beziehung zwischen bes X und b F

Bsp b IT I aber bi Ä O

keine unmittelbare Abhängigkeit aber



bit F b
falls F X reg d blältrig das

Idee Falls Fi 7 F für eine Folge diblätto
regulärer Überlagerungen i Ä Ii X

ein
but
d bi F

Genauer Fi Ä T c EG 2

für die char Untergrin Gi im IT 8 Tz X FIX

Satz Lück 2994 Si G Go I G I G 7

mit G I G C G G J C N Ä G I und

sei Fi X die reguläre Überlagerung zu Go
Dann gilt für alle 470

ein
b Fi
G Gi

bi F

Also detektiert b F freies Homologie
wachstum für Überlagerung türme von X

Bem Die l Torsion h Ä detektiert

vermutlich Torsion wachstum in Homologie



 

I Hilbert Moduln und von Neumann Dimension

I 2 Hilbert Räume

Def I 2.2 Ein Prähilbertraum ist ein E

VektorraumV mit einer Abb Vx v 0 od

i x x 70 mit Gleichheit g d er X 0

Iii x y tz Ex It x Zh

Ciii x x y a x y layer Le C

Ciu y X x y

Ben Xx y Cy XS L y X T x y
Bope Q mit x y E E Yo

Ella b e mit figsfflxlglxldx.sinun V L ein P.HR Für yet heißt
orthogonal zu y falls x y 0 und x c

heißt orthonormal falls Xi Xj Eig
Setze K xd NX

Lemma I 2.2 Sei Xi Er orthonormal KeV Dann gilt

x ZEILE HR Ax Eier xsx.cl
Bear X E Xi XIX X E x x ti

ist orthogonal zerlegt D



Insbesondere 11 11 Ei Xi x Besulsche Ungleichung

Korollar I 2.3 Cauchy Schwarz Ungleichung
Für alle x y er gilt x SIE Axl Kyll
Bea Klar falls y 0 Ansonsten gibt
1 4 I I x Y ht Besselscher Ungl D

Lemma I 2.4 U U ist ein normierter Raum

Ben A Ungl Für x er gilt
11 411 x x 2Re x y t y y

x x 21 x y t y y
s 11 11 21181111yd t Kyll Axl 4yd D

Mit d x y Ily xd ist also ein mehr Raum

Def I 2.5 Ein Hilbertraum ist ein vollständiger
Prähilbertraun

Dope G

g Ger C ist kein Hilbertraum weil

die Cauchgfolge E E n
nicht konvergiert

Vervollständigung l an a.ee Ei an o

mit an b Tja b o weil

II bat laut but s la It but
2



Vervollständigung von Claes

Setze Lila b f a b e I If 141
11 Lebergaenaß und figs ffg da

Dann ist a b in Lila
fest a b Nfl o

mit induzierten C ein Hilbertraum

Konstruktionen

2 Ist H ein Hilbertraum so auch jeder abg
Unterraum KE H durch Einschränkung von

2 Ist KE lt abg Unterraum so ist Hrk ein
Hilbertraum durch K H K HA mit dem

orth Komplement Kt elf x y 0 für alle EK

3 Ai ÄH exiliixielti Eskil
4 Hz Hz Für Xe y 07 E It alt

out e X 0 2,4207 4 2,24 472 H

Fortsetzen und Vervollständigen ergibt
H Hz
Z.B Xs µ QUIK µ L X XX duadu
für Maßräume mit abgählbar ergangten r Algebren

Def I 2.6 Sei H ein Hilbertraum Eine Ortho

normalbasis O N B ist eine maximale orthonormal

Teilmenge von H Existenz nach Jenna von Zorn



Satz I 2.7 Sei H ein Hilbertraum mit ON B xilie
und Xelt Dann gilt

E x x und IHN E xi 71

wegen der Besselschen Ungleichung gibt es für
8 0 nur ende viele x mit Xi X 78

also gibt es nur abzählbar viele ist mit x x 0

Beer Sei Xie Xie eine Aufzählung der

Basisvektoren mit Xi 0 und setzen

ya ZI Xin x Xie Für arm gilt

Ya yall 11Em Xie x Xie 11 Em Xie 1

also ist y eine Cauchgfolge denn EI Xie x Im
Partialsammen monoton beschränkt durch BesselscheUgh
Sei Y dies Yu Weil Xi X Y
fit Xij X EILXie X Xig Xing X CX O

und Xi y O für ie I itig für alle j
folgt x y 0 aus der Maximalität von Exilien
Schließlich folgt aus Lenna I 2.2

O fis x E xu.MX I kx1 EKxir x I D

Fortan betrachten wir nur noch separable Hilberträume

d h I kann abzählbar gewählt werden



Eine G bin Abb A Hz It von Hilberträunen

heißt auch Operator Notig Ist A stetig so

gibt es 570 nd Axl 2 für Kills 8 Setze
C dann gilt HAyll HA E 11 y Hyll
dt A stetig e A beschränkt

Beschränkte Open seien die Morphismen in Hil
A heißt Isometrie falls Ax Ay x y
und unitär falls A zusätzlich surjektivost
Gibt es einen unifären Operator U Hz He
so heißen Hz und Hz isomorph

Satz I 2.8 Ein separater Hilbertraum H ist
isomorph zu 0 oder l

Bau Wähle O N B Xilien von H Dann erhält

H l

x Xa 7 x x

die Norm lt Satz I 2.7 ist also isometrisch
nach Polarisierung HA und ist sarg weil für
a el die Reihe Egixi wie gesehen konvergiert
Bsp L E T T El R Fourier Transformation

f x EE 3 ist eine ON D In der Tat

faifml zfje.im und
2 am

O a m



Maximalität ist schwer

Für f T T heißt die Zerlegung

f In c eint

die Fourierentwicklung von f mit den Fourier

Koeffizienten C fu f Aus Satz I 2 7

erhalten wir die Parsewalsche Gleichung

E 1cal I Ifk dx

I 2 Operatoren und Operatoralgebren

Setze B H K Horgen H K

Satz I 2.2 Ist TE B H K bijektiv so ist T

invertierbar

Äquivalent IIIF
Sat I 2.2 Ist TEBCH K surjektiv so ist T

offen
Für TE BCH K heißt T Tx die

Operatornorm Normtopologie auf H K

vollständig d.h H K ist ein Banachraum

Setze B H B H H KCH UEBCH unitär BLA

Die Normtopologie auf BIH ist für viele Zwecke

zu fein daher



Def II 2.3 Die starke Topologie auf B H ist

die Initialfopologie der Auswertung abbildungen
Ex B H H T ATX I EH

Def II 2.4 Die schwacheTopologie auf B H ist

die Initialfopologie der Matrixkoeffigierten

Exy B H G T x Tg I x y EH

Ist H D dir sind diese Topologien nicht

erstabgüllbar Brauchen Netze
Ein Netz in einem top Raum X ist eine Abb

I X mit einem gerichteten System I 4 und

diät x k Ung.es U von x gibt es
ie I od Xj EU für jz i

Allgemeine Charakterisierung von abg u stetig

Jenna I 2.5 Ring Lemma Zu Te gibt es

genau ein y EH mit TG Yt X Esgilt NTV Ily

Bear Für T O nehme YEO Für THO sei ze Albert

Wil T stetig ist der T abg also HAI gibt es

genau ein ne kerT mit min Abstand zu z Setze
w z ne kert und ypi TF.ir Rest Übung D



Zu TE BLA K definieren wir den adjungierten Op
TE BI K H wie folgt Zu e K sei 11T E H def
durch 11T h x Thip Setze TI Yen
somit T x y x Ty nach konnte Esgilt
her T im T her F im

Ist T invertierbar so auch T und F E T

Ue B H K unifär e UK ich Unter idk
i i Isometrie i

partielle Joon C WU P Projektion
PE B H Projektion ins P P P

A e B A positiv At 120 f a fett
ASB B A pos

TE B H selbotadj.IE T ET CHA Tpos Tra

TE BLA normal C TFT TT

B H ist eine Algebra T T LTS IST
Die Kommnfante von M EB H ist M TEBIH STETS

f a SeBlt
Die Bikannutante ist M n

Satz I 2.6 von Neumann Si M eine unitale id EM

Unteralg von BIA Dann sind äquivalent
i M ist schwach abg
Loc m ist stark abg
Ciii M M



Beer i ii klar iii i Zeigen stärker

Kommutanten sind immer schwach abg Si NEDH NEBCA
Toe B H IN SEN e H mit ST x To Sx y O

Dann gibt es eine schwach offene Ung U von To

mit y IST T S SEO für TEU d h UEBCHIN

ii iii MEM ist tautologisch M IM

Sei Te M Z z Für jede Umgebung MEDIA von T

ist Un M 0 Ungebungssubbasis von T

EI BEITH SEB H 11Sx Till c mit xelt e 0

daher ist

U T x2 E SE BLA MIS T xillse f a i

eine starke Ung basis von T Suchen also SEM

in dieser Umgebung Setze x tz x E H

Durch M I H diagonal erhalten wir ME BCH

Mat u u B H als konstante Diagonalmatrigen

Bzgl dieser Einbettung gilt M Mat u u M

und M besteht aus Monat DiagMatin mit Einträgen
in M EB H Sei P die Projektion auf K MT
Bek Pe M Beer Weil K nach Koastr M invariant

ist ist es auch Kt wegen M M Zerlegen wir

ein bel ye H als y y tyres gilt für AEM dass

PAY PLAY Aya AYE APy d h Pen

Weil ich EM gilt E Mx und daher



Tx TPX PTX EK MT Demnach gibt es

Sem mit ATX 5 11 E insbes also HIS TSX ICE

für alle i I n B

Def I 2.7 Eine unitale Unteralgebra von B H

die eine dann alle der Bedingungen o Li Ciii

erfüllt heißt von Neumann Algebra

Ben Eine norm abgeschlossene Unteralgebra von

BCH heißt C Algebra

Bop Gicht und BLA Esgilt G id BIA

Ist Meine von Neumann Algebra so auch M

denn für Tem und Se M ist T S ST

ST TS O d L M ist eine unitale hat

algebra und M M M

Sei hier und fortan G eine diskrete abzählbare
Gruppe Dann heißen

1 G UWG

ging hrsg

d 9 G sung

g Chang
die links und rechtsregulären Darstellungen von G

Daraus erhalten wir die gleichnamigen Algebren

Darstellungen1 GG BING und h GG BERG



Def II 2.8 Die Gruppen von Neumann Algebra von G

ist RIG G GG E BCG

Ben Genauer ist RIG die rechte Gruppen
von Neumann Algebra und L G 1109 die

linke G a U.A Es gilt RCG LIG HA

Sien BING und Blei G 9 die von Neumann

Algebren der f bar 7 äquivarientes Operatoren
Offensichtlich GLOGIEBLIG und ACCGIEBLIG

Satz I 2.9 Es gilt RCG BING und LIGI BUGS
Bear Wg Symmetrie genügt es RCG Blu G zu

zeigen E klar weil BING stark abg ist
Z Sei TE BING und SERIG LIG ACOG

d.h S s liz Si mit Sie ICCG TS ST

TER LG RL G D

Bope Für IG so ost RIG eG insbes Rl G

G R 23 Erganger wirst auf O N B 29122

durch k ht 2 Fourier transformiert auf LEFT
durch SEE a YEE FEI setze zeit
Dann wirkt GREIZ z durch Multiplikation
auf E T T und für TERI G BING und

FELETTI gilt feeling pa mit pee GEZ 273



also Tf LinzTps 2 ftp.pr TL Tl f
Bek T L E LOL T T Bear Zeigen ITCZ IN HTM

Aug es gäbe E sodass A TI ZITATE pos
RAAl Maß hat Setze friemum d.h fall 2

Dann gilt ITII HT fall f ITIL E da

2 ITU E Widerspruch

Umgekehrt def Malt mit jeder Flf.ge LOL T T
einen Op Te Blah G Somitgezeigt
Sat II 2.20 RIZ E LTE FT ELMS A

Ben Genauso sieht man RCZ E LOCH

Allgemeiner Jede kann v N A ist isomorph

zu LOIX µ und jede komm C Alg p.EE
StdBEI

Def II 2.22 Die vergrößerte G a V Alg Ost

BLOG Mal KIEG Ma RIG

Hier wirst G durch 1 diagonal

Offene Frage RIE EP Fm n m

I 3 Spur und Dimension

Def II 2.2 Die von Neumann Spur ist

traeg R G G T a Le Te

mit den Einsahment eel G



Lemma II 3.2 traeg ST frag TS

Bear Für g he G gilt
Erna lig 4 e gas

2 gut
sonst echg

Erna C
ng

also folgt die Bet für 5 TellEG wg
schwacher Stetigkeit also auch für S TERIG D

Genauso für Erna MulRCG G A 2 Ernstc

denn Er A B Er A BIT Er BTAT Er BA

Bsp Ja RCHELTE T T gilt Erf Eff f da
Ist AS MT messbar gilt MA E Ri d.h

KAELTE AT ist eine Projektion und Er KA YET
E 0,23 bel Daher gibt es pe Mal LTE T T

mit Erpe 0 a bel Beachte Erpe 0,2 n

für eine Prog pe Male

Si H ein Hilbertraum mit GAH unitär und TEICH
Wir wollen Erna T definieren Wir nehmen dazu
an dass wir eine isometrische G Einbettung
i Hans G haben bzgl GAM G diag via 7

Prop I 3.3 Das lineare Funktional

BIH G T Erna i To print
ist unabhängig von der Wahl von i



Bear Si j Hasel G eine weitere Einbettung
O B d A nem Mit Satz I 2.2 erhalten wir

eine naitäre Trafo joint ick jet die wir

zu einer part Joon u auf l G fortsetzen
Weil j no i folgt prjen priv out durch

Adjungieren und daher
Er jo To prgen Er moi o To primo ü
Er oo Toprigonton Er lioTopring prim
Er oo To prim D

Def I 3.4 Ein Hilbert LIG Modul Hilbert GModel

Hilbert Model ist ein Hilbertraum H mit GI H

unitär sodass es eine isometrische G Einbettung

Hagel G gibt für irgendein u

Für TELIG sei T s die Ti mit Tie MCEG

und für e H definiere T X LEI Ti x

Kategorie LIG Mod mit beschränkten G

Operatorenals Morphismen
i H heiße frei falls i eG naitär gewählt
werden kann

Mit Prop I 3.3 erhalten wir Erna auf Ende
BIHIG



Satz I 3.5 Sei H ein Hilbert LIG Modul
i traca ist C linear

ii trpca ist schwach stetig
iii Für S T BCH gilt traca ST Erica TS

ir Für TE BCH gilt frag TT 0 T O

r Für SITE BCH mit SET gilt traca s frag T

In LIG Mod haben wir folgende Konstruktionen

Ein Untermodul K EH is ein abg G iner

Unterraum
Ist K EH ein Untermodul so ist Hrk Kd

ein Faktormodul oder Quotientenmodul

Direkte Summe H Hz
Tensorprodukt HEH ist ein Gax G Hilbert
Modul ij Hj 14Gt 5 1.2 gibt
i in H H 1 G EIG 144 G

Für Go G mit CG Go haben wir

res L G Mod 11 Go Mod

die Einschränkung nutze res IG 12Gt

Satz II 3.6 i Sei

H L 0

E
in 219 rad



Das gilt Er s Err fr

ii Für se BIHz B Hz gilt
Er Sot Er s Er f

iii Für SED H und G Go gilt
Er res s G Go Er s

Bew Für i nutze K E HOL und

usu EE

Def I 3.7 Die von Neumann Dimension dieses

Hilert G Moduls H ist

dimpca H traca ida

Bape dimp 21 H dime H
IG D dimpca It

dimas diffIG 1

unabhängig von GAH

G Z A C T T messbar LA C T 7 12

dimmen CA tragen ida

f KA da IFF 0,13

Mit I 3 6 i dim c LA cCo n

Def I 3 8 H K L in LIG Mod heißt
schwach exakt falls der p ini



s H K heißt schwacher Joo falls
0 It K 0 schwach exalt

Satz II 3.9 Lil dimpca IG 1

ii Ist 0 H K L 0 schwach exakt

folgt dimpca K dingea It dimpca L

iii dimpca.ua H Hz dimpcq Hz digga Hz

ir dimpca res H G Go dimpca It
r Regularitäten

Anschluss an die Einführung geschafft



 

III l Bettizahlen von Zellkomplexen
III 1 G CW Komplexe
Def III 1.2 Sei ein Zellkomplex Eine

Wirkung G A X heißt zellulär falls für jede
offene Zelle E X und jedes ge G gilt
i GE ist wieder eine offene Zelle g X zellulär

ii falls g En E gilt gx x für alle EE

Bop 53 1 nicht zellulär

SSI zellulär

Wähle Pushout für 1 X D

Wegen
i erhalten wir GA Ju Setze In In G
X

1
Ö G Homöo weg ii

Wir nennen D eine a dir G Zelle

Satz II 1.2 Sei X ein Zellkomplex Ga X TFAE

i G wirkt zellulär
ie Die Gerüste X sind G invariant und es

gibt Pushout in G Top 4,91 57
1

194 D



Bew ii i i ii Diskussion oben

Haben Pushernt 4,914.5 X in Top

294 D

Z z Diese sind auch Pushouts On G Top

477 S
3 1

Weil jedes E X sich zu IE Hi D oder X
hochhebt ist n auch G äquivariant

Def III 1.3 Ein G CW Komplex ist ein CW

Komplexmit G 1 X zellulär Er

hat endlichen Typ falls er für jedes n nur und

viele a dir G Zellen hat

ist endlich falls er nur ende viele G Zellen hat

heißt eigentlich falls alle Hi in ii endlich sind

heißt frei falls alle Hi trivial sind

Ben X endlich G X kompakt C kokompahr

N G ist ein 9N CW Komplex
Go G res G CW Go CW



Bsp Sei ein zohgder CW Komplex und

p Y eine reguläre Überlagerung Dann ist
4 ein G CW Komplex mit G Deck p

Umgekehrt Ist 4 ein golgder G CW Komplex
so ist p 4 GIT eine reguläre Überlagerung
mit Deck p

G

II 2 Die f Vervollständigung des zellulären Kettenkomplexes
Sei ein G CW Komplex Jedes ge G definiert

g
E X zellulär und wir erhalten funktoriell

g C X CEILX 2 d.h CELX 2

ist kanonisch ein Kettenkomplex von IG Links
moduln und CIC 2 definiert einen Funktor

G CW IG chain

Def III 2.1 Der zelluläre l Kettenkomplex
eines G CW Komplexes X ist der CG Kettenkomplex

C X IG Kac X

Sei G CW die volle Unterkategorie der

eigentlichen G CW Komplexe endlichen Typs
Satz II 2.2 Der A Kettenkomplex definiert einen
Funktor C G CW LIG Mod



Bew Betrachten nur einen freien G CW Komplex
endlichen Typs X Dann gilt für alle an dass

Cill X 2 E ZG durch Wahl einer n Zelle

in jeder G Bahn von u Zellen Somit
X G und durch diesen alg Iso

wird X gu einen freien Hilbert LIG Modul

Innabl von der Wahl denn je zwei 300.0 sind

unitär konjugiert Die Differentiale d werden

durch Rechtsmultiplikation mit Matrizen aus

Matthn ha ZG dargestellt und sind daher

beschränkte G Operatoren Ebenso für

f C X C Y induziert durch f X 4

Für einen freien G Chr Komplex mit An a dir

G Zellen gilt also C X

erg 1129 Ilia
mit INC Mat ka.hn ZG

II 3 d Belfizahlen und wie man sie berechnet

Def III 3.2 Sei ein eigentlicher G CW Komplex
endlichen Typs und sei KI X d der zugehörige

Kettenkomplex Dann ist die g te reduzierte



I Homologie von X gegeben durch

Hi X Gerd im dän

Ben Nach Satz II 2.2 und unserer Diskussion

unter Satz I 3.5 ist Hä X ein Hilbert 2 G Modul

Def II 3.2 Sie ein eigentlicher G CW Komplex
endlichen Typs Die n te d Bettigahl von ist

b X dimpca Hü X E Rao

Schreiben auch bü GA X

Für eine reguläre Überlagerung p 4 ist

b Y b Dechip AT
Dasbesondere b F b EXIT für
einen zusammenhängenden endlichen CW Komplex

Bsp I Falls 191 0 ist jeder G CW Komplex

eigentlich und X hat endlichen Typ g d er

kompakt für alle u20 Wir erhalten

X IG CETX E GG Ea CEILX
4 224 an CELX
40,124 aaCELXHECEC.EC
C a

also Hi X Hu X C und mit Satz II 3 9 iv



folgt b X dimpya Ha X a dine Res Halt a

IG
ba X
IG

Insbesondere also bi X ba X falls G 2

I Sei 5 P und X x ̅ der 2 CW Komplex

1 regten 7

C F ick III
Fourier

Ist
Jedes f her d muss also konstante Fourier

Koeffizienten haben Wegen der 1 Bed folgt f 0
d.h der d 0 Außerdem gilt 1 z 2

also auch 0 herd im d und damit
in di C x ̅ Es folgt H x ̅ 0 für alle
420 also b x ̅ 0 für alle n 20
x ̅ ist azyklisch

II Sei mit X wie in I

nur

mit G 2 2 2 Wirkung



Es gilt C Y

0 I 2x 2 e 2 12 03 2

Wie EY und X T folgt wieder indt C
also b Y 0 Somit ist

her d Flax 2 e 2 212 03 2
schwach exakt Außerdem gilt I 3 9 ir

dimpia l 2 2
2103 2 dinge

d.h b Y dimpia IG 2

Keine höher dir G Zellen aber b Y 0 für 472

I Sei nun Z

Dann ist C Z

i 0 e 2 72 142 2 0142 4 9 2

1 2 4 101 72
Wieder hat di dichtes Bild und d ist injektiv
identisch in der ersten Komponente Wie



display 1212 2 01 2 219 2 2

dimpca 112 dimpia 1
2 72101 22

ist schwach exakt also ist Z b azyklisch

Statt mit dem Ü Kettenkomplex zu argumentieren besser

Satz II 3.3 Berechnung von b Bettigallen
i sei f X 4 eine G Homotopieäquivaling
von eigentlichen G CW Komplexes endlichenTyps
Dann gilt b X b Y für alle n O

ii Sei ein zshgder eigentlicher G CW Komplex
endlichen Typs Dann gilt b X mit 0

iii Seien Xa Xa eigentliche G bzw Gz Chr

Komplexe endlichen Typs Dann ist X

ein eigentlicher G X Gz Chr Komplex endlichen

Typs und es gilt
b X 2

pFg
b X b X

ir Sei ein eigentlicher G Cw Komplex endlich

Typs und GoSG mit CG Go Dann

ist res X ein eigentlicher Go CW Komplex
endlichen Typs und es gilt
b res X G G b X für n O



Def II 3.4 Sei ein endlicher eigentlicher
G CW Komplex Die Ü Eulercharakteristik ist

X C 1 b X E R

1 ist eine G Homotopieäquivalenzinvariante II 3.3

Satz II 3.5 d Euler Poincare Formel

Sei ein endlicher eigentlicher G CW Komplex
und sei Hi c

die Familie der Standgruppen
der äquivarianten n Zellen von X Dann gilt

X 1 III III
Bew Siehe TI II 2.8 Wende dinge an auf
2 0 der di C X EI im d 0

2 0 in du herd Hi X 0

jeweils schwach exakt und nutze
C X li G

H Bleibt zu zeigen

dimpia l GIA Betrachte dazu
c 14TH IG gH Folghat gh

mit H hie he ha wohldefiniert

isometrisch G äquivariant



Dann ist pricey hat ha und

daher
display 12 GH Erica Price Gr

Korollar III 3.6 Sei ein endlicher freier G CW Komplex
Dann gilt 2 X GX

Insbesondere also X X X E für einen

kompakten zusammenhängenden CW Komplex X

Damit ist die Implikation Singer Hopf
aus Kapitel 1 gezeigt

Wir betrachten noch einmal die Beispiele I II

b X b Y b Z 0 folgt aus II 33 ii

Wegen 0 5 X b X b X

folgt b X 0

Nach II 3.5 haben wir Y 1 12
also b 4

Weil Z Eg X ist Z wie b azyklisch

Sat III 3.7 l Poincare Dualität Der top Raum

M frage zugleich die Struktur einer orientierbaren

n dim Mannigfaltigkeit und eines endliches freies
G CW Komplexes Dann gilt bei Gam b GAM



Bsp Sei 922 Es gilt b Eg b Eg 0

sowie b Eg Eg R Zg 2 2g

2g 2

Sei Egid die Fläche mit d 0 Löchern

Egid Ig SEID Dann gilt Igd S

ic a

du 15

er f a

d

also 2 2g d 2 115g d Egid

Elgg E a SIEH
Tsg d Fayed 2 Eg a V52 keine 2 Zellen

d h 5 Eg a 2g d 2 d 21g 1

II 4 Atigahs Frage und Kaplansky Vermutung

Sei B be Ryo es gibt einen endl freien zshgden

G Cw Komplex mit b GAX b für ein n O

Frage Atiyah 1974 Gibt es be B mit be Q



Satz Austin 2013 Die Menge B ist überabzählbar

Satz Grabowski 2014 Pichot Schick Zak 2025 B Ryo

Sei 5 B die Teilmenge mit der zusätzlichen
Annahme dass T X 1 also GX universell

Wie endliche gehgte CW Komplexe abzählbar is

ist auch 5 abzählbar
Aber 5 enthält alle Rgo mit berechenbarer

Binärdarstellung d.h MIR EE T.ee B

Wollen B und Ä ohne Rückgriff auf
Zellkomplexe charakterisieren

Prop III 4.2 Sei CI d ein Kettenkomplex

von Hilbert Moduln Setze Δ d.FI diizdiE
Dann gilt

Ci her An im dän im d

und die kanonische Abb her Δ Hi C

ist ein Iso I Hodge de Rham Zerlegung
Ben Es gilt C her di her di
her d im d Außerdem folgt aus

Δ d Hd xD

das her Δ der dä n her di



her dün im dä also

her di her Δ im dütz woraus auch
die zweite Aussage folgt
Somit ist jedes be B gegeben als

b dimpca der A

mit A Mat kid ZG Aber auch umgekehrt

Prop III 4.2 Sei A E Mat h h ZG und G sei

von r Elementen erzeugt Dann gibt es einen

freien G CW Komplex mit 3 dir G Zellen

l 2 dim G Zellen r 1 dir G Zellen und

einer 0 dim G Zelle sodass

CYCHE.sc H
s
eG

und somit bj X dimpia der A

Bear Sei zunächst 1 1 und A EIaswslga.i.gr
mit G ga gr Setze Z S YES
und Y DU Z mit 4 S Z gegeben durch

2

9 mi

NO N



souation Eis s

007
2 2

Betrachte TY G Der Kern definiert eine

reguläre Überlagerung p X Y mit Decklp G

und di ZG ZG nach Konstruktion
Im Allgemeinen starte mit Z Vs Ist
und klebe k 3 Zellen an

Ist G sogar endlich präsentiert können wir

noch endlich viele 2 Zellen an 4 ankleben

entsprechendder Relatorwärter Die universelle

Überlagerung ist dann ein einfach Johgder
G CW Komplex mit dg A 0

Für einen Ring 2 ER C setzen wir

BY G dimpia der C A AE Mat 1,1 RG

Dann folgt aus Prop III 4.2

B
Yay

B G und BT
L

B G
G ende



Grabowski und Pickert Schick Zeh haben

Laternenanzünder Gruppen betrachtet

G 2 232 2 2

Beziehung zu Turingmaschinen
Unendlich große Torsion

Vermutung III 4 3 Atiyah Lück Schick

Sei ZEREC ein Ring und G eine Gruppe
deren endliche Untergruppen beschränkte Ordnung
haben Sie legt G das kgv der auftretenden

Ordnungen Dann gilt BY G zu 220

Für torsionsfreies G sagt die Vermutung
also B2 G 220

Vermutung III 4.4 Kaplansky Sei ZEREC ein

Ring und G eine torsionsfreie Gruppe Dann ist

RG nullteilerfrei

Satz II 4.5 Ist G torsionsfrei und erfüllt II 4.3
mit Korff in R dann gilt auch II 4.4 für RG

Bew Seien a b RG mit a b 0 Falls a 0

sind wir fertig Andernfalls gilt für a ERGEIG



dass Ota eher eG AG und damit

dimpia der 1 b 1 Wegen II 4.3 folgt
also display her 5 L Weil IG her b kerl.br

folgt kerl b IG insbesondere O e b b

Erinnerung Kapital I

Satz Sei G torsionsfrei Ist b F 220

für jede reguläre Überlagerung x ̅ mit einem

314yd Komp Zellkomplex X und Deck p G

dann gilt die Kaplansky Vermutung für G und R Q

Bew Sie a b G sodass a b 0 Wie

a Es agg und b Egbgg endliche

Linearkombinationensind gibt es HSG and erzeugt
mit a be QH Mit Prop II 4.2 erhalten wir

BEECH 220 Dann gilt aber auch BE H 220

denn her A Kerl CA für alle AEMatlhl 0H

und CE Igo Mit Sat II 4.5 folgt die Bel

Ben Nach HA 3.5.2 gelten dann auch die

Kaplansky Vermutungen über nilpotente und

idenpotente Elemente für G



Sie Σ die kleinste Klasse von Gruppen die

abgeschlossen ist unter Bilden von Untergruppen
Quotienten Erweiterungen und gerichteten

Vereinigungenund sodass Σ alle endlichen und alle

abelschen Gruppen enthält Eine Gruppe GE Σ

heißt elementar mittelbar
Sei 2 die kleinste Klasse von Gruppen die

abgeschlossen ist unter gerichteten Vereinigungen
die alle freien Gruppen enthält und alle

Gruppen G in

2 N G A 1

mit NEC und AE Σ

Satz III 4.6 Linnell 1993 Sei GEC sodass

die endlichen Untergruppen von G beschränkte

Ordnung haben Dann erfüllt G die Atiyah
Vermutung II 4 3 mit Koeffizienten in R C



 

I 12 Dettigahlen von Gruppen
II 2 Klassifizierende Räume für Familien

Def II 1.2 Eine Familie von Untergruppen
von G ist eine Menge F von Untergruppen HSG

sodass HE F g2Hg F für alle ge G
H K F Hn K F

Dope Trier 23
All H G

Fin H G IHI α

Vage HSG K H od KER und Hrk

Erinnerung Für einen G Raum X und H G ist
E X hx für alle he H

X heißt schwach zusammenziehbar falls
5 für 470

X weggolyd einfachgolgd Tu X 1 0 für a

Satz I 2.2 Sei F eine Familie von Untergruppen
von G und E ein G CW Komplex mit allen

Standgruppen in F Dann sind äquivalent
i Für jeden G CW Komplex mit Standgruppen
in F gibt es eine bis auf G Homotopie



eindeutige G äquivariante Abb E

ii Für jedes HE F ist E schwach zusammen

ziehbar
Ben Jedes HE F definiert einen Funktor

G Top Top

f X 4 fis 4

Dazu linksadjungiert ist

Top G Top
H

f X 4 iaaf Y
Die Hom Set Adjunktion ist gegeben durch

Homatop G H X Y Honpop X Y

f GaxX 4 x f H X

GH x ghlx h 4H

Jetzt i ii Sei HE F Aus i erhalten
wir eine G Abb f Grit E Insbes gilt
4 f H f h f H für he H d h FCH E E

also E Für n 1 definiert jedes f S E

einen Punkt in Homtop 5 E Hong.io 1 5 E

Homöo in Kamp Offen Topologie



Letztere Raum ist wegzohyd nach i Also finden

wir einen Weg vor f zu const
5 E d L

eine Nallkonotopie von f in E oder äquivalent
eine Fortsetzung von f zu D E

ii i Si X ein G CW Komplex mit Stand

gruppen in F Zu konstruieren eine G Abb

f X E eindeutig bis auf G Homotopie Jaduktion
über X Für EHE 9H ist E nach Cic

Wähle Xie E Dies legt fo E durch

f Ho x fest Für f E gegeben

setze i fällt Dann definieren ti ti eine

Abb 4 Sry 5 E Die adjungierte Abb
5 E setzt sich nach Lii fort zu D2 E

und adjungiert erhalten wir hi GA xD E

Dann ist h ftp.h eine G Honotopie f fol
Sei nun fangen X E gegeben Betrachte

455 2

D

existiert nach ii _E E
Eindeutigkeit ähnlich wie für n 0



Def II 1.3 Ein G CW Komplex EIG mit Stand

gruppen in F der i und ii erfüllt heißt
klassifizierender Raum von G für F

Satz II 2.4 Zu jeder Gruppe G und jeder
Familie F von Untergruppen von G gibt es
einen bis auf G Homotopieäquivalung eindeutigen

klassifizierenden Raum Ez G

Dew Existing Eg G Iz Sei EEG
bereits konstruiert Für jedes HEF wähle ein

5 Eg G in jeder Homotopichlasse und

klebe D mit der adg Abb an um Ezb
zu erhalten Eindeutigkeit Allgemeiner Unsinn

EIG EEG EEG EIG 404 id Uotid

Setze ES Ey G EG Eta G BG LEG

BG EG EG

2 S R R

2h 5 R R

F ES HIE HIE
RIP colin RIP So

Do RP RP R



I 2 1 Bettigahlen von Gruppen

Def I 2.2 Eine Gruppe G hat Typ Fo falls
es ein G CW Modell für EG von endlichen Typ gibt
Sie hat Typ F bzgl F falls es ein G CW

Modell für EF G von endlichen Typ gibt
Def II 2.2 Hat G Typ Fo bzgl F mit FEFIN
setzen wir b G b EG bzw b G F 3 EG

Satz II 2.3 ohne Beweis b G bi G FIN

Wir können also b G b G FIN setzen

falls G Typ F bzgl FIN hat selbst wenn

G nicht Typ Fo hat

Quiz I

G Z 2 Fs 22 Da

b G 0 0 5 ES
Satz II 2.4 Wir betrachten Gruppen vom Typ F
i b G G Fr b G b G

ii b G G b G b Gr 1472
b G G 1 b G b G



b G G falls 4 und G nicht trivial

iii b Go G Go b G für G G CG Go α

Dew i E G 42 EG EG künneth III 33 iii

ii B G G BG VBG EIG Gr DEBG
Mayer Vietoris technisch

iii E Go res EEG II 3 3 iv

Warum ist b G b EG bzw H G H EG

die richtige Definition für E Gruppenhomologie

Erinnerung Topologie II H_ G Tor 7,2
Fundamentalsatz der Hom Alg Px 2

proj Auflösung des trio 2 G Rechtsmoduls 2
Tor 2 2 Hu P za
trier IG Rektor trio RGLinksm

Ist BG ein klassifizierender Raum für G d.h

BT EG mit BG so ist

CELLEG CICEG ÖLEG ZG 2

eine freie insbes projektive Auflösung von 2

Also gilt Hal G Hu CECEG gg 2

H CYCBG Hu DG also

b G b BG b G bi EG



I 3 Gruppentheoretische Anwendungen

Def II 3.1 Eine Gruppe G heißt endlich
ko Hopfsch falls G nicht isomorph zu einer

ihrer echten Untergruppen mit endlichem Index ist

Bop 141 8 Gegenbop G Z

Satz II 3.2 Sei G vom Typ F und b G 0

für ein ns 0 Dann ist G endlich ko Hopfsch

Dew Sei HSG mit Gilt 2 und HE G

Dann gilt b G b H G H b G also

bi G 0

Also ist Er für 922 endlich ko Hopfsch

Jedoch

p

reguläre Überlagerung mit Deck p d.h

F F mit Fz F 2

Ben Mit dem selben Beweis gilt Satz II 3.2
für jede multiplikative Gruppeninvariante
z.B G Aber b G für u20 ist feiner



Sei P SIR eine endliche Präsentation
einer ende präs Gruppe G Setze gCP 1St
P RI

Def II 3.3 Die Defizienz einer Gruppe G ist

def Gi Ray g P r P

Zu einer erde Präs P von G sei Xp der

Präsentationskomplex Durch Ankleben von

höherdimensionalenZellen ergänzen wir Xp zu
einem Modell für BG mit BG Xp
Die Inklusion j Xp BG induziert
0 Cz Xp C Xp ColXp

D
GIB G C BG C BG Co BG 0

also 200s

H Xp Hi BG

für c 0 1 und einen Epi
Hz Xp Hz BG

Somit

g P r P 1 Xp 2 b Xp b Xp
be Xp b Xp be Xp b G b G

also auch def G b G b G



Bop auf 2 n

In der Tat gilt wegen
2 Xa Xu Exist

und weil b 2 be 2 b T b IT

n 2

Bsp Sei G eine Ein Relator Gruppe d h es

gibt P 2 g
I r Falls G torsionsfrei

ist ist bekannt dass Xp BG Daher

g 1 def G b G b G X G 1

1 g 1 1 g 1

also defG g 1

Satz II 3.4 def G 1 b G b G b G

Bew Genauso

Ben Diese Schranke kann besser oder schlechter

sein als b G b G oder gleich

Satz II 3.5 Sei G eine torsionsfreie Ein Rektor

gruppe mit g Erzeugern Dann gilt b G g 2

und b G 0

schon gesehen korrekt für Flächengruppen
Beer BG Xp hat keine 3 Zellen daher



HY G der d C Fp C Fp

und C Xp EIG Weil nach Def r 1 Fg
ist d 0 Daher gilt 0 b G 1

Nach Jaikin Zapirain Löpeg Alvarez 20183

erfüllt G die Atiyah Vermutung II 4.3 mit R C

und daher b G 0 Somit
b G G 1 g 2 g 2



 

I Luchs Approximationssatz
E 2 Funktionalkalküle

Sei H ein separabler Hilbertraum TE B H

Für eine Funktion f wollen wir f T erklären

Ist f z 2 orz Cz können wir

f T art setzen Ist f z Eoarz CCCz

konvergent in U ze C Iz CITY E für ein SO

so gilt 112in asT Enzar T4 also ist

Ezart eine Cauchy Folge im Banachraum B H

somit existiert f T E art

Erinnerung eine in U konvergente Potenzreihe

definiert eine holomorphe Funktion fill C

Für holomorphes f gilt die Cauchy Formel
fcz 15 wobei

die geschlossene Kurve V I 3C den Punkt z

einfach umläuft
Idee entwickle operatorwertige Integration
und setze

f T 1st das

wobei eine endliche Menge von Kurven ist

sodass jeder Punkt im Spektrum von T einfach

umlaufen wird



Def I 2.2 Das Spektrum von TE BLA Ost
T JE C J id T ist nicht bijektiv

nicht invertierbar I 2 2

Bem r T C ist immer nicht leer und kompakt
r T

Ey 51 p 11711 11TH

Satz I 2.2 Holomorphes Funktionalkalkül
Sei TEB H und U eine offene Umgebung
von T Dann gibt es einen eindeutigen
C Algebren Homomorphismus

4 f Usa holomorph B H T f T
sodass

Eu T id

id T T

stetig bzgl gleichmäßiger Konvergenz
auf kompakten Teilmengen von U

Bew Existenz s 0 Eindeutigkeit Der

Homomorphismusist auf Polynomen schon bestimmt und

holomorphe Funktionen sind lokal auf Kompakta
gleichmäßige Limiter von Polynomen Potenz
reihenentwicklung



Ben Allgemeiner haben wir nicht nur für BCH
sondern für jede Banachalgebra ein holomorphes

Funktionalkalkül
Es gilt r f TI f r T

Für einen selbstadjungierten Operator T T

haben wir T ER und T 11TH

Können Def bereich von 01k zu CLOCT
a

ausweiten

Satz I 1.3 Stetiges Funktionalkalkül Sei TE BIH

selbstadjungiert Dann gibt es eine eindeutige
isometrische Einbettung von E Algebren

COLT C BCH f f T
sodass Trey T id und idar T T

Bem Allgemeiner für unitale E Algebren statt BCH

Wieder gilt olfIT flo T

Ist AEG T ein EW mit EV EH so ist

ein EV von f T zum
EW f 1

f T f 5 fe GCT R

f T 0 f 0

Für TE BIH selbstadjungiert und EH ist also

xp GCT C C f fCT x



ein positives lineares Funktional d.h Ex f 70

falls f OCT Ryo

Satz I 2.4 Riesz Markow Seien ein kompakter
Hausdorffraum und I X C C ein positives
lineares Funktional Dann gibt es ein eindeutiges

reguläres Borel Maß µ auf X sodass

018 f du
für alle f CX E Esgilt µ X HIN

Def I 2.5 Das Spektralmaß von Te BLH für
EH ist das eindeutige Mx mit Ex T J dmx

Es gilt also f T x f der für f ECHT

Beobachtung Rechte Seite ist für fe 8 T C

definiert die beschränkten Borel messbaren Funktionen

f OCT C

Erhalte f T y für xiyett durch

Polarisierung
Riesig Lemma ZEH Z y f y

Definiere z f T f T f T

Satz I 2.6 Messbares Funktionalkalkül SeiTEACH

T T Dann setzt sich das stetige Funktionalkalkül

eindeutig fort zu einem stetigen Homomorphismus



8 r T C BCH T f T

Bem Allgemeiner für von Neumann Algebren
Es gilt 11ft 11ft
Ist T ein EW von T zum EV EH

mit 1 11 2 so gilt Mx Sy und umgekehrt
In diesem Fall gilt f T x f 1
Es gibt ein bis auf Äquivalenz eindeutiges
Maß µ auf T mit up A 0

Mx A 0 für alle EH

Somit 2 r T µF
8 T

µ f ü
und

r T
µs B H ist eine schwach abg

Einbettung

Beobachtung Für AEG T messbar ist 1 2 42
eine Projektion damit ist auch PLA XA T e BIN

eine Projektion und Pr ist ein projektionswertiges

Maß I d.h.PT TI id und für EH ist

AM Pila x ein BorelMaß nämlich Mai
Integration beschränkter Borel Funktionen liefert

fdp f T
und es gilt für alle EH dass

fdp fdsx.PT fdux.to



Für f idris folgt

Satz I 1.7 Spektralsatz Für TEB H s.a gilt
T 1dB 1

Prop I 2.8 Ist NET T ein EW so ist P 1

die orth Projektion auf den Eigenraum von 1

E 2 Der Approximationssatz
Def I 2.2 Eine abzählbare diskrete Gruppe
G heißt residuell endlich falls sie eine

residuell endliche Kette

G Go G Z G 2 G IG G G CO Gi 1

besitzt
Dope ende erzeugt abelsch sogar nilpotent F
T M G GL a K ende erzeugt mit char K bel

Gegrabspe Baumstag Solitar Gruppen Benin
a b bä5ä außer für nett nett mitm

Hignans Gruppe Tarski Monster

Satz E 2.2 Lück 2994 Sei G residuell endlich

und X ein freier G CW Komplex endlichen Typs
Dann gilt für jede Kette Gi O und jedes n 0 dass

b Gax Emo



Ben Für einfach Johgdes X ergibt sich der

Satz aus der Einleitung

Kor I 2.3 Sei G res ende und von Typ Fo
Dann gilt für jede Kette Gi und jedes 470 dass

b Gi
b G Eu G Gi

Bew Setze X EG dann ist auch Gia EG

frei und somit GilEG ein Modell für BGE

b F 70 freies Honologiewachstum entlang Überlagerungen
b G so Untergruppen

I 3 Der Beweis

z.z.ba GaX lüg b A G X

vgl Bsp I unter Def III 3 2

Erinnerung b GI X dimpia her Δ und

C X C X C G X CECG.tt
115 115 115

12 G EIG EIG G 144 Gi

für eine invariante Matrix DE Match k ZG

hier benutzen wir dass endlich ist

und Di entsteht aus D durch IG 21 Dh



z Z dimpia her D lüg dimplarayker Di

Sei nun Eine 0 e e l G Aus Prop E 1.8 folgt
dimpca her D traca PreereD

trpcayP.pl 0 E P 0 E Me 1103

Genauso

dimpcargig
kerl Di Mei pe

0

für Ei Gi Gi ICG g Setzten wir

Me D µ und Mei D Mi bleibt also

z z µ 0 hin µ
Es gilt 1 DU 11DU d und auch 11 Dills d

also supp µ suppµ
0 d

Prop I 3.1 Für alle f 0 d R gilt
If du Es If du schwache Konvergenz

Bew Sei zunächst f REX Dann gilt
If du E f D C E f D C und

Father RG

If du Ei f Di e
Euch.ch RIG G

Ist i s 0 sodass G keine geG aus den Trägern



der Diagonaleinträge von f D enthält gilt
Im Ally nutze Stone Weierstraß

Mit dem Portmanteau Satz folgt
µ 0 Gasp Mill

Noch z.z µ
0 dir f µ 9

Beachte Dies folgt nicht aus µ µ schwach

Bsp Sz So schwach

Z.B wäre µ Sari falls Di Ö 2

ABER Di hat Einträge in IfSG
Daraus erhalten wir eine uniforme Schranke an die

spektralen Verteilungsfunktionen 1 µ 0,1

Prop I 3.2 Für alle i20 und alle AE 0,1 gilt

µ 0,1 log d

log 11



Bew Zu gegebenem i sei risk G Gi Betrachte

Di als symmetrische er Matrix mit koeff.in 2
Seien 1 1 die pas Ehre von D mit

Vielfachheiten Ma mg Dann gilt

µ 1 EracarayPD 1 dinpcaapildP.is 1

IG

Sei nun 1 0,2 gegeben und sei 1 der größte
Eigenwert 41 Dann gilt

µ 0,1 µ 1,3 µ 1

iaia.IE

Setze R Rang D mat ms und p x

CharPolyD 2 Dann giltr R

122 15s plo 1

Somit
2 12ᵗʰ 1E.AE 1 1 d log

0 mat me log G b log d
Mat ME logd 9 logd
G Gi log flog 11



Aus mit 0
µ 0,1 µ 0,11 für 1 Q1 folg

wegen Portmanteau him if Milk µ K für K offen

li f µ 3 µ 0,11 logd
flog 11 1

also auch

It mit 0
p µ 0,11 logd

llog 11

µ 0,1 µ
o


