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I Grundlagen
I 1 Lie Algebren
Sei K ein Körper
Def I 2.2 Eine Lie Algebra über K ist ein K Vektor

raum g mit einer Abbildung og ey g
Lie Klammer oder Kommutator genannt sd gilt
L2 ist bilinear
L2 Für alle ey ist 0

13 Für alle X y z Eg gilt die Jacobi Identität
y z y z z y 0

Bemerkungen Aus L2 und L2 folgt 0 y y

y y d.hn L2 y Cy
Ist 270 in K folgt aus ii umgekehrt

2 0 3 0 d.h.li

Begriff der Unter Jie Algebra kurz Unteralgebra klar
Wir werden fast immer annehmen dass dim 9 0

Homomorphismen von Lie Algebren sind K lineare

Abb in of of mit y x y
ist ein Isomorphismus her und in 0 9
Zu y e of wähle ye og mit x 4
Danngilt x y

y 011 1 Fly



I 2 Beispiele
i Sei ein K Vektorraum mit dir V neo

Dann wird g End V durch y ÄYÄÄ zu
einer Sie Algebra L2 und L2 sind klar 3

y z Ey z y z yz zy yz 2

Xyz 2y yzx ZYX zyklisch permutieren und

aufsummieren ergibt null Wir schreiben für diese
Sie Algebra fortan gd V zur Unterscheidung
von der assoziativen Algebra End V

Basiswahl in V liefert gd V gl.LK mit

ayla K Mata.LK und X Y YETI
Unteralgebren von ogh t oder ogden K heißen
lineare Lie Algebren
ii Folgende lineare Lie Algebren heißen

klassische LieAlgebren

Typ An Wir nennen

she K genes K Spur 0

die spezielle lineare Algebra Sie ist eine Unteralg
von oplatz K weil Spur Spar xy A
Spar xy Spar yt 0 Es gilt
dir Schatz K dir der Spur oh K K

n 2 2 n 2m



Typ Da Wir nennen

30 K gl K Im m x 0

mit m und In die gerade
orthogonale Algebra Schreiben wir Ek gilt
Im II und nix S d.h ES K

b b CT c at d di a

Nachweis Unteralgebra HA 2 1 Es gibt
dir so K 2 I m 2m u falls 2 0 int

Typ Ca Wir nennen

spzalk Eglin K Ts ts 0

mit s 9 die sympathische Algebra
Für Ek gilt Spam K genau dann wenn

5T b CT C at d di a Es gilt
dir span K 2 I m 2m n

Typ Bu Wir nennen

30242 K glaue K Tl ex 0

mit 1 1 die ungerade orthogonale Algebra

Es gilt Fg Sonne K genau dann wenn

a 0 D ct g bt hi_ h ft f et i



Es folgt
dir Sonne K 2 n 2 I m 2m n falls O

d.h dir Sonne K dim Spam K

Beobachtung Aus der Relation at d bzw et i

folgt 902m K sein K spuck schau k

902 K Sla K

iii Wir nennen

talk Eogen K Xij 0 für is j
die Algebra der oberen Dreiecksmatrigen

na K gen K Xi 0 für is j
die Algebra der strikten oberen Dreiecksmatrigen
und

da K xeoyd.LK Xi 0 für c

die Algebra der Diagonalmatrigen Offensichtlich

ist d K abelsch d h y 0 für alle

y du K

ir Nur für Eingeweihte Sei G eine relle bzw

komplexe Sie Gruppe Dann bilden die links
invarianten Vektorfelderauf G mit Kommutatarklammer



eine LieAlgebra og Lie G über R bgur.CI
Insbesondere gilt Lie SL_C seal Lie SO_C

so_C und Lie Sp _C span C

I 3 Derivationen

Def I 3.1 Eine K Algebra ist ein K Vektorraum

Ol mit einer bilinearen Abb Axa a

Bsp Mat K ist eine K Algebra mit Matrixmalt

Die Hamilton Quaternionen 1H sind eine R Alg
Jede Lie Algebren g

Schreiben dann statt

Def I 3.2 Sei 9 eine K Algebra Eine Derivation

auf on ist eine K lineare Abb 8 a a

die die Leibnizregel Sla b Sla b a S b

für alle a be a erfüllt

Prop I 3.3 Die Menge Der Or der Derivationen

auf or ist eine Kater Lie Algebra von Galla
Bear Offensichtlich Ost Der an ein Untervektorraum

Seien 8,8 Der a und a be a Dann gilt
8,8 ab 88 8 S ab 8 S a b as b

S Sla b a8151 88 a b SIS
Sub ass b 8 S a S SlalsI

845 as'S b



88 8 S a b a 88 8 S b

8,8 a b a 8,8 b

also 8,8 Der a

Beachte Ist g eine Lie Algebra so ist

also auch Der g eine Lie Algebra

Prop I 3.4 Für Eg sei adx End Log
definiert durch ady y y für ye g
Daca ist ad Der g
Bear Es gilt adg y z Ey z

y z z Cx y
E y z y z

Lady y Z Ey adx z

Prop I 3.5 ad g Derg ist ein Homomorph

Dew Für y z e g gilt
lad ady ady adx z Ly z

y z z y73 ly.CZ
Lxz33 z adcx.gg z

Def I 3.5 ad of Der g heißt die

adjungierte Darstellung von g Derivationen im

Bild von ad heißen innere Derivationen



Manchmal ist es hilfreich adg für ad zu
schreiben für eine Diagnatrix Ost

addack x 0 aber i A adge.ca x 0

I 4 Ideale

Def I 4.2 Sei of eine Lie Algebra über K
Ein Ideal in og ist ein K Untervektorraum a soy
sodass für alle of ye or gilt y a

Notation a Oy

Beispiele g g g trivial

Das Zentrum Z g ze g z 0 für alle eg
Die derivierte Algebra g g definiert als

Eloy g Oy Beachte

Loy g
0

of abelsch
sen K Sha K Sla K In 2 falls 2 0 ink

Ideale kann man addieren und richtiplizieren
atb y ear yet
a b xi y x Ea Yieb

und erhält wieder Ideale

Def I 4.2 oz heißt einfach falls 0 und g
die einzigen Ideale von og sind und Coy g 0



g g
Beachte g einfach 2 g 0 Coy g 3

Satz1.4.3 Sh K mit char K 2 ist einfach
Beer see K 8 in Dann

gilt h 2x they 2g y h d.h

y h ist eine Basis von g aus Eves mit Eves

2 2 0 für den Endomorphismus ad h Oy g
Sei nun 0 or I G und 0 z a by c he an

Dann gilt ad x ad f z ad x b 4 2C

zb a und ad y z Zay a

Falls a 0 oder b 0 folgt Ear oder yeon
char K 2 und damit a g Falls a b 0

folgt he or und damit ebenfalls a g

Def I 4.4 Sei an
g Dann definieren wir die

Faktoralgebra oder Quotientenalgebra von g
nach or als den Faktorraum Ja mit Klammer

a y a y a

Dies ist wohldefiniert denn für X X y y a

folgt an y'ta y
a

X y x x y y y a

F Ey y a

y a



Beachte Für g g ist der Ig Umgekehrt

Ist or g so gilt a her g of a
Universelle Eigenschaft Sei oh 1g Dann gilt für
g g asked

q og
3

Prop I 4.5 a Für dig of gilt Greer Bild

b Seien a b Oy or b Dann gilt
Ja Ya und 91bar 9lb

c Seien a b g Dann gilt Ja Yang

Def I 4.6 Eine Darstellung von og ist ein

Homomorphismus of yd V

wichtigstes Beispiel ade of Äh g Beachte

her ad Z of Daher og einfach of linear
Tatsächlich din og 40 og linear

Ado Jurasawa

Sei AEG Wir definieren noch den Normalisator

ng A e g A A g
und den Zentralisator

Joy A g A 0 g
Beide sind Unteralgebra nach CL3



I 5 Automorphismen
Sei char K 0 Jot g mit adx nilpotent
d h Lad 0 für ein 990 definieren wir

exp Cad 2 49

Prop I 5.1 Es gilt exp lad Autoy
Bau Die Gleichung
exp lad Cy z exp adx y exp adt z

folgt aus Prop I 3.4 und der Leibnigregel
Schreiben wir explad 1 y so ist

24g 1 q y ein Inverses

zu explad

Def I 5.2 Jut of explad ad x nilpotent
g

Jahre Automorphismen
Normglteiler

Es gilt Jutag Auf og denn für Auf g
ist ad ad x also

expladx 9 exp lad 4H dat g
Beispiel Ist K E char K O gilt

Jut se K Auf she K PSL K

Auf sl K PSL K 2 2
Noch ohne Beweis



I 6 Auflösbare Lie Algebren
Sei g eine Lie Algebra über K

Def I 6.1 Die derivierte Reihe von og ist

definiert durch Dog ey D g Dig Dig
und og heißt auflösbar falls DNg 0 für
ein V70

Beispiel of abelsch Gegenbeispiel og einfach z.BSlack
für char K 2

Prop I 6.2 Die Lie Algebra Zu K ist auflösbar
Ben Es gilt D Zu K talk Z K na K

Sei Iig 8 8 Dann gilt
Fig Ire Sie Iie Sie Irj

Sei also icj l und wegen L2 o B d A in

Dann gilt
Fig Ise

Iie falls jack
0 sonst

und e i l k k i 1 1 j i

Es folgt D Zu K Iig j i 2ⁿᵈ
und somit D Z_ K 0 für NPO

Prop I 6.3 Ist oz auflösbar so auch jede Unteralg
k g und jeder Quotient grau für a g
Sind an Og und gar auflösbar so auch g



Bear Es gilt Dk Day klar und

Doha D Fa Induktion nach n HA

Fung für g gra

Prop I 6.4 Sind a b g auflösbar so auch atb

Bear Es ist Yang auflösbar lt I 6.3

also atb auflösbar ebenfalls It I 6.3

Def I 6.5 Das auflösbare Radikal von og
ist das eindeutige maximale auflösbare Ideal

Rad g g

Eindeutig Sie a b g maximal auflösbar
Das ist an b auflösbar It I 6.4 also

a a D b und symmetrisch bea also a b

Def I 6.6 Die Lie Algebra g heißt halbeinfach
falls Rad of 0

Bop Jot og einfach so auch halbeinfach denn wegen
Log g og ist g nicht auflösbar also

g Rad g o

g
0 ist halbeinfach aber nicht einfach

Ist g beliebig so ist TRadlog halbeinfach
HA



Mit a Rad g und s Tahaben wir eine kurzeexakteFolge
a g s 0

auflösbar halblinfach

d.h an jeder Stelle gilt Kern nachfolgender Pfeil
Bild vorheriger Pfeil Mit anderen Worten

Jede Lie Algebra ist eine Erweiterung einer

halbeinfachen durch eine auflösbare Lie Algebra

Ist K R oder G zerfällt die Erweiterung
d.h es gibt einen Homomorphismus s 9 g
mit pos idg In diesem Fall gilt of a X S

mit G s Der a adglsk a wobei
das semidirekte Produkt a X S für Lie Algebren
an S und G s Der a i A definiert ist als
der Vektorraum es mit a 052 a 52

Gls an G Sz aa Las a s s

Klassifizierung g über C

Klass S halbeinfach Klass or auflösbar Klan Der la

Vorlesung
Chaotisch und lückenhaft Darstellungstheori



I 7 Nilpotente Lie Algebren
Sei g eine Lie Algebra über K

Def I 7.1 Die absteigende Zentralreihe von og ist
definiert durch Ig Oy Ey oy EY
und of heißt nilpotent falls eng O für
ein V70

Offensichtlich nilpotent auflösbar
Beispiel Ma K ist nilpotent denn Chu K

Iig j is kt 17K
Z_ K ist auflösbar aber nicht nilpotent denn
Zu K Mulk für 1

Prop I 7.2 i Ist g nilpotent so auch h g
und grau für a g
ii Ist of zig nilpotent

so auch g
iii Ist g nilpotent und og 0 folgt Zig 0

Bew i Wie I 6.3 ii Gilt e g Zloy
folgt 2 g g Zig

0 iii Ist N

minimal mit Eloy o folgt o 27g Zg
Beachte og nilpotent Es gibt ein V70 sodass

ad x ad 2 road Xv y O für alle Xniyeg
Insbes ad x 0 d.h alle Eg sind ad nilpotent



Satz I 7.3 Engel Sei g eine Lie Algebra über K
sodass jedes Of ad nilpotent ist Dann ist g
nilpotent
Der Beweis benötigt etwas Vorbereitung
Jenna I 7.4 Ist oyllt nilpotent so auch
ad nilpotent
Bear Betrachte 1 h gell gd V

Ady Xy 4 4 Dann kommutieren Ax und ex
und sind nilpotent also ist auch ad x 1 9

nilpotent
Warnung id Egl IV ist ad nilpotent aber nicht

nilpotent

Satz I 7.5 Sei g gl V mit 0 direkt Lo
Ist jedes Eg nilpotent so gibt es ein Over

mit g v 0

Dew Induktion nach dir g Klar für g 0 Sei na

k 9 maximal Laut I 7.4 wirkt h durch ad nilpotent

auf og also auch auf 9h Nach I V gibt es
h 9h Eh mit adh x oh d h

oh Nay k g also h 1g Dann aber

dir 9h 2 denn sonst widerlegt p k für
k 9h eindin u g gg

die Masimalität von h



Wir haben also g Eh Kx Nach I V ist
W ver hr f o Es gilt g W W

der für Yeh ZE 9 und we W gilt
yz.in zy Eff w 0

Weil nilpotent gibt es OF VEW mit 0

also auch g v 0

Bew von Satz I 7.3 Induktion nach dim og Für

g O trivial Für g 0 erfüllt adg Oflag
die Voraussetzungen von I 7.5 also gibt es ein

OF eg
mit ad g X 10 d.h EZ y

Jedes 2 g 9
219

ist ad nilpotent und

dir 9 zog
dim g also ist Jzog nilpotent

nach I V Somit ist og nilpotent nach I 7 2 ii

Def I 7.6 Sei ein K Vektorraum Eine

vollständigeFahne in V ist eine Folge von Unterräumen

0 Vo V2 Von V

mit dir Vr k

Satz I 7.7 Sei g gl V mit 0 direkt Ist jede

Eg nilpotent so gibt es eine vollständige Fahne
Vi in V sch X V Vi z für alle E g und

i 2 n

Äquivalent es gibt eine Basis von V bzgl der GER K



Bew Nach I 7.5 gibt es V2 EV 1 dim mit

of V2 0 Vo Weit og nilpotent auf Vg wirkt

gibt es nach I V eine vollst Fahne Wi in

mit g Wi Wi z Setze Vi p Wi für V54
und i 1 a 2 Dann gilt g Vi g p Wi a

p g Wi 2 p Wi e Vi_ für c 2 4 1

Lemma I 7 8 Sei of nilpotent
0 a g

Dann gilt an Z g 0

Bew Nach I 7.5 gibt es 0 a mit ad g 0

oder äquivalent adg x 0 d.h an Zloy



 

I Strukturtheorie halbeinfacher Lie Algebren
Fortan sei char K O d h EK und K F

z.B K E oder K C

I 2 Der Satz von Lie

Satz II 1.2 Sei of Gdv auflösbar mit Oldinnuco
Dann gibt es einen gemeinsamen Eigenvektor EV

für alle Ey
Bear Induktion nach dim g Anfang g

0 klar

Weil g auflösbar ist 9 g g
0 Wähle

einen Unterraum h Greg.gg der Kodimension

eins Dann ist das Urbild a von k in G ein

Ideal a 49 der Kodimension eins Nach I V

gibt es ein OFVEV das Er für alle or ist

Die Ehre bilden eine Linearform 1 at Hom a k

d.h X 1 x r für alle EO Sei

W we V X W A w für alle a 0

Bah g W W Sobald bewiesen schreibe

of a Kz mit ze ayla und wähle einen

EV V EW von Z existiert weil KEK Dann ist z

ein EV für alle Ey
Nun zum Beweis der Beh Seien Ey we W

Z.z.X.VE W d h für alle year soll gelten



y.x.ir 1 y x.hr Weil yx.eu Xy Ex y w

Ily x W A y w bleibt z z y 0

Sei dazu WE W und n maximal mit
w x.us _Er linear unabhängig Setze
Wi w x.ws w Dann gilt Wu Wm

und y Wi Wi für alle i Bzgl der Basis
w x.ws w von Wu ist denn

4 w Aly w mod W

nach Induktion klar für iso und a

4 Xiu ix w xy w E w

Nach I V gilt y w Ily w wimi.twWi z und X W Wi
Somit Spurm y n 1 y für beliebiges yea
Ersetzen wir y durch y Ea folgt
0 Spuren y n 1 y Es folgt Ally
0 weil char K O

Satz I 2.2 Jie Sir of oyl V auflösbar
mit dir Vino Dann gibt es eine vollständige
Fahne Vi in mit g Vi Vi Äquivalent
Es gibt eine Basis von V bzgl der of Eta K
Bew Induktion nach dem mit I 1.1 wie im

Beweis von I 7.7



Korollar II 1.3 Sei g auflösbar Dann gibt es
Ideale Gi g mit 10 go gas gig
und dim Ofc i

Bear Wende I 2.2 an auf ad g oft y
auflösbar laut I 6 3

Korollar I 1.4 Sei g auflösbar Ist Coy g
so ist adg x nilpotent Insbes ist g g nilpotent

Dear Nach I 2.2 haben wir ad g Zu K also

adg g g ad g ad g Ruck
d h adg x ist nilpotent Damit ist auch

adcoy.gg x adg x
cg.org nilpotent

Mit

Satz I 7.3 Engel folgt Coy g ist nilpotent

Also ist jede auflösbare Sie Algebra eine

Erweiterung einer abelschen durch eine nilpotente
Sie Algebra

g g g 91cg g
I 2 Jordan Chevalley Zerlegung
Nur in diesem Abschnitt sei char K beliebig

Def I 2.2 Sei V ein ende dir K VR Dann heißt
End halbeinfach falls diagonalisierbar ist



über K E

Prop II 2.2 Sei End V

i Es gibt eindeutige Xs End sch halbeinfach

nilpotent Xs Xu und Xs 0

ii Es gilt p x und p x für gewisse
p.geKCH mit p O go 0

Wir nennen Xs die Jordantcheralleg Zerlegung

Ben Sei X a das char Poly von

Nach chinesischem Restsatz gibt es pe KIX mit

p ai mod X ai für alle i und pEOmodX
Setze g X X p X Xs p x p x

Dann gilt für VE her x ai dass g V ai r

also ist halbeinfach und Xu X X ist

nilpotent wie man auf einer Jordan Basis

nachprüft
Ist Xs eine weitere Jordan Zerlegung

gilt Xs Xs Xi Xu Wie xs 0

sind beide Seiten halbeinfach und nilpotent also null

Lemma I 2.3 Sei End V Dann ist

ad ad Xs ad x die Jordan Zerlegung
von ad



Bear Wie in HA 1.3 sehen wir dass für

ye End halbeinfach mit Ehren an an der

Endomorphismus ad y End End V die Bwe

ai ag zu den Ehen Ii hat Also ist ady
ebenfalls halbeinfach Somit ist ad halbeinfach
ad X nilpotent 1.7.4 und Cad ts ad ad sit
ad O 0 und die Bel folgt aus I 22 i

Lemma II 2.4 Sei 9 eine ende dir K Algebra
Dann gilt für alle SE Dera dass 8s S E Dera

Beer Es genügt zu zeigen das T Sse Der a
Sei a da die Hauptraungarlegung von S

Eigenraumzerlegung von T Dann gilt
auch EQats weil

S atb id y FI 8 a id E 8 b d y
Jaduktion nach a Es folgt sexy atb xy
aber auch Tx y rly a xy b y ab xy
für alle E da y ab Daher re Der 9

I 3 Killing Form und Cartan Kriterien

Suchen Kriterium für die Auflösbarkeit von g
äquivalent die Nilpoteng von g g



Prop I 3.1 Seien A I B oft V und

M regeln x D A

Angenommen EM erfülle Spur xy
0 für

alle ye M Dann ist nilpotent
Beer Sei Stu die Jordan Zerlegung z z 5 0

Fixiere Jordan Basis bzgl der S Ding az an

Sei E an a K z z E O E O

Zu f EE sei ye.gl V mit Matrixdarstellung
Diag f az f an bzgl der Jordan Basis
Wie eben gesehen gilt ads Ii ai ag Ii
und ady Ii flai flag Fig Wähle

X KIX mit rlai ag flai flag und

r O O Bed wohldefiniert denn ai ag as 9

impliziert f ai flag flai ag f as f ae
Nach Konstruktion haben wir ady r ads

Lauf Lemma I 2.3 ist ads ad x Daher

gibt es nach Prop II 2 2 ii ein pe KIX mit

p 01
0 und ads p adt d h rop adt

ady Wil nach Vor adx.BE A folgt auch
ady.BE A d h YE M Nach Vor folgt
Spur y 0 auf ai 0 Wie felton E Q

gibt Anwenden von f dass If ai 0 d.h flail 0

für alle i und somit f 0



Lemma I 3.2 Für y z End gilt
Spur y z Spur y z

Dew Spur Xyz Z Spur Xyz Spur xzy
Spar yz 2 y

Satz I 3.3 Cartan Kriterium für Auflösbarkeit
Sei of oft V sodass Spur x 0 für alle

g g und ye g Dann ist of auflösbar

Bear Wende I 3.2 an mit A Coy g und

B of sodass of EM Haben Spar xy1 0

für Coy g y g Brauchen Spar Xy1 0

für g g EM Sei dazu u u

ein Erzeuger Dann gilt nach I 3.2 das

Spur Euer y Spur lulu y Spur Cry a

0 wie y EM Wir dürfen nun schließen
dass nilpotent ist Also ist g g nilpotent

nach Satz I 7.7

Korollar I 3.4 Sei g eine Lie Algebra sodass

Spur adx ady 0 für alle g g yeg
Dann ist og auflösbar
Bear Es ist ad of auflösbar nach I 3.3 also

og auflösbar nach I 6.3



Def I 3.5 Sei g eine Lie Algebra Die Killing Form

von og ist die symmetrische Bilinearform
Bg B g og K

x y Spur ad ady

Nach I 3.2 ist B assoziation B y 7 B Cy23

Lemma I 3.6 Sei a g Dann gilt Ba Boy axa

Bear Beobachtung Für VV mit V WEV gilt
Spur Spur w Für yea gilt
ad x ady y Ol also Spur lad ady
Spur lad ady a Spar Cad a lady a

Spar adax aday

Beispiel Oy Salz K X G y

1 1 4 1 1 6
B hat Matrix mit Determinante 128

Also ist B nicht ausgeartet char K 2 d.h

Rad B g B X y 0 für alle ye g
0

Beobachtung Rad B I g wg Assoziativität von B



Satz I 3.7 Cartan Kriterium für Halbeinfachheit
Eine Lie Algebra ist genau dann halbeinfach wenn

ihre Killing Form nicht ausgeartet ist

Dew Sie zuerst Rad g
0 Esgilt nach Def

B x y 0 für alle Rad B y Oy Insbes

folgt mit I 3.6 und I 3.4 dass Rad B I g
auflösbar ist d h Rad B Rad g

o

und B ist nicht ausgeartet

Sei nun Rad B 0 Es genügt zu zeigen dass

or Rad B für jedes abelsche Ideal an g
Sei dazu Ea y Oy Dann haben wir

g og a a o

also adx ady 0 d h ladx ady ist nilpotent
und somit Spur adx ady 0 also Rad B

I 4 Zerlegung in einfache Ideale

Für AEG sei At EY Btx a 0 für alle a e A

Prop I 4.1 Sei g halbeinfach und a g Dann gilt
g a at

mit at g und a at sind halbeinfach



Dew Es ist at g denn für at y Eg Zea

gilt B y z B y z 0 Dies zeigt
außerdem nach I 3.4 dass an at auflösbar also

trivial ist Wil O a nat Rad Blaxa
Rad Ba ist or halbeinfach laut I 3.7

Damit ist auch at halbeinfach Wil Ba nichtausg
gibt es zu Eg ein aea mit B a Bla a für
alle a a also a Eat Somit g a out

Beachte Wann immer g ab mit a b 9 folgt
für aea beb dass a b E and also a b 0

Außerdem gilt a D bzgl B d.h Boy Bat Bg
nach II 3.6

Satz I 4.2 Eine Sie Algebra g ist genau dann
halbeinfach wenn sie sich eindeutig in einfache
Ideale zerlegt

g g Oft

Bear Haben wir eine solche Zerlegung ist Boy

orthogonaleSumme nicht ausgearteter Formen also selbst
nicht ausgeartet somit ist og halbaiefach laut I 3.7

Ist g halbeinfach wähle o er g minimal und

erhalte g Ea out wie in I 4.1 Dann aber



folgt für b Ia dass auch b g also ist on

einfach Weil at halbeinfach zerfällt es induktiv in
eine direkte Summe einfacher Ideale dieauch Ideale in og
sind Eindeutigkeit Ist a g einfach folgt wegen
an g a dass a g a weil Zlag 0

Daher a Ca g Ca Gi d.h a Ofi

Korollar I 4.3 Für og halbeinfach gilt
i g g g
ii Jedes a Ig ist direkte Summe einfacher
Ideale von of

Ben i folgt durch Einsetzen der Zerlegung
ii Nach I 4.2 ist a og halbeinfach nach I 4.2

zerfällt an in einfache Ideale und diese sind auch

Ideale in og

II 5 Abstrakte Jordan Zerlegung

Lemma I 5.1 Sei g eine Sie Algebra Dann gilt
ad of 4 Der g
Bew Für Eg und 8 Der g gilt
8 ad y S y 8 y Sx y ad Sx y



Satz I 5.2 Für og halbainfach gilt ad g Der g
Bear Nach I 3.7 hat ad g g nicht ausgeartete

Killing Form Nach I 3.6 und I 5.1 gilt
Badge Borg adgraag

Wie zuvor folgt adgnladog
0 und Lady lady 0 Für SE lad

folgt aus ad Sx 0 für alle g
also 8 0

Mit Lemma I 2.4 folgt also für g halbeinfach
und XE G dass adx ad x Lad

mit lad lad adoy

Def I 5.3 Sei g halbeinfach und XE G Dann ist

X a

die eindeutige Jordan Zerlegung von wobei

s X E 9 eindeutig bestimmt sind durch
ad Xs ad und ad Xu lad

Beachte ist ad halbeinfach
X ist ad nilpotent
Xs 0

Falls g gl V stimmt dies mit der

Jordan Zerlegung als Endomorphismen überein

Beweis in Abschnitt I 7



II 6 Vollständige Reduzibilität von Darstellungen
Sei g halbeinfach Erinnerung Eine Darstellung
von g ist ein Homomorphismus g gd V I 4 6

Äquivalent V ist ein g Modul d.h

M1 lax by alx.ee b.ly v
ML x an bar a x b x.ir

M3 x y v x.y.v y.x.ir

für alle y EG V WEV a b e K

Ein Homomorphismus von g Moduls W

erfüllt IX v v für alle ver e g
Ker Bild sind Untermoduls und Karg Bild u.s

V heißt irreduzibel falls genau zwei invariante
Unterräume hat 0 und

V heißt vollständig reduzibel falls VE V20

mit V irreduzibel Äquivalent jeder Untermodul
WEV ist komplementiert d.h.VE WOW für
einen Untermodul W V

Satz I 6.1 Weyl Sei g halbeinfach Dann ist

jede Darstellung g gl V vollständig reduzibel

Dabei ist dir V 0 wie immer implizit



Beweis Für ad ist dies die Aussage von Satz I 4.2

Im Allgemeinen nutze Weges unitären Trick für K C

Es gibt eine kompakte einfach zusammenhängende
Lie Gruppe U mit Lie 4 QQ g 1 Beispiel
I 2 iv

Lieu stiftet I U GL V

Wähle eine hermitesche Form C So auf V und setze
v WS g v g

erSodmulg für das Haar Maß
Mu auf U mit Mulk 1 Ist WEV d invariant

so auch E invariant Damit ist wie ein E
invariastesKomplement denn für wehrt geh mehr gilt

g v w Lv gfk 0 und wt ist auch

d invariant

I 7 Erhalt der Jordan Zerlegung

Satz II 7.2 Sei g gl V halbeinfach und Eg
Dann enthält g des halbeinfachen und nilpotenten Teil

von als Endomorphismus

Korollar II 7.2 Abstrakte und gewöhnliche Jordan

Zerlegung von g gelte halbeinfach stimmen

überein
Bei Sei die gewöhnliche Jordan Zerlegung
Dann ist nach I 2.3 adgent adgecks adger Xu die



Jordan Zerlegung von adge Nach I 7 1 gilt
Xs X E 9 und weil Halbeinfachheit und Nilpoteng
unter Einschränkung auf invariante Unterräume

erhalten bleibt ist adglx adg Xs adg x

die gewöhnliche Jordan Zerlegung in gl g
Bew von I 7 2 Sei Xs X die gewöhnliche
Jordan Zerlegung in gl V Z z Xs X E g
Weil adgent g g folgt aus I 2 2 ii dass auch

ladge g 9 und ladgets g g d h

s Xu Regen 9 Für einen Untermodel WEV sei

gu ye geht y WEW und Spar y 1 0

z.B gu se V Weil g g g gilt g gut g
Beobachtung Xs X E g Es genügt also z.z.gr of

Nach I 6.1 gilt g of oft 1g ist og Modul

via ad weil g Roger Gw für alle WSV

Sei nun y Egt Dann gilt X y
0 für alle Eg

und damit für jeden irreduziblen WEV dass y 1 idw
nach Lemma von Schur s.u Andererseits Spur Yin
0 weil y Gw also 1 0 d h y 0

Wegen I 6.1 folgt y 0



Lemma I 7.3 Schur Sei g gelv irreduzibel
und y gllt mit 0H 43 0 für alle g
Dann gibt es AEK mit y 1 idr

Bear Weil K K besitzt y einen EV GeV mit EW Aek

Setze y y 1 idy Dann ist W der y EV ein

Untermodul wie für VEW und g auch

y IX v y x v x.y v x.ly v 0 0

Wil Vo W und W irreduzibal folgt W V

Satz II 7.4 Sei dig gl V eine Darstellung
mit g halbeinfach Für g sei X X die

abstrakte Jordan Zerlegung in g Dann ist x

Xs x die gewöhnlichen Jordan Zerlegung in gel r

Bew Sei Xi g eine Basis aus Even für ad Xs
d h Xs Xi 1 Xi Dann folgt Xs ti

1 x d h flog wird von Even von adagio
erzeugt also ist adagio halbeinfach Außerdem

gilt addy 41 1 01 1 Cady x 0

für 1990 und alle g d.h adgig x ist

nilpotent Damit ist x 0 Alt die

abstrakte Jordan Zerlegung in 01g Nach I 7.2

ist es auch die gewöhnliche Jordan Zerlegung



I 8 Darstellungstheorie von Salz K
In diesem Abschnitt betrachten wir slack X h y
Sei ein slack Modul Wegen I 7.4 zerfällt
in Eigenräume von h

V1 mit V ve V 4 n Tv

wobei alle Ehre 1 K weil K E Gilt V 0

nennen wir 1 ein Gewicht von h in und

V heißt Gewichtsraum

Lemma I 8.1 Für ve V1 gilt X.VE Katz und y.VE V1 2
Bear 4 v G v h h 2x 4

2x 1 1 2 1 x r und ähnlich für y

Bemerkung Insbesondere sind y End nilpotent
wie wir es auch schon aus dem vorherigen Abschnittwissen

Für AEK mit V 0 und V1.2 0 nennen wir

jedes 0 VE V einen Vektor mit höchstemGewicht 1

Sei nun V irreduzibel und Vo V1 mit höchstemGewicht
Setze V 2 0 und vor y v für is 0 char K O

Lemma II 8.2 a h.ve 1 2 v

b y.ro it 1 Vita
c x.ve 1 i 2 Vi z



Bew a und b klar c

i t.ve y vi y y Vi a

4 Vi a y Vin 1 2 i 2 vi

1 i 2 2 y.ve 2 1 2 2 vi 1 c 2 4vi

E 1 2 2 vi 1 c 2 i 1 Vi a
i 1 i 2 vi a

Beobachtungen

Wegen a sind alle Vi 0 linear unabhängig
Weil dir V gibt es m minimal mit um 0

und Um 0 also auch um 0 für i 1

Somit ist 0 Vo v2 um V ein

G Untermodul also Vo V2 Um K
V weil irr

Bzgl der Basis Vo um gilt h dm K

Mma K y Ehm KIT
Für i m 1 sagt c 0 1 m um also

gilt 1 m dim V 1 220

Wegen a gilt din V 2 falls V1 0

Insbesondere ist der Vektor höchsten Gewicht
din V 1 bis auf Skalare eindeutig



Satz I 8.3 Sei ein irreduzibler Ilz K Modul

und m dim V 1 Dann gilt
a VE Um Um V.mx Km K VR Summe

wobei jedes Un eindin Gewichtsraum von 4

b V hat einen bis auf Skalare eindeutigen Vektor

mit höchstem Gewicht m
c Die Wirkung von x h y auf

V ist durch I 8.2

nach geeigneter Basiswahl eindeutig und explizit
bestimmt Insbesondere gibt es bis auf 200 genau
einen irr Sl K Modul in jeder Dimension 71

Bear Es fehlt nur noch die Existenz in c Doch

diese folgt indem wir des sl K Model

V Vo Um durch I 8 2 a b c definieren

HA 5.2

Mit I 6.1 Weyl verstehen wir auch allgemeine
sl K Moduln

Korollar II 8.4 Ist ein sez K Modul so sind

alle Ehre von h ganzzahlig und treten zusammen mit
ihrem Negativen gleich oft auf Die Anzahl irr
Untermodulen von V ist dim Vo dim V2



I 9 Wurzelraumzerlegung

In diesen Abschnitt ist o g halbeinfach
Def I 9.2 Eine Unteralgebra t g heißt torisch

falls jedes EZ halbeinfach ist d.h Xs

Beobachtung Wäre jedes g nilpotent d.h X X

so wäre g nach I 7.3 Engel nilpotent Also gibt
es Eg mit Xs und 0 d h Xs g
ist tarisch Also gibt es immer g nicht trivial frisch

Jenna I 9.2 Jede torische Unteralgebra tsg ist abelsch

Bau Z z Für alle EZ ist null einziger EW von adz x

Angenommen X y a y mit O yet und 0 aek

schreibe 1 X in einer Basis aus Ehen von adzly
mit Euren µ Dann gilt a y adzly X 1in X

d.h Tip 0 für ein i Aber adzly a y
0

d h a y ist EV von adz y zum EV null Widerspruch

Def I 9.3 Eine Cartan Unteralgebra CSA ist eine

maximale torische Unteralgebra h g

Achtung Diese Def ist nur unter unseren Annahmen

g halbeinfach char K O K K äquivalent zur
eigentlichen Definition k 9 nilpotent und Roy k h



Beispiel Die Diagonalmatrigen in Shu K bilden
eine CSA h sen K Allgemeiner in Typ An BaCmDa
HA 5 2

Sei nun h g eine CSA Dann besteht die Familie

adg h Geh aus kommentierenden Endomorphismen denn

Cha Cha 33 4
422,3

Cha 423 he 42 x

Also sind alle adg h für heh gleichzeitig diagbar

g 9
mit g Eg Ch 4 für alle heh
Dabei gilt go gg k h

Def I 9.4 Wir nennen 0 α kt eine Wurzel von g
bzgl k falls g 0 Die Menge kt aller

Wurzeln nennen wir das Wurzelsystem von g h
Für α EI heißt g der Wurzelraum der Wurzel α

Wir haben somit die Wurzelraumzerlegung oder

Cartan Zerlegung

g Jack
Offensichtlichgilt III Lo



Nächste Ziele Zeige zog k h und Blasen nichtausg
Finde möglichst viele Eigenschaften von Ekt k

Definiere entsprechend abstrakte Wurzelsysteme
Klassifiziere abstr Wurzelsysteme durch Dynkin Diagramme

Zeige g halbeinfach abstr Wurzelsysteme

Prop II 9.5 i Für α β kt gilt Ga Gp Gap
ii Für 0 Eh ist jedes Ja a nilpotent
iii Seien α β kt mit β 0 Dann ist gad.gr bzgl 3

Bew i Seien Ega ye Gp hehe Dann gilt
h y y 4 x y 4 y ach

β k y
4

y β 4 y β h x y
ii Folgt aus i

iii sei he h mit β 4 Ja YE Gp
Dann gilt

B X y tja B h y B β 4 y
2

apica
B h y B 4 y

0

Prop I 9.6 B
zgcayxgg.eu

ist nicht ausgeartet

Bau Nach II 3.7 ist B nicht ausgeartet Nach II 9.5

gilt zog k go go für alle 0 Ekt Gilt
also für Jg k dass B zog k 0 folgt 0



Lemma I 9 7 Für X y gelte mit y nilpotent und

43 0 ist Xy nilpotent und insbes Spar y 0

Satz I 9.8 Sei hsg eine CSA Dann gilt zog h h

Bev Setze z 3g k Wir arbeiten Schritt für Schritt

1 Ey Xs tue g t.z.iadlxs.nl h 09

Weil adx h 0 folgt aus II 2 2 ii dass

lad h 0 Aber ad sin ad Ksa

2 Ey halbeinfach eh k K x ist torisch weil Chit
Da h maximal tonisch folgt Eh

3 Blank ist nicht ausgeartet Sie heh mit B h h 0

Ist Ez nilpotent gilt B 4 D nach I 9.7

Dann aber auch B 4 0 für alle E 3 wegen
2 und 2 Aus I 9.6 folgt 4 0

4 z ist nilpotent Ist 3 halbeinfach folgt
E k aus 2 und somit ist adg x 0 nilpotent
Ist Ey nilpotent so auch adg x adg x

g
Ist z beliebig haben wir Xs Xu mit Xs k 2
laut 1 Weil Xs 3 0 ist also ady x nilpotent
Mit I 7.3 Engel ist z nilpotent



5 h n 3,83 10 Folgtwegen Blk 8,8
B h g y B 0

g 0 aus 3

6 y ist abelsch Weil g laut 4 nilpotent gilt
mit 3 83 10 auch g g oz g

0 laut

I 7.8 Sei also 0 ZE g g oz g Nach 2

und 5 ist z nicht halbeinfach d.h OF Zu Ez
nach 2 also zu Z y wie ad z y 0

und weil ad zu lad z p ad z für ein

Polynom GEKLX mit q 01 0 laut Prop I 2 2 ii

Aber dann folgt aus I 9.7 dass B zu Z 0

für alle z g im Widerspruch zu I 9.6

7 g h Angenommen es gäbe zeig 1h Wegen 2

und 2 ist dann OF Zu Ey Wegen 6 und I 9.7

gilt dann B zu g
0 wieder im Widerspruch zu1.9.6

Korollar II 9.9 Blah ist nicht ausgeartet

Somit erhalten wir kt h α ta
wobei Eh eindeutig bestimmt ist durch
B Ex 4 h für alle heh Insbesondere

haben wir die endliche Menge Ex h



 

III Wurzelsysteme
Sei g halbeinfach mit CSA hsg und Wurzelsystem

E Ilg h

II 1 Eigenschaften der Wurzelraumzerlegung

Satz III 2.1 Sei EI Dann gilt
i K I kt
ii α EI
iii Für Ega ye g α gilt y B x ta
ir ga g α Kita
r ta B ta ta 0

vi Zu 0 α Ega gibt es YE g α sodass

Xa ha ya sezk

hart yan
mit ha Xx y

vie ha
p ta ha ha

Bear i LA KI kt her 0 Falls i

nicht gilt gibt es also heh mit h 0 für alle
EI Dann folgt aber 0 h h Ja h g

d h GEZ g 0 Widerspruch
ii I 9 5 iii sagt Bloga Gp 0 für alle

β kt Weil gar 0 impliziert I 3.7 dass

g α 0



iii Für alle heh gilt
h x y B Ch y B h X y
B Ex 4 B x y B Blay ta 4
B 4 Blxy Ex

also B X y t y Rad Blasen 0

ir Nach iii bleibt z.z B
gag

Aber das haben wir bei ii gerade gesehen
r Wie eben finden wir Ja YE G α mit

B X y 2 also y t laut iii Wäre

Ita 0 gilt ta ta y 0 also ist

y talk S adg s gl g auflösbar
Nach I 2.2 Lie ist adg ta nilpotent weil txECS.SI
Weil taek ist adg t aber auch halbeinfach also

adg 1 0 d.h Exe Z g 0 Widerspruch

vi Zu OF X E g wähle Y G mit
B Xa Ya p

Dann gilt nach iii h xx y
B Xx ya ta p

Ex Außerdem folgt ha α

h 2x und Cha y Charly 2

vie 4 L forciert heiß t α ist definiert durch

Blt α 4 h für alle heh d.h BC ta 4 C4

für alle heh also ta t α Es folgt 4 ha

Zu EI sei nun sei g konstruiert wie in vi



Wir betrachten nun die Darstellung adg sei glig
Zunächst der Untermodul V k go.sn vgl II 95 li
Dieser hat die Gewichte 0 und c α 4 2C für
alle CE K mit Ge 0 Wegen I 8.4 folgt
CEE K Es gilt Vo h und adschi der α 0

d.h her α Eh EV ist ein trivialer Untermodul der

in din k 1 irreduzibde ein dir Untermoduls zerfällt
Außerdem ist sei EV ein irr Untermodul mit

stink K k und h Eher α Damit sind 2,0 2

die einzigen geraden Gewichte in V Somit insbes
2 α I Weil EI beliebig war folgt dann aber
auch I d.h 1 ist kein Gewicht von V

Damit folgt aus I 8.4 dass V der α Al

und deshalb dim go I und Ix sind die einzigen
Vielfachen von α in I Zusammenfassung

Sat III 1.2 i Für LEE gilt dim gg 1 und

sei g g h mit h Ja g α

Zu 0 Ego gibt es y 9 α eindeutig mit

xx y ha1 272
ii Gilt α EI und C EI für CEKT so folgt C 2

Wir betrachten nun die Wirkung von sei auf Gps
für β EI mit β α



Sei dazu jetzt gpti.sn Nach I 9 5 i ist

dies wieder ein sch Model mit Gewichten

β ix h Puk 2 ER und eindim Gewichts

räumen Weil dim Vo V1 1 ist irreduzibel
I 8 4 Das höchste bar niedrigste Gewicht ist
β 4 2g bzw β h 2r wenn qbgar.ir
die größte ganze Zahl ist für die β g EI bzw
β r x I Wegen I 8.3 gilt dann β i α EI

für alle r i g und β h 2g pl 2r

also β h r g der Linksüberhang der α Kette

durch β
βCha 3 2 3

β α

Wir nennen β Gx pe
die Cartan Zahlen von I

Zusammenfassung

Satz III 1.3 i Für α β EI ist β 4 ER und

β β h EI
ii Für α β β EI gilt Ja Gp Gap
iii Für α β EI β α seien r.ge 2 maximal mit

β rx β g Dann gilt β i EI für alle

rsisg und β 4 r g
ir Die Wurzelräume g für EI erzeugen G



III 2 Geometrie des Wurzelsystems
Für α β Ekt setze α β B ta tp Wegen II 22 i

gibt es eine Basis α von kt aus Wurzeln α

Prop III 2.2 Für β EI sei β E C X mit C EK

Dann gilt C K für alle i 2 a

Bear Anwenden von liefert das LGS

2 β α
c A c b

jez Fina ai ER II 2.3.1

mit A aig C Ca a TEK b bag b ITER
und A Matura R Es gilt detyA f.FI g

detfKi X
2 0 weil B nicht ausgeartet ist Also hat

das LGS eine eindeutige Lösung CE Q

Für Ea QI kt folgt somit dima Ea n

Außerdem gilt für 1 µ kt dass

1 µ B Ex tm Fealty tm α 1 α µ
Insbesondere

β β α PI Eff
für β EI d h β B EQ wie äfft ER also

auch α β Q Daher ist B
Eg eine nicht

ausgeartete symm Q Bilinearform Für 1 Eg gilt



1 7 α 11270 1 0 also ist L positivdefinit
Deshalb wird E REE durch DIE R zu
einem euklidischen Raum Somit

Satz III 2.2 i E ERI 0 I
ii Sei I und CER Dann gilt C α C

iii Für α β EI ist β 4 α EI
ir Für β EI ist ER

III 3 Abstrakte Wurzelsysteme
Setze β α 7 22 Beobachtung B β LP a α

ist die Reflektion in der Ebene von E mit Normale α

Def III 3 2 Sei E ein euklidischer Raum Eine

endliche Teilmenge ICE heißt abstraktes reduziertes
Wurzelsystem falls
W2 EE R I 0

W2 Sei EI Die einzigen Vielfachen von α in sind IX

W3 Für EI gilt I I
W4 Für α β EI gilt β a ER

Der Rang von I ist n dim E

Def III 3.2 Die Wege Gruppe von ist

W T α I C GL E

Wegen W3 und W2 ist W endlich



Beispiele

Rang 2 Az WE 2 2

Rang 2 AntAz WE 2 2

Az
WE Sg

Bz WE 2 2

Gz WE Do



Rang 3 Ag WE 54
T 1

5

v

v

Bg
WE 2 2 5

5

5 7

v

v v

v

Cs WE 22515

1
T

C

L L



Def II 3.3 Ein Morphismus von Wurzelsystemen
E E E I ist eine R lineare Abb f E E

mit f I I und ftp f x β α

Damit sind auch Isomorphismen und Automorphismen

definiert Beachte Gig f ß f ß f x f ß f x

f β α β α f Glp Ist f ein Iso ist also

WIE WIE r for f ein Joo von Gruppen

Wir haben eine Inklusion WII Auf Injektivitä

braucht Nachweis HA W I Auf I

Esgilt
β α 2 co mit SCP α

also

E FEE
450 0,212,3 4

Es bleiben nur folgende Möglichkeiten falls β α ß
α β β α Ha

0 0
1 3 B

2 3 5

1 1 1

2 2 1
Beobachtung Falls β 70

2 2 74 V2
ist α BEI

2 2 E



Def III 3.4 Eine Basis von E E ist eine Teilmenge ACI sd
i Δ ist eine Basis von E

ii Für jedes EI gilt α Eshp β sodass entweder

Sp 220 für alle β Δ oder Sp 2,0 für alle BEA
Entsprechend heißt α positiv oder negativ

Ist Δ gewählt nennen wir jedes EA einfacheWurzel

Konstruktion Wähle TEE R regulärer Vektor

und setze ITT EI 8 α 0 Dann gilt
r u ICT Wir nennen EILT zerlegbar

falls p 8 mit ß S 8 Dann bilden die

ungerlegbaren Wurzeln in ITC eine Basis Δ ACS

und jede Basis entsteht so

Beobachtung Aus α β Δ und β

folgt α B 0

Def III 3.5 Die Zusammenhangskomponenten von

El R heißen offenen Wege Kammern

Für eine Basis Δ CI heißt
CCA EE α 0

die fundamentale Wege Kammer
von Δ Jede Wege Kammer ist

fundamental für genau ein ACE



g
Esgilt
E Er ALT 118 CLACH 21118
und für re WII folgt aus 01 1 o β α β dass

r ICH 1018 r ACH 1 r D r LACH 11hr

W wirkt einfach transitiv auf dem Wege Kammern

Basen Mengen positiver Wurzeln
Es gilt W Ta EA

Def III 3.6 Wir nennen E I irreduzibel falls aus

I E U I mit I I folgt dass 2 0 oder92 0

Definieren wir Irreduzibilität für Basen genauso gilt
I irr Δ irr

Prop III 3.7 Sei irr Dann ist Ira E irr

Ben Ist 0 E E 2 invariant so auch E't
Für I gilt α E E oder E Rat α E

HA 7 1 Wie irr folgt ICE oder ICE
wie E R

E nun ICE also E E

Prop III 3.8 Sei irr Dann gibt es höchstens zwei
verschiedene Wurzellängen in I und die Bahnen von

V1 sind die Wurzeln gleicher Länge



Bear Seien α β mit ß maximal Nach III 3.7

ist 4 E also o B d A α β 0 Dann gilt
1 R B Würden alle drei Fälle auftreten

gäbe es da EI mit E B aber

dann VE Widerspruch
Seien nun α β EI mit 1 11 1PM wieder o B d A α B

Dann gilt α β β α 1 Wil Tp B β
a B d A α β 2 Dann gilt Gop G ß

Tarp ß x G ß X ß α

III 4 Klassifizierung der Wurzelsysteme
Sei E E ein Wurzelsystem mit WegeGruppe W und

Basis Δ CI

Def III 4.2 Wir nennen α α Mata 2 die

Cartan Matrix von I

Wohldefiniert weil W transitiv auf den Bases operiert
Invertierbar wie im Beweis von II 2.2

Beispiele
A Az A B ai 3
Beobachtung Gilt für E I Δ α α I dass
α α di α dann def Xindi einen Iso E E E



Wurzelsysteme sind durch die Cartan Matrizeneindeuh
bestimmt Umgekehrt lässt sich aus einer Cartan

Matrix das Wurzelsystem zurückgewinnen Wurzelketten

Def III 4.2 Der Coxeter Graph von hat Eckenmenge Δ

und für itj sind α und α durch di α 4g Xi
0 1,2 3 Kanten verbunden

Beispiele

Az A Az Az Bz 92
A B C

Um die Cartan Matrix aus dem Coxeter Graph

zurückzugewinnenfehlt die Info welche Wurzel größer ist
falls oder Füge entsprechend oder

hinzu und erhalte das Dynkin Diagramm von I

Bz Gz B C

Beobachtung I irr Δ irr Dyak Ding Johgd
Haben für allgemeines I eine eindeutige Zerlegung
I E U u Er in E E Er mit Eid Ej für itj
und Ei Ii irr

Wir müssen also noch die irreduziblen Wurzelsysteme oder

äquivalent die gstgden Dynkin Diagramme klassifizieren



Satz II 4.3 Die Isomorphieklassen irreduzibler

Wurzelsystemevom Rang n entsprechen 1 3 folgenden

Dynkin Diagrammen

An n 1 2 2 3 n 2 n

Bu n 2
2 2 3 n 2 a 2 a

Klassische Typen
n 3

2 2 3 n zu da

Du n 4
2 2 3 n 3 a 2

n2

Eg 1 3 4 5 6
2

Ez
1 3 4 5 6 7

2

Es Ausnahmetypen

Fu 2 2 3 4

Gz 1 2

Bar 7 z 2 Isomorphe Wurzelsysteme haben gleiche

Dynkin Diagramme
2 Nur die gelisteten Dynkindiagramme können

auftreten
3 Wurzelsysteme mit gleichem Dynkin Diagramm sind

isomorph



4 Jedes gelistete Diagramm ist Dynkin Diagramm
eines Wurzelsystem

1 3 sind klar weil das Dynkin Diagramm nur

eine kompakte Notation für die Cartan Matrix ist

Zu 2 Zeigen äquivalent dass nur die zugrundeliegenden

Coxeter Graphen auftreten können Dazu nennen

wir eine Teilmenge Es En bin unable Einheitsvektoren

eines euklidischen Raums E C zulässig falls
Ei Ej 40 für it und 4 Ei E 0,1 2,3 für
itj Beachte Δ I wird zulässig indem man jedes
EA durch ersetzt Wie juror entsteht ein Graph
mit n Knoten indem für it der i te mit dem

j ten durch 4 Ei Cg Karten verbunden ist

Zu bestimmen die durch zulässige Mengen entstehenden

zusammenhängenden Graphen Beobachtungen

i Es Eins Eins En ist wieder zulässig und

entspricht Entfernen des i ten Knoten mitsamt seinen Kanten

ii Die Anzahl der Paare verbundener Knoten ist 4h

Es gilt 0 411ZIEHE n 2
g
Ei g und ei g 0 2 Ei Ej

iii hat als einfacherGraph keine Zyklen

Folgt aus i und ii



iv Höchstens drei Kanten beginnen an jedem Karten in

Sei Ʃ einer der zulässigen Vektoren und Ʃ sei verbunden mit

221 4g Aus iii folgt hi 4 0 für itj Sie

4 42 4s E 42 49 R und 4011 1

Dann gilt E yo 0 und deshalb folgt aus
2 11211 Ein das 44,4 4

r Eine Dreifachkarte gibt es nur in

Folgt aus ir

vi Jeder Typ An Teilgraph ein e
kann durch

einen Knoten ersetzt werden

Wir geigen Ez Ei Eiern 4 VEJLE ist zulässig

Esgilt DEN k Fe Sieg Eite k k 2 2 2

Nach iii gilt für jedes ye Ez Ei Eiern n

dass y E 0 oder y Eitjo für ein joe 2

Es folgt 414 E 0,1 2,3
vie hat keinen dieser Teilgraphen

Folgt aus vi und iv
r e

viii muss eine dieser Formen haben

g



Wegen v gibt es nur eine Dreifachkante Gäbe es

mehr als eine Doppelkante hätte einen Teilgraph
im Widerspruch zu vie Wenn

eine Doppelkante hat gibt es keinen Teilgraph
denn sonst gäbe es auch im

Widerspruch zu vie Wegen iii bleibt dann nur

Hat nur Einfachkanten

kann höchstens einen Teilgraph haben weil

andernfalls auftritt im Widerspruch zu
vie Wegen iii bleiben nur der erste und letzte Graph

ix Ist von der Form

hat Typ Bu Cn oder Typ Fx
Folgt etwas schwieriger mithilfe der Cauchy Schwarz Unge

x Ist von der letzten Form in viii hat Typ
Du Eg Eg oder Eg

Folgt trickreich a a unter Herleitung der Ungleichung
1

Zu 4 Die klassischen Typen entstehen als Wurzelsysteme
der klassischen Matrixalgebren aus I 2 ii Für die

fünf verbleibenden Ausnahmetypen kann man eine

explizite Konstruktion angeben z.B für Gz I
I 2 2 2 Ey Ey 3,212 E Es 2 2 11 E 2E E E 2 81 R



III 5 Automorphismen von Wurzelsystemen

Nach HA 6.2 gilt WII Auf Für eine feste Basis

Δ CI sei Syn Δ re Auf I OCA Δ Für

OE Aut und alle β gilt TL 0 ß X ß
also ist jedes TE Sym Δ durch eine Symmetrie des

Dynkin Diagramms gegeben Umgekehrt liefert jedes
solche Symmetrie durch Fortsetzen ein TE Sgm Δ

und wir erkennen dass Sym Δ mit der Gruppe der

Dynkin Diagramm Symmetrien identifiziert werden kann

Lemma II 5.2 Es gilt Auf WIE Sym 1

Dew Aus GEWCI n Sym Δ folgt idee wie MCI

einfach transitiv auf der Menge der Basen wirkt

Für re Auf ist A eine Basis also gibt es
Te WIE mit TINA Δ dir 5 5

3 5WIE

Offensichtlich gilt für Typ An 472 Du u 5

und Eg dass Syn Δ und Sym 1 5 fürTyp
Da Trialität Ja allen anderen Typen gilt SynA 1

III 6 Konjugations Isomorphie und Existenzsatz

Klassifizierungsschema Erinnerung char K O E K

g einfach E E irr Wurzelsys sindDynkinDing



Noch zu erledigen
1 Wohldefiniert Knabl vor der Wahl einer CSA h g
2 Injektiv Gilt für g g dass E E E I folgt 9 9
3 Surjektiv Ist I irr gibt es g einfachmit Wurzelsgs I

Sat II 6.2 Sei g halbeinfach mit CSAs h h g
Dann gibt es f Jut g mit fch h

Bev Aufwendig Humphreys 15 26

Satz III 6.2 Seien g g einfach mit CSAs hsg h g
sodass FEI induziert f h h Sei Δ C I eine Basis

induziert Δ CI Seien 0 Ega für Δ und OfXjeg'abel
Dann gibt es einen eindeutigen Joo Fi g g mit

Ffp f und F Xx Xx für alle α Δ

Bew Seien y g α yd G α für EA wie du

III 2 2 vi Sin D g g erzeugt von xdYogi
hä 1 Dann gilt für die Projektionen

90g
9

g
1

dass p und p p jeweils 700.1 sind
H 24.2

Für eine Menge X heißt 9 X LXZ.mg n9I oKX
mit Kommutatorklammer die freie Lie Algebra über X



Satz III 6.3 Serre sei irr mit Basis Δ da α

und g der Quotient von F Xi Yi hi 2 ich

nach dem Ideal erzeugt von

hi Lj
Xi y hi Xi y für itj
hi α α Xj hi y j di Yj
lad 51 5 1

x lady 5
y

Dann ist g ende dir einfach mit CSA h und 919
Bev H 28

III 7 Automorphismen einfacher Lie Algebren

Satz II 7.1 Sei g einfach mit CSA hsg und Basis ICE
Dann gilt Aut g Jut g Sym 1

Bew Aus Satz II 6.2 erhalten wir für jedes TE Auf
ein TE Auf g mit F T und CT Sym 1 Antg
definiert eine Inklusion als Untergruppe
Sei 9 Auf g beliebig Nach II 6.1 gibt es f Jut g
mit f g h h und wir erhalten fog re Auf

mit Ich 3h Nach III 5.2 gibt es T WII mit
Tore Syms Man kann nun EE Jut Of so wählen dass

g E f Fr mit E f e Duty TOTEST
Für JutgunSymI 1 verweisen wir auf Bourbaki SieVII53



 

2 Rechnen Sie nach dass so K Cgl K

tatsächlich eine Unteralgebra ist

2 Zeigen Sie für f K d k 2 K dass

i d K na K Mu K

ii talk f H mn K

3 Die Matrix Ofen K habe n verschiedene

Eigenwerte az an EK Zeigen Sie dass

ad die Eigenwerte ai ag mit 14C jan ha



 

Blatt 2

Sei g eine Lie Algebra über K

2 Sei agg ein Ideal Zeigen Sie durch

vollständige Induktion dass

D 19 D 1a für alle 470

2 Zeigen Sie dass 9 Radig
halbeinfach ist

3 Zeigen Sie dass g genau dann auflösbar
ist wenn es eine Folge
9 go 9,1 Ige 0

gibt mit Gilgen
abelsch für i O k 1



 

Blatt 3

1 Sei g nilpotent h g Zeigen Sie dass

hing k

2 Sei g eine Lie Algebra und a g sodass

Joe nilpotent ist und sodass ad x
a

nilpotent ist für alle Eg Zeigen Sie

dass g nilpotent ist

3 Zeigen Sie dass jede nilpotente Lie Algebra
0
g eine äußere Derivation besitzt

Hinweis Nutze of a K x mit an 4g
Dann gilt zog a 0 Wähle n maximal
mit zog a C g und ein beliebiges
z zog a 12 y Dann ist 8 g g
definiert durch S

a
0 und S X Z eine

äußere Derivation



 

Blatt 4

1 Zeigen Sie dass die Killing Farm B einer

nilpotenten Lie Algebra of verschwindet
2 Zeigen Sie das eine ZierAlgebra g genau

dann auflösbar ist wenn g g Rad B
3 Finden Sie eine auflösbare Sie Algebra g
mit B 0

Hinweis Auch in den Übungen gilt fortan
char K O und K K



 

Blatt 5

1 Konstruieren Sie eine irreduzible
slack Darstellung jeder Dimension 22

Hinweis Lemma II 8.2 Zum Nachweis der

Modulationen genügt es zu zeigen dass die

Endomorphismen 4 Z die selben Kommutator

relationen wie y z erfüllen

2 Zeigen Sie dass in den klassischen Lie Algebren
vom Typ An Ba En D die Diagonalmatrigen
eine CSA mit Dimension n bilden

3 Sei g halbeinfach und h 9 eine CSA

Zeigen Sie dass mg k k



 

Blatt 6

1 Zeigen Sie dass es keine halbeinfache Sie Algebra
der Dimension vier fünf oder sieben gibt

2 Zeigen Sie dass für jedes Wurzelsystem ICE
die Wege Gruppe W ein Normalteiler von Auf ist

3 Sei ICE ein Wurzelsystem Für EI 0 sei

122 und I Beweisen Sie

dass ein Wurzelsystem ist und dass kanonisch

WII EHLE Zeigen Sie außerdem dass

β β α und zeichnen Sie I I CE

für I vom Typ Az Bz Gz Gilt im Allgemeinen
I I



 

Blatt 7

Sei E I ein Wurzelsystem und 1 CI eine Basis

1 Für einen Unterraum E'EE und EI gelte
E E Zeigen Sie dass entweder α E oder

E'C a

2 Sei EI einfach Zeigen Sie a II α II α

3 Sei h Ep β und EA Zeigen Sie GIG G α

4 Sei re WII das eindeutige Element mit r E
Zeigen Sie dass in jeder Darstellung

6 52 5

von T als reduziertes Wort mit α EA jedes T

für Δ vorkommen muss Für welche irreduziblen

Wurzelsysteme von Rang zwei und drei gilt
r ide



 

Lösung 2

1 Offensichtlich ist so_ K gla k ein K Unter

Vektorraum Seien X y So K d h Tm MX 0

und yim my 0 mit m und I 8
Dann gilt
y m m y xy yt m m xy yt
ytxtm xtytmtmxymyx.EEEmy Ey I II o

i Wir zeigen zunächst für jeden Basisrektor

e c fi von d K dass

ei ER_ K für alle ER_ K

In der Tat gilt
cei.rs eix x.ee

Weil i Xii 0 und Xii Xai 0

ist dies eine strikte obere Dreiecksmatrix
Somit folgt d K Ma K mn K

Sei Fig die a Matrix if Dann gilt
j

für isj dass Lei Ii Iij also auch

ma K d_ K Ma K



ii folgt sofort aus i und folgt
ebenfalls aus i weil f K d K 2 K

3 Das charakt Polynom von XE gla K

zerfällt nach Annahme in verschiedene Linearfaktoren
Daher gibt es eine Basis aus Even für
und wir dürfen annehmen am
Dann gilt ady Ii Ii Fig Ii

ai Fig ag Ii Lai ag Iig



 

Lösung
1 Induktionsanfang

Es gilt g ja Gra
D grau

Induktionsschritt Sei g gta die kanonische

Abbildung Dann gilt D g ja D y

01181g D g 3 018 y 0187g
D g ja 8 49ha E 8 49 819ha
D 9 a

2 Sei an TRadg auflösbar b 0
für y grad g

Dann ist g
denn für E b y og gilt 0 y 3 Aly OG

e a also y x E b Außerdem ist b auflösbar
If I 6.3 denn b und In Radley sind auflösbar
Es folgt b Rad g also a b 0

3 Ist
g auflösbar liefert die derivierte Reihe

g Dog 101g 1 89g 0

das Gewünschte denn wegen D
g Dig Dig

ist Dig 8 g nach Konstruktion abelsch

Gibt es umgekehrt
9 go G E 1g 0



mit
Gigi

abelsch beweisen wir D'ag g
durch Induktion nach i

Induktionsanfang 8 g og go
Induktionsschritt Es gilt Ding Dig Dig
Logi g Weil 9 gut

abelsch ist

gilt für alle YE Gi das x go.es y Opie

Ogata d.h y ging Gut Ky Egie
Somit folgt D g Gi Gi Gier
Weil gas

0 schließen wir 8g 0 d h

g ist auflösbar



 

Lösung 3

1 Anwenden von I 7.5 auf ad h gl 91k
liefert ein e gib mit h eh für alle heh
d h h Ng k
2 Weil 9 9 nilpotent ist gibt es V50 mit

C 9 a 0 d.h Vlog a Somit

ist ad x

ewig
nilpotent für alle Eg

und daher Er g nilpotent laut Satz von

Engel Es folgt dass of nilpotent ist

3 Wir haben a g der Kodimension eins

Weil og nilpotent ist gilt dir 91cg.gg
Wähle einen beliebigen Unterraum a 9 g g

der

Kodimension eins und setze ptt a für
p 9 9cg.gg Wie schon gesehen gilt
a
of und dim a dim or dir an Cay oy
dir oy dir g g 1 dim Loy oy
dim g 2

Wählen wir g Ol folgt also g a K x

Velforraumzerlegung Falls a 0 gilt zog a

0g
0 Andernfalls gilt 2 a 01 weil on



nilpotent ist Wegen Z a zog a gilt also in

jedem Fall gg a o

Sei an maximal mit zog a C
g und

wähle z Jg a g sowie Gla
Dann ist g a K X und S g of definiert
durch Sfa 0 und S x z eine Derivation
denn für a 1 x a 1 00K X folgt
a 1 x a 1 an a 1 a 1 Ca

or also 8 a 1 x a 1 0 und

andererseits gilt auch
8 a 12 a 12 3 a 1 Sla 12 1
A Z a 1 a 11 X A Z

121 Z 1,1 z 0

Angenommen es gäbe ye g mit G ad y
Dann würde gelten Ly a 8 a 0 d h

3g a Clay also

z 8 x y 2 g
Widerspruch Somit ist 8 eine äußere Derivation



 

Lösung 4
1 Sei of nilpotent und X y g Dann ist
lad ady E End g ein nilpotenten
Endomorphismusdenn für alle ze g haben wir

lad ady z Coy und g 0 für nsso
Es folgt B X y Spur ladx ady 0

2 Sei g auflösbar Nach dem Satz von Lie

gibt es eine Basis von g bzgl der
adg tu K Für g g gilt folglich
ad talk Z_ K Rn K und somit auch

adxadyen.lk für alle y g Es folgt
B x y Spar lads ady 0 also lag g RadB

Die Umkehrung ist die Aussage von Korollar II 3.4

3 Betrachte die SieAlgebra g mit Basis

y und y Zum Nachweis der Jacobi
Identität genügt die Rechnung
Ly y Ly y Cy Cy

0 0

Es gilt 82g Kx kt 0 also ist g
auflösbar Bzgl der Basis y g haben wir

ad y Also gilt Bly y Spur 1 0



 

Lösung 5

1 Wir definieren m Vo v2 Um3K mit

der Bl K Wirkung wie in I 8.2 und zeigen
dass dies einen Homomorphismus ist K glCV
definiert

4 ve 4 x 4 Vi m it 2 4 vi
Im 2 X Vi m i 2 m 2 i 21 vi

m 2 m it 2 vi 2.1m i 2 Vi a
2 x v h Vi

h y Vi 4 y y 4 Vi i 2 h.ve m 2 y
i 2 m 2 i 1 vita m 2 i 2 Vita
1 2 i 1 Vix 2 y v h y Vi

y Vi IX y y X V i 2 X Vita
m i 2 y vi i 2 m i 2 1 Vi

Im i 2 i Vi im m i 1 1

Mitte i v m 2 v h.ve y vi

Sei 0 WE Ulm ein invarianter Unterraum

und O WEIßT View Sei in maximal mit 1 0

Dann gilt X w EK.ro also folgt W V d h

m ist irreduzibel



2 Sei g eine der klassischen Lie Algebren
Wegen I 7.2 bilden die Diagonalmatrigen eine

torische Unteralgebra d g Ist g trd
torisch und XE Z so ist wieder wegen I 7.2

diagonalisierbar und kommutiert mit allen ye d wegen
II 9.2 Weil aber in Typ

An Ii Inez ne Ed für c 1 h

Bu Iiii Izu i zu i
Ed für 3 4 1

Ca Da Iiii Izu i zu ie d für ist h

ist die gemeinsame Eigenraumzerlegung von und

alles yed bereits festgelegt d.h Ed und

d ist maximal tonisch Aus obiger Liste folgtzudem
dir d n

3 Sei Eng k Schreibe ho Efta gemäß
Cartan Zerlegung Dann gilt für alle heh dass

oh h 2 4 X E Ja also h

an 9,9 d.h 4 3 0 und somit

Ez h h



 

Lösung 6

1 Weil Wurzeln in Paaren auftreten ist

dir Ja gerade also dir g dim h 2

Würde also dim g 4 gelten muss dir h 2

denn es gibt immer eine CSA k 20 und g ist nicht
abelsch Aber dann müsste α für ein eh

gelten im Widerspruch zu E hi

Aus dir g 5 folgt dir h 1 oder 3 Falls

dim k 2 muss also dir g 3 Widerspruch

Falls dir h 3 muss ebenfalls I wieder

im Widerspruch zu E kt

Aus dir 0g 7 folgt zunächst dim h 2 3 oder 5

aber wie eben schließen wir dir h 1 oder 5 aus

Falls dir h 3 muss I It Ip was erneut

E kt widerspricht

2 Sei FEW ein Erzeuger und TE Auf Das

gilt für PEI dass
REIß ELECß LEIß α α

ß L ß E x T a Fca ß
Weil IRI E folgt TEE Fca in GL E

Wie jedes gehe von der Form g Ta 5,0 Tag



für 2 α EI ist gilt IgE Tra o Trat
Teesy Gelte

3 Die Axiome W2 und W2 sind für I klar

Seien α β EI Dann gilt G β G β

a G alp p L EI
Dies zeigt W3 Schließlich gilt ß α

p
cnn.ca

Dies zeigt V4 Der Iso WII WII folgt
aus To 5 für alle EI Die Identität

β α K P haben wir gerade gesehen Bilder

Az ist selbstdual

0 0Bz Gz

0 0

0 0 0 0
0 0

O O

Im Allgemeinen gilt nicht EI z.B B C



 

Lösung 7

1 Falls es EE gibt mit α 0 dann gilt
auch α 0 und aus X GL E E folgt
α F c E

2 Sei pe 1 α β Fahrt Are 220
Weil β Ix gibt es TEA mit k 0

Dieser Koeffizient bleibt in Rlp β β α α erhalten

also Maus Glp It und außerdem Talß α

weil schon Tal α α

3 Es gilt Tal B Tal B
ICE P E e x

4 Sei 5 5 Tu eine reduzierte Wortdarstellung
mit α EA Angenommen 17 β α für c L t

Nach 2 gilt rlp It Widerspruch

Durch Inspektion erhält man für irr von Rang 2oder

r ide hat Typ Bz Ge B oder G
rt ide I hat Typ A oder Ag
Für allgemeines irreduziblen I gilt
id WII hat Typ An Dane oderEs


