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Warm Up Lefschetz Fixpunktsatz
Si R ein Haupfidealving kein ende org
R Model und f V1 ein Endomorphismus
Betrachte go Utan Ä R

IFI Utan EY
Def W 2 Die Spur von f ist

Er If Er A EIA ER

Offensichtlich ist Er R linear und Erlider ru
Prop W i Er f ist wohlauf
ii Für fige Enden gilt Er fog Er g f
Den ii Sies A B e Ma R darstellende

Matrigen von Fig Dann gilt
Er A D II A B c EIJI Aig Bji
EILE Big Aig Er D A

i Für eine andere Basiswahl erhalten wir

Als Ü A er mit Ue Gin R der

ERA Er Ü A a Er A 4 at EA D

Prop W Das Diagramm
o wo v2 v O

o ii iii o

in f g R Mod habe exakte Zeile Dann gilt
Erg Erf t Erk



De Seien zunächst Vo V2 Ue frei Dann

gilt KE Vo V nach Zerfällungslemma I I 4.2s

und sind f h durch A B dargestellt ist g
durch 87 dargestellt Daher Gg Erf Erk

Führe den allgemeinen Fall auf der freien Fall

zurück und nutze angepasste Basen D

Def Sei X ein top Raum mit HÄH R endl.org
Halt D O für n N und sei f X X Dann heißt

Tplf Elf fol 2 Er Half ER

die Lefschetzahl von f
Offensichtlich gilt Tlf Ilg falls f g
und es gilt Talidy RIX

Sat W 4 Lefschetscher Fixpunktsatz Sei X ein

endlicher Simplizialkomplex und f X X stetig
mit TR f O Dann hat f einen Fixpunkt

Be Si f fixpunktfrei Wähle Metrik d auf X
Setze Eine dlx.GG 0 Sei L eine barg
grafische Unterteilung von X nd jeder Stern

Ist o Vereinigung aller r 20 FYI Durchmesser

Sz hat Zt simpliziale Approximation
K Thm 3.223 gibt es barg Unt K von L



eine Dimpligiale Abb g K s mit g f
und if dlg x f x beliebig klein Es folgt
glo n 0 0 für alle Sinplexe TE K Betrachte

O BECK z k HECK o

O ZILK H.LK K 9 BE.lk o

Es folgt Er Ig Hulk K H_ F K 1 ES
Er g Z K Zilk Greg B K BECK

trlg B.lk 0 Er Hilf Erlag B 1 8

Daher Er f Er g Efc 2 Er Hilg
Fol 2 Er

gg Halk K Halk K 0

weil g r no 0 für alle Te K D

Kor W 5 Verallg Brouererscher Fixpunktsatz
Si X ein endlicher Simplizialkomplex mit
Dann hat jedes f X X einen Fixpunkt
Der Es gilt Tlf Fol 2 Er H_ f ErHalf

Er idm 2 B

Bemerkung Es gilt allgemeiner

Tlf II indxf IEEE III indxf degti.nl
falls f nur ende viele isolierte Fixpunkte hat

Poincare Hopf Satz aus Diff Top



I Honologische Algebra
I I Projektive Moduln
Sei Rein möglicherweise nicht kommutativer

Ring mit 2 R Mod ist die Kategorie der

R Linkomoduln

Def I 2 2 Ein R Modul P heißt projektier
falls M N O Für jeden Epimorphismus

p M N und jedes f P NP
gist es g Pom mit f rot

Satz I 2.2 Folgende Aussagen sind äquivalent
i P ist projektiv
ii Jede S.ES O NE ME P 70 zerfällt

Es gibt s P M mit pos idp
iii Esgibt einen R Modul Q nd P Q frei ist
B o i O N

MEIfi
ii iii Wähle Epimorphismus p F P mit F frei
Nach Iii zerfällt Oskar p F P O Mit

den Zerfällungschemma TI I 4.25 gilt auch für
nicht kommutatives R folgt FE her p P

iii i M N O Setze f go o
F ft
Sipää D



Beispiele 2 R R M 7 12 ist für 122

nicht projektiv weil O 232 2 12 0

nicht zerfällt
2 R Ex F P Ex o ist projektrer
dean Polo E E Ex IF ist frei aber
P ist nicht frei wie IP 274

3 R CS f S IR f stetig Betrachte

TS Yes sir se SEIR ve R Stu SIR

p Ts s Is r o s

P M TS s s TS pos ids
Wegen des Isomorphismus

P CLS Ä s Ects R

Is f x s x f x

ist P projektion Aber P ist nicht frei im

Wesentlichen nach den Satz vom 2gal
Rosenberg K theory
I 2 Fundamentalsatz der homologischen Algebra
Def F 2.2 Sei M ein R Modul Eine Auflösung
von M ist eine exakte Folge

m M Mo M 0

d h Mx ist ein Kettenkomplex mit H.CM EM

und Hs M 0 für 172



Eine projektive Auflösung von M ist eine

Auflösung P mit Pr projektiv für alle her 0

Sat I 2.2 i Jeder R Modul hat eine

projektion Auflösung
ii Si Pao ein Kettenkomplex projektiver Moduln
Sei Quo ein Kettenkernplex mit Hr E 0 für k 0

Sei Pa Qr die abelsche Gruppe der Ketten

homotopicklassen von Kettenabbildungen P Q

Dann ist Pa Q 3 5 Homp Ho P Ho Q

f Holfe
ein Isomorphismus

Kor I 2.3 Je zwei projektive Auflösungen P Q

des selben R Moduls M sind kettenkomotopieäquio
Been Nach Surjektivität erhalten wir

Q Q Q m

P Pa Po m so
µ fit

HIP
Andersherum erhalten wir g Q Pr Es gilt
Holg of Holger o Ho fr idmoiden idm
und Hoff g ihm Aus der Injektivität



folgt g of Eidg und f 0g Eidg B

Bi von Satz I 2 2 i Sei M in R Modul

Wähle Po g B frei mit Po IM 90 und danach

Prüf
P.im o

induktiv
ii Surjektiv

a a Q 7 Ho Q

Ito Ta
PFEFFER 8 Hol 70

Der Hom fo hebt 408 entlang den nurg E hoch
Für xe Ps gilt pa x eher S daher

Elfolpalx als pa x 610 0 d h

Bildlfoopa E Kar E Bild ge Somit gibt es
eine Hochhebung f von foop entlang
gg Q Bild ge
Führe Verfahren induktiv fort

Injektiv Seien f g Pr Q Kettenabb.eu

mit Holf Holger 4 Zu konstruieren

h P Q mit Gez oh 4 2 P f gr



Q Ä Q IQ I Ho Q 0

Tag.EE Isii Tt s Tu
P S P I Po Is Ho P 0

Es gilt E fo go 408 408 0 d h

Bild fo g s Ker E Bild ge Erhalte

Q Ä Q

äh Ito go
Es gilt gao fz ga hoops foop _Joop
Groko pa Ifo go go ho op 0 Erhalte

Q Ä Q

Pfa ga hoopsü p

dann geht g oh hoop fz Ja

Führe Verfahren induktiv fort B

I 3 Tensor Hom Adjunktion
Für den Fall R Körper siehe ET Blatt 12 Aufs3
Sei R ein Ring M ein R Rechtsnadel
N ein R Links modul und X eine abelsche Gruppe



Eine Abb f Mx N X heißt R ausgeglichen falls
f los nen fln a fln
flat n a fern alt flat n
fln r a f la r a

für alle m m e M m n EN und re R

Def I 3.2 Das Tensorprodukt von M und N ist

eine abelsche Gruppe Mann mit einer R

ausgeglicheneAbb 0 Mx N MORN sodass die

folgende universelle Eigenschaft gilt

Ij

jeder n ausgeglichen
Mx N MORN Abb f Mtv X gibt es

einen eindeutigen Hom abelscher

Gruppen F Mann X mit f700

Existing Si Z Set Ad linksadjungiert

zum Vergissfundfor Ad Set und sei U SELM

erzeugt durch

la una m Cn n m m e M m n EN re

Sitze Ms N
REM Ja man in m m

Zu R ausgeglichenem f Mx N X erhalten eindeutig

FEE Ein



Eindeutigkeit allgemeiner Unsinn wie immer

Not Nach Konstruktion ist MAN MAN
funkteriell in M und N

Def I 3.2 Seien R S Ringe Ein R S Bimodal
ist eine abelsche Gruppe M die zugleich R Links
und S Rechtsmodul ist sodass Cr m s r en s

für alle me M re R und SES

Beispiele R ist ein Ma R R Bimodal

Ist R kommutativ und Mein R Rechtsmodul

so ist M ein R R Binodul mit r.mi m.rs
dran r m s mer s m r s m s r r ms

Ist M ein R Linksmodul so ist Mein

R K Bimodal das

r m k a ht n r m t am r m k

Sei B ein R S Bimodal A ein R Rechtsmodul

und C ein S Rechtsmodul Dann wird

A RB ein S Rechtsmodul durch

aab s a bes

Hong B C ein R Rechtsmodul durch

Cf r b fer b



Satz I 3.3 Der Frachter QR D Moden Mac
ist links adjungiert zu Hong B Moe Mooc

Homs AA B C E Homp A Homs B C

natürlich in A e Ob Noch und Co Ob Mac

B f A Homs B C ist R ausgeglichen
als Abb f A x B C Nach universeller

Eigenschaft gibt es genau ein I AaB C

mit f aab fla b für ae A be B Für Ses

gilt Kaas s If a b s Ifla bis

flach s F Eaa s Natürlichkeit

folgt ebenso nach Konstruktion von AGB D

I 4 Exaktheit

Def I 4.2 Ein kovarianter Funktor F von

Links oder Rechts R Module nach AI heißt
links exakt falls für jede S.ES

O M Ma 3M auch
O FCM FCM FIM exakt ist
rechtsexakt falls für jede S.ES

Ma Mz M 70 auch

FCM FCM FCM O exakt ist
exakt falls F links und rechtsexakt ist



Kontravariaat links exakt O Mz M M

M O FCM FCM FCM

Satz I 4.2 Sei Mein R Link modul Dann ist

Homplm linksexakt und C 0pm rechtsexakt

Die wir beobachten

Mz M
O m M 7M exakt

Mz M
m M 7M 70 exakt

Nach Satz I 3.3 ist Homplu recht adjungiert
und 0pm link adjungiert Nach ET Blatt 13

Aufg 4 erhalten Recht adjungierte Limiter und

Linksadjungierte Koliniten B

Prop I 4.3 Homp IM ist exakt M projektiv
Bear Homplm exakt

Für g A B surgeltier ist

go HomplM A Homp M B surj

Ein D



Dual gilt Ein R Modul M heißt injektiv
falls AI B o

Ä

Für g B A injektiv ist

og Hong A I Homp B I surg

Honpli I ist exakt

Warnung Für den Beweis muss geklärt werden
was Adjunktion für kontravariente Funktoren
bedeutet

Beispiele Q und 0 2 über 2

Gegenbeispiel Z über 2

2 e 0am

EinEd aber

Def I 4.4 Ein R Zinksmodul M heißt flach
falls 0pm exakt ist

Prop I 4.5 Projektive Moduln sind flach
Bear Ein freier Modul F C R ist flach denn

für f N M injektiv ist auch

fORF NORF EIN E FEM IM ORF



injektiv siehe unten Sat I 5 2 Für einen

projektiven Modul P sei P Q F frei also ist

for F IN P IN QQ IM OP M QQ

injektiv und somit ist auch faß injektiv B

Gegen Beispiele Q ist flach aber nicht

projektiv über 2 Nutze Q Rand u GEER L
Für n 2 ist Faz nicht flach über K
Betrachte 272

Bemerkung Es gibt

Immer frei projektier flach torsion frei
R AIR
R AIR
Meade er

I 5 Berechnung von Tensorprodukten
Satz I 5.2 Rechenregeln für Tensorprodukte
i Rap N E N Iso von R Zinksmodeln
ii m en R E M R Rechts
iii man EIN E E Man Ni
ir EM ON E E Mi RN

Beer i ii ran rn wohlauf sarjektiv

injektiv denn ri.no 0 ergibt Er ni EI Es



20 Erin 200 2 ÖÖ 2 0 0 0 0 0

iii ir moxl.E.si n E man D

Beispide Ja Man N gilt stets ma o O au O

Für eine endliche abelsche Gruppe G gilt Gaza0
denn für gage Gaza gilt gag gar Gl

LEIER
0 Fa o

Es gilt 4 z Kim Iggten m

Anwenden von z Kim auf
272 Faz 0 liefert

Im 4m 7m20 Kfz 0 d h z.z

zum Is arm KÜEIT Iast für dggtln.rs
Dazu sei ä Ö

d h k l d llr.nts.nl
dir m m also ler in Ch D

2 6 2 902 2 202 6 418 E

2 1813 02 6 E 4g 2304 2
Invariante Faktoren Elementarteiler



I 6 Der Tor Funktor

Def I 6.2 Sei M ein R Rechts N ein R Linksnodal

und Pg M eine projektive Auflösung Die i te

Torgruppe von M und N ist
Tor M N Hi IORN für i O

Prop I 6.2 Tor M N ist bis auf Iso wohldefiniert
Bear Sei Q M eine weitere projektive
Auflösung Nach Kor I 2.3 gibt es 0 5 Pa die

nach I.nl bis auf Kettenkonotopie eindeutig ist Weil
C RN R chain K chain Kettenkomotopie

erhält werde C AN an auf dikthikfig
gibt es einen ausgezeichneten Joo

frag HilPOR N ÄH Q ER N LH D

Der ausgezeichnete Iso frag erlaubt die

funktorielle Definition

Tor M N xep.IM ilP 0N fpglprlxl pra

g N N induziert id og.PORN P.SN
und damit Tor lid g Tor M N Tor MN

f m n induziert
Pi Pi Pi pi so

iii Ein



bis auf Kettenhomotopie eindeutig und bestimmt

daher eine ausgezeichnete
Kettenhomerfopieklanef_idn.P RN Piep N und damit

einen wohldefinierten Homomorphismus
Tor f id Tor M N Tor m N

Satz I 6.3 2 Für projektion Q N gilt
Tor M N E Hi Map für i 70
2 Ist R kommutativ gibt es einen hat Joo

Tor M N Tor N M für is O

Beer Lück Alg Top Jenna 6.223 B

Prop I 6.3 Wir haben einen hat Joo
Tor M N E M OR N

Bear Sei Pa M projektion Dann ist

Pea N DoOR N MORN O

exakt also MORN E Coker P Op N DoOR N

Hol P an N Tor M N B

Die Tor Funktoren beschreiben die Abweichung des
Funktor Gp N davon links exakt zu sein

Toril N sind die Linksableitungen des

Funktors RN



Satz I 6.4 Tar L E S i Si O Mo M MIO
5 E S von R Rechtsmoduln Nein R Linksmodul

Dann gibt es eine hat C E S

Torf Mo N Torf IM N Tor M N

Tor Mo N Tor Ma N Tor Ma N

MoOp N M A N M Op N O

Iii Si O Mo M MIO 5 E S von R Linksmodeln

und N ein R Rechtsmodul Danngibt es eine hat C E S

Tor N Mo Tail N M Tor N M

Tor N M Tor N M Tor N M

N AnMo NORM NORM O

Lemma I 6.5 Hufeisenlemma Sei 0 Mo Mz M 0

5 E S von R Rechtsmodulen Pi Mo und Pi M projekt

jo I
i

O MOI M MIO

Dann gibt es eine prog Auflösung Pi Mz
und Kettenabbildungen in P Pi p P Pi sah



i
o p fies o

o s p 3 o

iii ii
kommutiert und exakte Zeilen und Spalten hat

Notiz Wegen Satz I 2 2 Iii zerfallen dann die Zeilen
und es gilt PEE PI PL nach Zerfällungslenna
T2 I 4.25

Beer von Lemma I 6 5 Setz Pi P P

co und po die kanonische Inklusion und

Projektion Ip
in 40 E Sei

Mz 7M O

ja
p

und setze Elp t Dann kommentieren die

unteren zwei Vierecke Aus dem Beweis des

5er Lemmas TZ II 2.2 folgt E ist surjektier
Nach dem Schlangendenna TI I 2 2 ist die

erste Zeile in



o skri skari skeri

soosf.int 3 o

oi I.IE
wieder exakt denn Coker O

P
p

wir erhalten

o ski skwi skeri

soo.itE
iii ii

und daraus induktiv die Aussage des Lemmas D

Kew von Satz I 6 4 i Nach dem Hufeisen
lemma haben wir eine 5 E S von Kettenkomplexe

o Pi Pi Pi 0

die projektive Auflösungen von Mo Ma und Ma
bilden Wegen I 2 2 ii zerfällt die S E s in

jedem Grad Daher ist
O P N PIGN PLAN O

wieder exakt und wir erhalten die C E S aus II I 2.2



Iii Sei Pr 7 N projektion Dann ist
0 Pr Mo PAM Pg QM O

exakt weil laut Prop I 4.5 projektive Modeln

flach sind Wir schließen wieder mit T2 I 2.2 D

Beispiele 2 Ist M oder N projektiv
ist O MEM 70 eine prog Auflösung
also Tor M N O für ez L

2 Insbesondere gilt Tor M N 0 für ist

falls K ein Körper ist denn Vektorräume sind frei
3 Sei G eine Gruppe dann wird KG zum
Gruppensieg von G durch die Multiplikation

Joangg Essig ja Eals.milg g
Betrachte 2 als IG Rechtsmodul mit

1 Zaugg joking
der triviale KG Modul Z

Für einen KG

LinksmodulMgilfZRGM M4g.m nrgeG.meM G

Koinvarianten
korn Ch m

20m m wohlauf weil 2 Igm m

209m 20m 2am 20m O



Die abelschen Gruppen Hi LG M Tür K M

bilden die Gruppenhonologie von G mit M Korff

zu o si sza EE 5
gr 2

tagmentierungsideal

endet die Tor C E S in

O HalG m Ioan m Mg 0

d h Hz Gin E her Iaea M M

Ist M ein trivialer RG Modul d h jedesgeG
wirkt identisch folgt MG M also

Hz Gin E IgM EIGG REM E

E Iga Qq M EIG 02M

Lemma I 6.6 Es gibt einen hat Ino IG Ez IIe
Bew Es gilt IG ISG ZEIL g x x X I
und I wird von den Elementen x g 2 für geG
ergangt Weil g x x glg 2 g 2

gg g g 2 Ig 2 g 2 e I folgt die Bah D

Lemma I G 7 Es gibt einen hat Iso FILE Gab

Ben Betrachte 4 G II
g g 2 I



Es gilt 4 gh gh 2 I gh 2 g 2 Ch 2 I

g 2 4 2 I U g 4 h Erhalten

Gas III
Betrachte 4 I Gas

g 20 g GG
Es gilt 411g HC 2 1 4 Igh g 4 2

4164 2 g 2 4 2 ghjEEG.GS
G G Erhalten 7 II 7 Gas und

Toi ideas Ü T idi nach Konstruktion B

Somit haben wir gezeigt
Satz I 6.8 Für einen trivialen KG Modul M gilt

Hz G M E Gas FM

Setzt man noch wie üblich Hi G H G 2

gilt also Ho G ER und Hz G Gas

Bemerkung Sei X weggolgd G Talk Wähle

ES E HÜLS Erhalte

Hurra Ta X H X

f S 783ms f 5

Dann gilt
I X Hi X Harewieg

Sä Gas Satz T2 I 5 4



E X HÄ X H G 0 Hopf

Hurewicy Hur ist Iso falls G 2

Prop I 6.9 i Toritgem N E EI Tor Mj N
ii Tori IM EIN g Toi M N

Bear Folgt aus F P OR N E PS RN D

Satz I 6.10 Berechnung von Tor über HlRan
Sei R ein Haupfidealring Mein R Rechtsmodul
und Nei R Links modul Dann gilt
i Tor M N 0 für ihr 2

ii Sind M N endlich erzeugt induzieren die

Inklusionen Toro n EM Tors N EM einen Iso

Tori Taro n Toro N E Tor M N

iii Für r se RI o gilt
Tai RIN Ms Yggrens

Ben i Über H Rea sind Untermodeln von

freien Modul frei Also kann

O her F F IM O

mit freiem F gewählt werden
ii Weil ME F Tors m N F Tag N mit F F

frei folgt dies aus Prop I 6.9 und i und Bop 2



Ciii Betrachte 0 RER RUM O

also gilt Tor Eeg Ries Eher Bes Press

Setze die ggt ris und r r'd s s'd

Dann ist rief also der Rs Riess
her Ms FR Cs x.SE jXEYJ R

CdDXsc 1X

I 7 Der universelle Koeffigientensatz

Satz I 7.2 Sei R ein AIR und ein Ketten

komplex projektiver R Modulen mit C 0 für n O

Dann gibt es ja jeden R Modul M eine nat S.ES

O Halle am Hals 0pm Tor Anal 1 0

z M H ZOM ist durch
für alle u20 Die 5 E S zerfällt über
Sa Tor Herz G M Ha TM

und Sa ist natürlich in M aber i A nicht in

Kor I 7.2 H ORM ICH_ C 0pm TorIH_G m

ist durch H und M bis auf Isomorphie bestimmt D

Bear von Satz I 7 2 Betrachte die S E 5 en

i O s zu E Cn Ba s 70

ii O B EZ Ha 70



Die S E s i zerfällt weil über Alken projektive
Moduln frei sind und Untermodeln von freien
Module frei also projektier sind Erhalten

O Z am GM B 20pm O

und dies ist eine 5 E S von Kettenkongslexen
wenn wir Z A und B 20pm als Kettenhom

plexe mit trivialen Differentialen auffassen
Mit T2 I 2.2 gibt es eine 4 E S

DARM ZIGM SH IGQRM SB GRM IZ.FM
Die Tor L E S g i endet in

O TIIH.CC M sBaQpMiFZaapM sH.K gm 0

Aus der Konstruktion der Randabbildung im

Schlangenlemna folgt Sanz in idm Somit ist

O coker f Hat 0pm her Sa 0
115

Ha C am
s

Tor Hust M

exakt Links invers zu da ist

Hall RM Ha C RM
com rule 0m

DT T
nichtnatürlich natürlich



Satz I 7.3 Sei R ein H R H HÄ R CX A

ein Raum paar Mein RModul Danngibt es eine nat S ESOHalt A 0pm H X A M Tor Halt A M o

die in X A nicht natürlich zerfällt B

Beispiel Erinnerung T2 I 3 3

E
O sonst

Wir berechnen

Ha RIP 2 2
2

O oder O Ed n ungerade

0 sonst

Tor Aa 2 RIP 2 2 2
2 Ed u gerade

O sonst

also folgt mit dem U K S

An RP Erz Jz
O En s d

sonst

Tatsächlich ist CE RP 2 2 für die Standard

CW Struktur auf MP gegeben durch
0 2 252 25 52 0



I 8 Der Ext Funktor

Def I 8.2 Ein Kokettenkomplex besteht aus einer

Familie von R Links oder Rechts moduln

und Homomorphismen S 2 mit 8 38 0

Beobachtung Ist Mein R Linksnodul so ist

Homple M R chain 2 cochain

2 Horn M 702 2

f D Hom Dx M Homalen

g g f
ein kontravarianter Funktor Für kommutatives R

und einen R Modul M ergibt sich

Honple m R chain R cochain

Sei ein Kokettenkomplex Setze
Z der 8 C C Kozykel
B Bild 8 C Koränder

Def I 8.2 Die h te Kohomologie von C ist der

R Model H C FB
Def I 8.3 Seien M N R Linksnodules und P M

projektiv Dann definieren wir die abelsche Gruppe
Extra M N H I Homp Pr N



Bemerkung Wie für Tor geigt man dass Extilm N

unabhängig von Pr M und feuchteriell in M und Nis

Esgilt Extü M N H l Homplm I für
jede injektive Auflösung N I

Prop I 8.4 Es gibt einen nat Iso

ExtilmNIE Homp M N

Bear Sei N I injektiv Betrachte
O Hangeln N 7 Homplin I Homplm I
also Homp M N der Homp M I Homp M I

HolHomp M I E Extra M N B

Satz I 8.5 Ext L E S Zu einer S E S

O Mo Mz M 0 von R Link nadeln
und einen R Linkomodul N gibt es net L.E.S.eu
i o Hong N M HomplerMz Horn N M

Exti IN Mo Exti IN M ExtilN M
xf N Mo

i 0 7 Homp Mz N 7 Homp Mz N Hong MoN

Extz Ma N Extt Ma N Exter Mon
Ext Mz N 7_

Bear Dual zu Satz I 6.4 injektiver Hufeisen
Anna B



Prop I 8.6 P projektion Exti P N O für ist
und jeden R Modul N

Bear Nate P P 0 Nach I 8 5 i

ist Homp P exakt d.h P ist projektro nach I4.3 B

Prop I 8.7 i ExtilgM N E TE Exter Mj N
ii Extra M EIN ETAExter M N

Bear i Pf Mj JEP Mj

HomplgePI N E Ii Horn PI N HL D

Beispiel Die abelscher Gruppen
H G M Extäglz M

bilden die Gruppenkohomologie von G mit M Kaffee

Satz I 8.8 4 K S für kokettenkomplexe
Sei R ein AIR Ca ein Kettenkomplex projektiver
R Moduln mit Cn 0 für n 0 und M ein RModel

Dann gibt es eine nat 5 E S

O Extra C M H Hannes M FHomp H_ M 0
Es f Cz f z

für alle nz 0 Die S E S gefällt über Sn natürlich
in M aber i A nicht natürlich in C D



Sei N ein KG Linkomodel Die Ext L.ES 3m
O I KG 72 70 endet in

NG ne N g n n für alle ge G Invarianten

O TIN HonalkG N 4 HomalI N
Extfalz N 70

Es gibt e 0 falls N trivialer ZGModul ist d h
H IG M E Hamza I N

Satz I 8.9 Für einen trivialen ZG Modul N gilt
HZIG N E Hana Gas N

Bear Betrachte Hongroup G N Hamza I N

f lagig
ztsflglllfaignsulg.tlu

Nachweis der Homomorphierigenschaften Übung D

Bemerkung Die Gruppe H G N Extialker
klassifiziert Erweiterungen

z N EIG 2

sodass die Konjugationwirkung von GE EIN auf
den abelschen Normalfeiler NIE durch die

RG Modulstruktur von N gegeben ist
eine tele n für alle e E E GEN

und zwar bis auf Isomorphie 2 NEEEE 2

Namensgebung Ext



Ist N ein trivialer RG Modul klassifiziert
H G N demnach zentrale Erweiterungen von

G durch N

I 9 Künneth Sätze
Sei nun R kommutativ

Def I 9.2 Seien und Der Keltenkomplexe
über R Das Tensorprodukt ORD ist der

Kettenkomplex an D p CpsDg mit

2 1 0 JEC ey 2 Prod y
EIDG

Notig 2020 x y 2 12_ x yt 2 Prada y
L 2 Jp x adg y 1 2 Pdp x 0dg y o

Def I 9.2 Die Alexander Whitney Abbildung ist

AW CII Xx T R C IR GEILER
r E An XXT EI TIcva.ivis TIcui.n.v

Sat I 9.3 Eilenberg Zilber Die Kettenabb Ann
hat ein Kettenkonotopieinverses EZ

Kor E 9.4 HIJCXXYRIEHLCICIRIQRCIICY.RS D

Beweis von Sat I 9.3 im nächsten Abschnitt aber

TI_II 1.12



Sind X und Y Zellkomplexe und ist X oder Y
lokal kompakt so ist XXT ein Zellkomplex mit

Filtrierung Xx Y
p

XP X und daher

ÄH FRIES CIA R REIM R CIX GELD

also HE X T R E H_ CELLER RÜCK R n

Satz I 9.5 Künneth Satz für Kettankomplexe
Seien und Der Keltenkomplexe projektieren Modeln
über einem HIRR mit C D_ 0 für n 0 Dann

gibt es eine nat 5 E S

O pqdtuK2 RHnlDA sH.CC EDIjfn.nltpCC HgD 0

die nicht natürlich zerfällt
Beer Betrachte zunächst den Spezialfall 29 0

für alle u Dann folgt 2 80 4 1 024
d h bis auf das Vorzeichen ist OpD

CiORDe i und daher

HatCARD EIIH kiQRD Ejg.EC 9tnlD i

if Hill 9 Hai Dax sowie Tori Hplc Hg D E

E Tor Hg Dg Ö also gilt der Satz



falls 29 0 In allgemeinen Fall betrachte wieder
O Z GÄB_ 0

wobei Za und Bee triviale Differentiale haben
Weil R ein HR ist und projektion also frei
ist sind Z und Bar ebenfalls projektion Daher

0 77 9 D ORD B QRD O

und wir erhalten

E
grip anHG H_ ORD pgrnBp z pHglDH

9wobidieRandabb.rnSwieder von den Jaklusione

in B E Z induziert werden Daher

0 coker Sanz Halle D her 8 0

und Coker Suez pfg.at
C anHgl denn

coker ip id
Hm Kocher ip Hg D wie C Hg D

rechtsexakt ist Außerdem her 8 Epfg Tor Hplc Hg
durch Summieren von

o Tori Hplc HolD Zpo g D
E BjöIga

laut Tor L E S II 6.4 Zerfällungs und

Natürlichkeitsdischussiern ähnlich wie bei U K S B



Satz I 9.6 Kenneth Satz für Räume Si R ein

AIR X und Y top Räume und H HIT R

Dann gibt es eine nat 5 E S

Oje anti Halt 4 E Tor Apex g 0

die nicht nat zerfällt
Bear Sätze I 9.3 und I 9.5 D

Kor I 9.6 Ist R K ein Körper so gilt

pfff GHz
E H Xxi D

Für K O folgt b XXX Fg bp X bgl
falls X und Y endlich dir Honologie haben und
nicht verschwindende Homologie nur in endlich vielen

Graden

Satz I 9.6 Kenneth Satz für Paare Sitz ein HIP

H A und Y B abg Kofaserungen und H HEY R

Dann gibt es eine nat 5 E S

O pfählt A an Holy B

HalXXT Xx Bu A Y

p Tor Hplt A HgüB 0

die nicht nat zerfällt
Bear Zeige Ha CI X AR REES Y B R E



E H_ CII Xx T X Bo AXT R u.a mit Hilfe
von Ausschneidung B

I 20 Azyklische Modelle
Sei C eine lokal kleine Kategorie und Rein komm Ring

Def I 20.2 Ein RE Modul ist ein havarierter

Funktor C R Mod Homomorphismen von Re Modeln

sind auf Trafo.cn Kategorie Re Mod

Bsp Ist C Did_ so ist ein RE Modul M

ein R Modul und Homme M N Homp Ml Nl

Ist C G für eine Gruppe G so ist ein

Re Modul ein R Modul M mit einem

HomomorphismusG Auf M d.h ein RG Modul

und HampelM N HonnefMC Nl Ml ML

E ii
Eine Folge von Re Modula O Mo M M 70

heißt exakt falls 0 Mo x Mal M G 0

für alle e Oble exakt ist

Def I 20.2 Ein Rl Modul P heißt projektier falls
m N so



Für einen projektiven RE Modul P ist jedes PC

für re Ob e ein projektiver R Modul Setze Ney
L L Warnung Die Umkehrunggiltnicht

Def I 20.3 Ein Re Modul F heißt frei falls es
Objekte Xi ie in C gibt sodass F nat isomorph ist

c RE Home x

Die Objekte Xi heißen Modelle von F

Prop I 10.4 Freie Rl Modeln sind projektion
Beer O B d A F R Home X für ein xe Obe

Betrachte insbesonderez.z MY N

µ g ey Nix 0E
im

RCHomelx x

Sei me M x ein Urbild von g x id unter e Cx

und setze g x lid m Für fe Home x y ist somit

durch die Natürlichkeit forderung an 5 vorgegeben
g y f Ily food Ml f y id ulf m

Nach Konstruktion gibt
es y Ely fl 9 Ml f m Nef le n

N f Iq x id q y Elf id gly fonds
q y f d.h GoT g B



Beispiel CES R Top R Mod ist ein

freier RTA Modul mit Modell An
C R R Honig An

Somit ist CII R ein Kettenkomplex projektiver
RTs Modeln Der gleiche Beweis wie von Sat

I 2.2 liefert
Satz I 20.5 Sei Pao ein Kettenkomplex projektierer
RE Modeln Sei Q so ein Kettenkomplex mit Hel 0

für k 0 objektweise Dann gibt es einen Iso

P Q Hampe Hoop Hoo Q B

Satz I 20.6 über azyklischeModelle
Sei Fro ein Kettenkomplex freier RE Modeln und M die

Mengen der Modelle Sei G ein Re Kettenkomplex

mit Hal G x 0 für alle xe MeuMerz und h
Dann gilt F G Hampe Hoof HooG

Bee so wie Satz I 2.2 wobei die nat Trafo
ähnlich wie in Prop I 20.4 durch ihre Komponenten
an den Modellen bereits festgelegt sind B

Beweis von Satz F 9.3 Setze C Top Tag
F CITI x R G CESC RIETH R

Es gilt
Fa RC Homie Aa ER Hone IAEA x



d L F ist ein freier Re Model mit Modell A xd
Ähnlich erhalten wir

G ftp.gcj R an C R

fpegRCHomTalApiiI3 pRCHomTop_lAg.I

Greg R Honig Ap Honig Ag

Ypg R Home Ap Ag
d h G ist freier Re Modul mit ModellenApxAg
für peg a Für alle pig gilt Apt Ag
daher Ha FI Ap Ag Hr IG Ap Ag 0

für alle pig und 972
Betrachte 44 4 H G X Y Hol F KY

H C X R E C RI HEJ X T R

C ray es x y
Die nat Trafo Y ist wohldefiniert weil I Zaid tide

woraus folgt dass 4 Ränder in Ränder überführt
Nach Sat I 20.6 bestimmt 4 bis auf Kettenkonotopie
die Kettenab EZ G F mit Ho EZ T Weil

Ho EZ o Ho AW id und Ho AW oHo EZ id

folgt EZ AYE id und AW o EZ id D



 

I Kohomologie
I 2 Eilenberg Staurad Kohomologie theorien

Sei R ein kommutativer Ring
Def I 2.2 Eine Kohonologietheorie mit Werten in

R Mod besteht aus Montravarianten Funktoren
H Top R Mod für nel

und natürlichen Transformationen
8 Hao S H für ne 2

mit J Top Top X A A O sodann

Homotopieinvariang LES und Ausschneidung wie on

T2 I 5 2 mit umgekehrten Pfeilen gilt

Def I 2.2 Der singuläre Kokettenkomplex von CIA

mit R kaff ist Öiag X A R Homp Cid X A R R

Die a te singuläre Kohomologie ist

Hing X A R H Cig X A R

Beobachtung Ching X A R E
Homp KEI X A R R E

E Hamp IRGC X A R R

Home C X A R Ist A 0 folgt
Hone El Honig I X R E

Hong Hort Ist X R



Satz I 2.3 Singuläre Kohomologie ist eine

Kohonologietheorie
Bear 2 Honotopieinvariang füg
C f C

g und of ist eine

Ko Kettechomotopie von C Cilf gut 0C
g

2 L.ES Die S E S

O C A RI CIA RII.ci x Aint so

zerfällt weil T J X Bild on XIA 0

eine Basis von Cid X A R ist Es folgt dass
0 Hong CI Ct A R R HompleECK R R

Homm CIS A R R o

exakt ist Der duale g Satz T2 I 2.2

liefert die geforderte nat C E S

3 In Beweis von Sat TI I 4.2 halten wir

für ASYL X mit Ä E gezeigt dass die

Inklusion eine Ketten hon ägnio
CII XIA YI A R CIA X Y R

induziert Wie in 2 erhalten wir dual

Cti X Y R Cing XIA YI A R B

Bemerkung Wie zuvor ist für einen R Model M

auch HSingt M Cingli D pm



eine Kohomologie theorie mit Werten in R Mod

Satz I 2.4 Hing 8 erfüllt das Dimension axiom

Hing M 0 für n 0

und das Additivätsation Multiplikaticitätsation

Hing Inti m EEG Hing Cti m

Bear Din Ching
i M O 3M IM M IM 7

0 2 2 3
Add wie in Prop I 8.7 D

Sat I 2.5 4 K S für sing Kohomologie
Si R ein HR Dann gibt es eine nat S E S

O Ext Harz X A R R

H X A R Hong H H A R B O

die nicht nat zerfällt
Beer Anwenden von Satz I 8.8 auf CETA A R D

Kohomologie ist durch Homologie festgelegt

II 2 Motivation

a wird nötig

tja

texte
relevant g

B Obstruktion theorie

D O

I
mit flüfo



in mit felsig
0

423

a Tat fünf
E Tan X Salon alda 0

a e H X Tag X Fortsetzungsobstruktion
Weiteres Bsp Charakteristische Klassen

Sei G eine top Gruppe by Tag Set

belt G Hauptfaserbändel über X

Eine char Klasse ist eine nat Trafo by Ht

balk 7 b C

f X 4
ist ü gg

d.h elf Pl fcCP

Es gilt bes E BG Goarda Lemma

Char Klassen bye H Nat b H H BG

2 Bezug zur globalen Analysis
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n

und in der Kokettenkomplex der Differentialformen

auf M Betrachte

im 7 Hong LEIM R
laichttrio Gig IM R

w long do w

Dann folgt aus den Satz von Stokes



In dw o I M draw ALTE
2 2 1 2

gg
Toi w ÖLIG rJf Tw

mit i JÄHEIT d h Is ist eine Kokettenabbildung

Satz de Rham H I Häm M Es HingCM R B

3
Produktsfraktur setze C X EH.igX X YEHonplc.FR

Ex Cal X Cn Xxx eig einlegen
induziert HECH HELIX HIGH X

Wir erhalten mit A X 7 Xx X x es ex x das Produkt

V HICHXHEIH HEIM X X E HEEL

Cup Produkt Hält go Hält ist
ein graduierter Ring Achtung A ist nicht zellulär
Wähle zelluläre Approx der Diag Al A

I 3 Multiplikative Strukturen und graduierte Algebren

Def I 3.2 Sai H 8 eine Kohomologietheorie
mit Korff in R Eine multiplikative Struktur ordnet

jeden Raum X ein Element 1g EH X und

Teilräumen A B EX eine Familie R bilinearer Abb.es

v HP X A x HG X B HP X Au B zu sch



1 er natürlich ist für f X A B CIA B
2 u graduiert kommutativ ist

Für ne HP X A und ve HT 4 D gilt
nur 2 Perron

3 u assoziativ ist wulauer nur w

4 Für ne HP K A gilt Irun nur 2x a

5 Ist j Aung X eine Teilrauminklusion ne PCA

und ne HTC gilt
Spla un Sparta Harig r

Bemerkungen Wir sprechen auch dann noch von

einer malt Struktur wenn sie nur für bestimmte

Tripel X A B erklärt ist z.B Auß A B schnittig

Def II 3.2 Eine R Algebra ist ein R Modul A

mit einer R bilinearen Abb M A A A

äquivalent einen R Hon Aap A A sd

A m ein Ring ist

Eine graduierte R Algebra ist eine R Algebra A mit

einer Zerlegung A
p

AP ad M AP AT EAPer

Elemente in AP heißen p homogen Eine graduierte
R Algebra A GAP heißt graduiert kommutativ



falls mlu r 2 Pam Iv n für ne AP und ve 19

gilt Für a e AP schreiben wir lat deg a p

Beispiele 1 Ist H eine Kohomologiefheorie mit

multiplikativer Struktur so ist

HIX ge HP X
eine graduiert kommutative graduierte R Algebra
2 Der Polynomring Q REX ist eine R Algebra
Den Erzeugern Variablen seien feste Grade
deg Xie Rao zugeordnet Dann ist Q

p
QP

mit Qp Xi Xi Ei ii deg p
eine graduierte R Algebra Sie ist graduiert
kommutativ falls deg Xi Ezzo für alle ist a

und oder falls char R 2 Sie ist immer kommutativ
3 Die äußere Algebra Apftes x ist der

freie R Modul R Xi Xie in in

mit festgelegten ungeraden degxi ER so und

Apftes X AREA wobei

APRIX X R Xii Xie in is Edegxi p

Die Multiplikation ergibt sich aus den Regeln
Xix Xj Xi und Xi Xi 0 und ist grad komm



Def II 3.3 Sind A GAP BE GBP graduierte
R Algebren so ist das Tensorprodukt die graduiert
R Algebra

AIR B Gz Gg APADT
mit la b a'ab 2 äa bb

für a GAP a'GAP be Bar bloß

Sind At und Bt graduiert kommutativ so auch

Ara B

Beispiel
In x Xu Ap y gym after X Y y

I 4 Multiplikative Strukturen auf singulärer Kohomologie
Setze III 2 und betrachte die hat Ko

kettenabbildung
Home X R anHome Y R Home XQRC.at RER

fog m xoxynfexaga

Komposition mit Home AW Raz R R ergibt

HomalleX R anttomal GY R HonalCIX Y R

In Kohomologie erhalten wir daraus



HP Homal X R Op HT Homal 4 RI S

APT Home X R an Homall Y R

HPA X T R

mit x f Lg fag also insgesamt

HP KR OR HTC R APT XXT R

das Ikohomologische Kreuzprodukt

Def II 4.2 Das singuläre Cup Produkt

HP X R O HTLV R HAT ER
ist die Komposition
HP X RIGHT X R HFG XXX R ÄHNTER
mit A X XXX XP x x

Bemerkung Wie am Ende von I 2 gesehen haben

wir für einen Zellkomplex X auf der zelluläres

Kohomologie
Htw X R H I Homme CIA R R

auch ein zelluläres Cup Produkt

Aus der Def von AW folgt die explizite Beschreibung

des singulären Cup Produkts für einen p Kozykel U
und einen g Koggkel 4



4 v 4 T U T
cro up Cup per

Sie

ne Home Cp X A R Re Home Cpt R Msi
E Home Cp X B R Re Home Cpt R Mg

Es folgt
UVA E HOME VGA C B R

Falls Au B A B schnittig ist gilt

Horak Xp_ eng
R E Home KAUB R

und wir erhalten

u HP X A R OR HOCH B R ANTIK AUD R

Sat II 4.2 Das Cup Produkt ist eine

multiplikativeStruktur in singulärer Kohomologie

Baar Zur Vereinfachung nur der Fall A B 0

Sei 2x E Ho X durch den konstanten Koggkel
CIX R Trs 2 repräsentiert Dann ist 4

klar 1 3 und 5 geigt man leicht durch Nachrechnen



2 Graduierte Kommutativität Betrachte die nat

Kettenabb p X X

Involution T TS TZ TICK wo

Die nat Trafo s Pe C bilden

eine Kettenabb von RTop Kettenkomplexen mit

po idc.ly Aus Sat I 20.6 folgt p ich

Außerdem gilt
pa ptt C 2 t.pt v4 denn

pneu get F L 2 EIN cup
LI 1IGIcn r

greift fit v4 und

piegitptgtlpeqllptg.at 12ps 2g 2g 2g 2ps

piept ging pg Epg 2 D

Prop I 4.3 Für ne HP X R und Ye HUY R gilt
4 4 prfe u priv

Bemerkung Gilt auch für ne HP X A R und

HE HTCY B R



Beer
HIX R am LY R

prjapr.ieoNat.vonXHIXxY R QRH IXxY R H X T R

iii Ein
1

H CX T R L D

Prop II 4.4 Das Kreuzprodukt
X R OR HUY R E HIXXT R

ist ein Homomorphismus graduierter R Algebren

Denn 2 z x la b la ab aab u a 5

C S 2 lava b b

R S axb u a xb EY pria u prib ulpriäuprüb
L 2 Ipriaupria pribupryb
L 2 pri aua u prüf b b

EC 2
la

a a x b v5 D



Sat I 4.5 Kohonologischer Künneth Satz für Räume
Si R ein AIR und seien X A und Y B abg
Kofaserungen sodass Hp X A für alle p endlich

erzeugt ist Dann gibt es für jedes n O eine nat 5 E S

O pgp HP X A RIGHTLY B R

I H Xx Y Xx BU AXT R

pfn.TO IHPCX A R H9LYB R 0

die nicht nat zerfällt

Been Allgemeiner Fall ähnlich wie in Homologie
Satz I 9 6 Für einen Körper R folgt der

kohomologische aus dem homologischen Satz

E HP X RIGHTLY R ES HIXXT R

u.K.SE
pfgatomnlttr.lt R R S Hong Halt R R

La fn.ms

pfgettonplltplt
R ap Holt R R

Horn pfg Hp X R anHg R R En Hong H CAT D R



mit L 604 x y KCH Uly Weil dinnltp.lt RICO
ist x ein Joo B

I 5 Berechnung von Cup Produkten

Sei HF HTing 2

Beobachtung Gilt MIX
1 0.2

o sonst folgt
X E Ag LI mit In 3 denn

2g x x Ig L und Luxe X O

BA Nach U K S II 2.5 gilt
S E Honal s 2

1 92
O sonst 1

denn Ext Hals 2 0 für alle nz 2 weil

Hals stets projeltier ist Also folgt
SZ E ALLI mit K L

Satz I 5.2 Es gilt H T E IC an d Kit t

Bear Induktion über n Anfang Mit der

Induktionsvoraussetzungfolgt
HIT E H IT SIETE HÄTTE HISTE
A he das 02h da E 1 da X D

Tor I 5.2 Für IT Uz v4 ist U oder U nicht gangbar
Beer Andernfalls wäre Laut 0 lt Blatt 8 Auf 2 D



Wie wir bereits wissen folgt
belt Rang H IT Rang H IT

Rang di da d ä

Beispiel Konstruiere einen Raum X mit
H X E Alda da g

g de
Idi

Insbesondere soll also gelten
HO X E Z 2x HZIX ERC La Le g J
H X E ZIEL g gg H CHE O

Betrachte T mit der Standard Zellstruktur
Für einen Teilkomplex i X ans T ist

i ATT H X sarjektier
denn CI X ES ÖLT ist split injektion also ist

Home CST 2 Home CIU 2 speit sarg
und CETA also auch Home CST 2

hat triviale Differentiale
Es gilt also X E HIT her Ani

Aus dem Beweis von Satz I 5.2 folgt dass unter

H T E HIN T die Ringergenger di den dualen

nutzen k s and I Zellen ei entsprechen undJer Lemma



das Cup Produkt di dj den Zellenprodukt fixe
Also hat der Teilkomplex X ET der durch

Entfernen der Zellen erste und latente

entsteht die gewünschte Eigenschaft
Warnung Solche Realisierungsprobleme sind i A schwer

Seien X und Y weggshyd Betrachte Xo4 mit

p X T X und py X Y 4 Es gilt
H Xu 4 E

So

HSCHOHEIT h 2

Prop II 5.3 Seien Le H X und pe H Y holzt

Dann gilt pinupf ß O

Ben Sein Ex X X T und in Y X Y

die Inklusionen Dann gilt
E pinup p pxoixtxulp.org

WO O dem

Y 4 1.1 0

XIII HEATH für L

Genauso if pinup p O ß O wie

if II H Xu T ÄH C H T folgt die BehB



Beispiel die Räume X IT und Y Str Str s

haben isomorphe Homologie und Kohomologiemodule

aber verschiedene Kohonologieringe

Beispiel Zion IT

Offensichtlich sind Ho p und Hz p Isomorphismen

H_ p H E ER KOREA TTT ist die

Diagonale Xo tot denn seien pa p IT T

die zwei Projektionen dann gilt

Hd 1 HIT
I e Es C Es I E

2,210 H gg D

Genauso

L LE
Ä INE D HIT ID

Hz E ÄH 22 2,1 D ÄH Zu D ÄH 2 0

denn o s karf Z 2 70 darf frei her f 0

Mit a K.S folgt
HIT T Ä HYE

115
Hip

115

Home H TI 2 Home A 221,2
115

202 Is Ö



Wir betrachten

HIELT A HYE T HYE
p p T E Ip

HIHIHI Qq HÄTT I H TI IT

Tripriori P
HLT E H T S HYCHY

Setzen wir U K s

HOC E ER ZE

HI E EZ.az Zt Kfz Kp
H E E 28

folgt also

zu L 8 ß zu ß 8 Li U ß O Li p O

Bemerkung Die Verallgemeinerung zu 2g ist klar

Satz I 5.4 H RIP 2 2 E 24 a In L

Beer Setze HT H L 2 2 P RIP er
Laut T2 II 3.3.3 gibt CI P 2 2

o s
212 97

2
2 5 57 0 daher

n 2 0

CärIP of 42 E KE EE o
n 2 0



d L H pa
2 Osten
o sonst

Außerdem gilt für das k Gerüst pa P und

deshalb ist H P es P für k su t ein Iso

Bleibt z.z Für as EH P gilt raus da

Setze b a k Zeigen allgemeiner Leute an

Haben Einbettungen PrEP Exo X Xo X O O

Pls P Xo X O O Xo Xe d h

Pen Pe CO O L O 03 Betrachte die affine0 k 2 h 1 2 n

Karte
4 U xo X Xs O ÄR

Exo X I TIEF
Sei p O O L O 03 6210 Erhalte das Diagramm

HIP HIP H P

T T
HELP P P HIP PIPI ÄH LP PT p

16 4 116 4
HINTER HURTIRTREIF HIN R Ifo
CREME AMT FIRST REH TI 31
HIER 9 HER RT o

Außerdem gilt



HMM IRINA HER REGIE HIN Milo
E E

H II SIS O HUI SIE I H LI JI

E E
H IT TYD HTT TIDE ÄH IT T

fh.ES L C E s

H IT O HTT ÄH IT

Um noch ja zeigen dass die markierten Pfeile Joo

sind betrachte

HSIPYEHSIPYPE IEEHEIPYPYPY HGR.MYRY

HYPE Heiß pe YEHelpet.pe ftp.ECRYI d
Defretn

Der Pfeil nad damit alle Pfeile ist ein Iso weil

P IP ein Def ref von P ist

Xo X 2
2 E Xa I E x D

Sat II 5.5 H EP 2 ER Cazung la

H RIP 2 2 E 2 2 23 121 1

H GPS 2 ER LI la 2



Beer H EP 2 ähnlich wie oben

HYRIPT Ek GO H RPF E 2 24
als graduierte Kz Vektorräume klar Für L ß EHTRIPTE

gilt L ß auß E ÄH RPF GEH CLIP 12
mit NS O H EP_ 2 genauso B

Wir berechnen noch H RITZ und wenden den Moran

Funktor RP Ring Rt auf 2 772
an Auf Kohettenkomplexebene

eine z K O

E Eiko
Es folgt H CRIPT 2 H CRIPT 2 2 ist injektiv mit

Bild Go H RP 2 2 d h

RIP R E RI mit KI 2

Wil H RITZ E HIRN 2 für zu folgt
H RIP 2 ER LI ung 1 1 2

Für RP endet der zelluläre Kokettenkomplex in

0 2 Iz Ez O

o Eike YEO
2m42



Daher

H RIP R E RCMP
za aura xp peg IN 2 Island

Beobachtung H LIRA 2 E MP S 2

als Z Algebren aber TRIP RIP VS g B

wie H LIRA 2 2 E H CHIP VS Zh denn

für CHE Htt D gilt x 0 links und 0 rechts

I 6 Anwendungen des Cap Produkts

Erinnerung Die Hopfabbildung ist

2 5 s
n
exe

Logo stereograf Prog

z H EI
Nutze Polarkoordinaten zur Visualisierung
gerzeien r ein fg eins a

dt jur S rein rein ritri 2 Er
also sind rz r festgelegt und U2 U beliebig
Urbilder von Kreisen unter g sind Tori



Beachte Die Fasern von g sind Kreise ez U

ist festgelegt Weil girlNordpol und Itl Südpol
verschlungen sind gilt dies auch für je zwei
andere Fasern Beweis Verschiebe die Basispalte
stetig zu

Nord und Südpol

Sat I 6.2 Die Hopfabbildung ist nicht nallkomotop

Jenna I 6.2 Ist f X 34 nullkonotop so ist

g Y Cg ein Retraht III Ij
Bea Si h X I Y mit ho f und ha yo konstant

Definiere r Cf Y z
Z Zeil
hlx.tl Z flx.tl e FKK

stetig und roj idy B

Bear von Sat I 6 2 Es gibt

s IIE s

s E Sling
Bleibt z.z EP EP ist kein Refrakt

Angenommen es gäbe eine Refraktion r EP EP

sodanroj id pz.Daan ist r H EP HIEß
US

Co2
s

ZEBIAß



mit Kl ß L injektiv und daher r x A ß mit keV

denn r ist graderhaltend Somit folgt
O NCO r ä r x E ß O Widerspruch B

Auf ähnliche Weise entstehen Hopfabbildungen
v St S und r S 758 aus Quaternionen

und Oktaven algebren
Broome Bridge Dublin

Die Quaternionenalgebra ist

It I i j k mit i j k ijka L

Es folgt ij ijk k jk injk i

ki k kl j j ij k ji ja i hi hi je ih

mit quaternionischer Konjugation
a bite jede a bi cj dk

Die Oktavenalgebra auch Cayleggehlen ist

IH IH mit Multiplikation nicht assoziativ
0 0 0

v2 v2 Wz Wz Lvz Wz E V2 Vi Wit Wi
In folgendem Sinne sind R G A und O

Divisions algebren



Def I 6.3 Eine Lendl dim reelle Division algebra ist

ein Paar R wobei für a Max R IR gilt
2 a btc a b t a c bee a b a t c a a b cER

2 r a b r a b a r b a.be R TER
3 es gibt een mit a e e a a ae IR

4 rosa x x t t a definieren Bijektionen
IM R für alle a ER I o

2 2 bedeuten dass IR bilinear ist

Def I 6.4 Die quaternionischen und oktavischen

Hopfabbildungen sind

v St s

Hellt Ä o

d 0 525 998
11 01

0 0 UN

definiert durch z z Z Zi

Beachte A und O sind normiert mit IHM X F F x

also folgt für x Er dass x x F x 1

Alternativ Für alle a be 0 ist a b EO assoziativ
und a

t
a 2 impliziert a a

t
a ätaat somit lt 2

a a t.LI a a
t 0 also folgt aus 4 dass a it 2



Ähnlich wie zuvor folgt dass und r nicht L sind

S I IHR E S

I I
e

D8 App

S OP Ess

Iso Ip E Cr

H HIP 2 E 2431 1 1 4

HIOB L E KEI d 1 1 8

Kor II G 5 Die Homotopiegruppen 1,653 77159
und Tas 58 sind nicht trivial

Bemerkung ELS T Colin Taz S E 72
EU T coaling Tee 15 E 2 24

LETS T Colin Taz S1 E 7240 Scherer

Warnung Man kann OP nicht für n 2 definieren
denn zum Nachweis dass z z 7 LZ s Z

für ke eine Äquivalenzrelation definiert benötigt
man Assoziativität

Sat I 6.6 Hopf Ist R eine Divisionsalgebra
so ist es eine Potenz von 2



Beer Definiere g S XS S x y ts

Es gilt ge x y gtx y get y also erhalten

wir g RIP RIP RIP und damit

g H RITTE HTRIP X RP
115 115

2 2 87 ru KH B x ß

mit L ß E HTRIP X RIP gegeben durch
a pri r ß pri r für pro RPF RÖHRE

Setze g t katliß Si j RIP TRIP ERP
x e le

Dann gilt jo jo idppenz also lee 9

r j E g r 9 gilt l j p h ji priv
e jilpr.CM E

d.h k l 2 somit g r L ß Es folgt
O
g

O g r g r atp EEG Xp
up

s

Es muss also gelten 1 EO 2 für k I n Z

oder äquivalent 2 X 2 in 2 25 3

Schreibe n n t tun mit jedem ni eine Potenz von 2

und nac hr Dann gilt 2 8 2 7 2 x

2 2 8 Betrachtet man die ni in Binär



darstellung erkennt man dass 2 17 2 7

tatsächlich aus 2 Summanden besteht Also folgt
aus 24 1 2 8 dan r 2 D



 

I Poincare Dualität

R kommutativ H H D HEHing

Einfachster Fall Für eine geschlossene a dir

Mfk M gilt HIM Zh E Helm 2 2

Z B M T dinar H M 2 2 ding Halm 2
as d Lokale Eigenschaft globale Konsequenz

I 2 Das Cap Produkt

Sei X ein top Raum und R ein kommutativer Ring
Wir definieren
n C X R an Cing X R C X R

o o U T U Gero ve love Vere

Lemma I 2.2 Es gilt dank on 84 1 21 Ilona
Ben Jon U Fü 2 Taro ü ne

EY 25610
cnn.nu ve Toren 415 evo ve

Ein 2 racolero ve Tiere un ve
nee

on 84 4151cm ve EE.IT crei ur Vere
on 86 1 21 blond B

Es folgt Zykeln Koggkel Zykel
Rand n Kogel Rand

Zykel n Korund Rand



Def II 2.2 Der induzierte Homomorphismus

h Hexe X R o Hex R Halt R

heißt das Cap Produkt Es hat die relativen Versionen

1 Hexe X A R OR HIX R Halt A R

n Hue X A R Op He X A R Hr X R

n Had X AUB R RH X A R Hr X D R

Letzteres für LAUB A B schnittig Distribution erhalten wir

X A R O H X R H X A R

mit H pfottp It goHP

Prop II 2.3 Durch das Cap Produkt wird

X A R zu einem H CX R Rechtsmodul

Funktorialität Zu gegebenem f X A Y B

ist H X A H Y B ein Y Homomorphismus

wobei wir für LE H Y und EH X A definieren

x x x n fix
Für x e H X A und ne H T gilt demnach

f Isn Fa f x na

Bear Distributivität und n 2g x sind klar



z.z Für re Gült A de Bing X pecGing X

pegel gilt rna n ß an auß
on a TI wo up TlCvp hee

on a n p IT
cro up P TI up ve love irre

an auß auß l TI Cro ve Steve ver

Zeigen Funktorialität auf Kettenebene
Für re life X A Le Ching Y gilt

für
f f Tenor res loves neee

L f TI Cro ve f Ihres irrte
D

Laut Tensor Hom Adjunktion liefert der auf Hon

H K A R Horn Halt A R R

den Homomorphismus

H X A R s Halt A R R

Def II 2.4 Die zugehörige Bilinearform
Halt A R Hr IX A R R

heißt das Kronecker Produkt

Prop III 2.5 Für Le H X A PE HUTA Xe HaeltA

gilt auß x B in 27



Dear Auf Kettenebene nachrechnen Hausaufgaben D

II 2 Orientierungen
Sei Meine d dir Mannigfaltigkeit
Jenna II 2.2 Für EM gilt

He IM MI x R E
R kid
O sonst

Beer Wähle eine Umgebung USM von x mit KEIR

Dann gilt HalM M x B EitelU U x

E Hel Rd Rd I o E Hal D 5 TL II 2.20 D

Def II 2.2 Eine R
Orientierung von M ist eine

Familie von Erzeugern µ e Hd M MI x R xem

sodass Mx sen folgender Kompatibilitätsbed genügt
Zu jedem XEM gibt es eine Umgebung UEM von x

und Mae Halm Mia R sodass für alle yell gilt
im µ mit i m Mlu M M I y
Die µ heißen lokale R Orientierungen M heißt
R orientierbar falls Meine R Orientierung besitzt und
M heißt R orientiert falls eine R Orientierung

gewählt ist Unterdrücken wir R in der Notation

ist R R gemeint



Prop II 2.3 Jede Mannigfaltigkeit ist Zz orientierbar
Beer Folgt aus Auf 2 2 2 D

Prop III 2.4 Sei KIM kompakt Dann gilt
i Ag M Mlk R O für is d

Cic Ist ne Helm ulk R trivial in Hd M.MIL R

für alle XE K so ist a O

iii Ist g an eine R Orientierung von M so

gibt es ein eindeutiges Element ME HdCM MCK R

das sich für alle EK zu µ einschränkt

Beer Schritt 2 M R KEIR konvex

Sphäre samik xer

Weil K konvex sind SCMIK

und So MI x Defornationsrefrate

1 p
Mit 5er Jenna folgt

Helm MIK E Helm MS x i Cii Liii folgen
somit aus Lemma III 2.7

Schritt 2 Gilt die Prop für Ka K und Kan Kz
so auch für Kavka
Mit TI II 4.2 und Ter Lemma erhält man eine S E S

von Kettenkomplexen



O SCI MIKUK CIIMIKZIOEIIMIKI K.IM kanki
die die folgende lange exakte Mager Vieterin F induziert

42 Uz th Uz 42

Heath Ek HKM Kuk Helm kat Helhlkd sttelmlk.sk
Ö für kratz fürs d i

Für kid ergibt sich dass der Homomorphismen

Hd Ml kauk 9 Hd Mika HalMIk
n az 2

injektion ist Ist u trivial in Hd M x für
alle Xe Kau Kz so ist ne trivial in Halm x

für alle e Ki i 2,2 Nach Voraussetzung folgt
ni 0 und mit der Injektivität somit neo Cic

Wegen der Eindeutigkeit ist µ kann das Bild

von µ unter Ha Miki Halm kann ke

Also liegt um Ma in der M V F im Kern

hat also ein Urbild µ one Hd Ml kauke und

dieses ist eindeutig weil Hdez M Kank 0 C

Schritt 3 Die Prop gilt für M R und K Eski
mit Ki konvex

Induktion nach a net laut Schritt 2



Schreibe K Ä Ko K o Eiko
Es gilt k n Eike Ei Käfig

Also folgt

die Aussage aus der Induktionsvoraussetzung und

Schritt 2

Schritt 4 Die Prop gilt für M R und KE Rd

kompakt
Für Cz e Hal R K sei Ko EIRIK die Vereinigung der

Simplere des Randes IZ Weil Ko K kompakt also abg
sind und RT aormal ist gibt es 850 mit d Ko k 8

Wut K kompakt gibt es W E Btx K mit xie k

also gilt Wn Ko O und daher
C E Bild H RUIN Hö R K

Laut Schritt 3 gilt aber Hill w 0 für isd c

Für Loi bleibt wegen Schritt 3 noch zu zeigen
Verschwindet z in Hd R x für alle e k

so verschwindet z auch in Halk x für alle sehr

Sei also ye Bs Xi B Dann haben wir

Halt W Hd Mdl B ÄH CRM x

Xp M Xxi
und aus Xxi 0 folgt Xp 0 und damit auch Ly O



Für iii wähle R 90 sodass B BR o K

Dann ist für jedes KEB die Abb Halk B ÄH 8 14
ein Iso Für jeden Erzeuger ne Hd Rd I B sei

Pa Xe B x bildet ab auf µ
Es gibt also krg.li B disjunkt Aber wegen der

lokalen Kompatibilität von g and ist jedes RSB

offen denn für re Pa gibt es eine Umgebung
UE Rd and me Hd Md 4 mit nur µ für
alle ye U Weil an Mx folgt das Mutiny
für alle ye U also Us Pa Weil B golgd ist

gibt es also einen einzigen Erzeuger ne Halk B

mit angry für alle KGB 2K

Schritt 5 Die Prop gilt wenn KEUEM Mit KEIR

Nach Ausschneidung gilt Hr Mtk EH Ulk Schritte

Schritt 6 Der allgemeine Fall

Wähle für jedes E K eine Umgebung Ux EM mit

Ux Ux ER Weil K kompakt ist gibt es Xa Xe

Ek mit leid K Wegen Schritt 5 gilt
die Prop für Ux Da n K und alle Schnitte

dieser Mengen Wegen Schritt 2 folgt die Prop für K B



Bemerkung Zu jedem x EM haben wir XEBEUEM
JeDIE Idund damit

Hd MIB Halm I x

115 Us

Hall UI B Ha UI x

11s Is

Hd MID E Hd R ol

d.h lokale Orientierungen können in Umgebungen

von Punkten kompatibel gewählt werden aber generell
nicht global

Ei
Ist Meine glatte Mannigfaltigkeit entsprechen die

gezi Erganger von Hd Ml x 2 ER den zwei

Orientierungen des R Vektorraum IM Basanti
mit B B dit Mai 70

Satz I 2.5 Sei M eine geschlossene d h randlos

und kompakte zusammenhängende d Mannigfaltigkeit
Dann gilt
2 Ist M R orientierbar so ist

Halm R Hd Ml x R um µ
für jedes e M ein Iso



2 Ist M nicht R orientierbar so ist µ mm
injektiv mit Bild isomorph zu re R Zr 0

3 Helm R 0 für is d

Beer Zu 2 Die Sarjektivität folgt aus Prop II 2 4 Live

mit K M Es gibt
her HdCM RI Ha Ml 8 R

her HdCM R Ha MIS R Halm In D
mit U wie in der letzten Bemerkung Gilt für
µ Halm R also Mom 0 so gilt µ ftp.go
für alle ye U Weil M gusammenhängend ist folgt
µ My O für alle ye M Mit Prop II 2 4 Lid

folgt µ 0

Zu 2 Injektivität gilt wie eben gezeigt Für die

zweite Aussage nutze die zweiblättrige Orientierungs

überlagerung z.B 5 RP T K Hatcher 5.234236

Zu 3 Prop II 2 4 i mit K M D

Def II 2.6 Sei M wie in I 2.5 und R orientierbar

Dann heißt jeder Erzeuger MI e Halm R eine

Fundamentalklasse von M



Beobachtung Laut Sat I 2 5 i entsprechen sich

Orientierungen und Fundamentalklassen 2 2

und es gibt RI verschiedene Fundamentalklasen

Ist M trianguliert und M2 Eia r eine

singsligiale Fundamentalklasse unter dem Iso

T2 II 2.3 so gilt für xen Ä
Halm R E HALM x R ER

MI A a ri Erzeuger
also a E R Außerdem gilt Er A M

den M 0 E Halm H falls Er 1

R R M T T

iE
I 3 Der Abbildung grad für Mannigfaltigkeiten

Def II 3.2 Seien M N gahgde orientierte geschlossene
d dir Mfken und f M N Dann ist der

Abbildungsgrad von f die eindeutige ganze Zahl

deg f ER mit Half EMI deg f N

Offensichtlich stimmt diese Def im Fall CMI CN

5 mit Def TI 4 I überein



Beobachtungen Ist f nicht surjektiv gilt deg f 0

deg fog leg f deg g

deg If M N deg f M N wenn

M die andere Orientierung trägt

Bemerkung _Für glatte Abb.ee glatter Mfk es

stimmt deg f mit der differentialtopologischen
Invariante überein Seminar Duff Top T2 4

Insbesondere gilt die Formel

deg f zügig sign def Darf

für jeden regulären Wert ye N

II 4 Der Dualitätmatg

Satz II 4 I Poinearer Dualität Si M eine

zusammenhängende geschlossene R orientierte

d dimensionale Mannigfaltigkeit Dann ist

D MI HÄM R Halm R

für jedes k ein Isomorphismus



Idee Poincare

M liefert eine duale
Zellstrahtur

u

h Zellen Cda za

Beispiel M S
O

AI F

Erhalten nicht ausgeartete Schnittpaarung
M Q C M R

Adjungiert einen Ino G M Ä M

Hd M EH CM B

Vorbetrachtungen zu Koliniten von R Moduln

Sei I S eine gerichtete Menge d.h s ist

eine Halbordnung auf I und ja x y EI gibt
es stets ze I mit sz ysz Setzen wir

Hong x y
Sy

0 sonst
wird I In einer

kleinen Kategorie



Ein Diagramm F I C nennen wir gerichtetes

System in C und colin F falls existent heißt
gerichteter Limes oder direkter Limes von F
Notation Colin F hin Fci

Sei nun C R Mod Wir beobachten

Direkter Limes ist exakt Sind

F Tz Is hat Trafos mit

O Fali Feld F i 0

exakt für alle i o I so ist

0 hi Fali hin Frei hin F i 0

exakt Kalines ist i A nur rechts exakt

AIF AHB A B

E E
über gerichteten System auch diaksexaht

Ist C die Kategorie der Untermodula eines

R Models N und Flieg Flo E FG gilt
ein Flo Ye Flo I folgt aus naiv Eig
Ist d EI hofinal d h tie I I jet isg
gilt digga Il Edin c

Flo



Def I 4.2 Sei X ein top Raum und

C X R E Sing X R der Teilkomplex aller

G X R R für die es ein Kompaktum
Ka S X gibt sodass als 0 für alle r X

mit HÄ n ka 0 Wir nennen

HE X RI H ICKX RI
die singuläre Kohomologie mit kompakten Träger von X

Notiz Ist X kompakt gilt HECK R ATX R a

Der Kokegel X X IK R C CX R KExkomp

induziert einen Iso

hi CIX XIK R E CI Cx R

SEIT HK R

Somit erhalten wir

LIEFLIXIERI HECK R

Prop II 4.3 HT R cochain R Mod ist kostetig

für ein
Beer O hin Z ein C ein C

O ein Z ein C
t sein B O

O sein B ein Z ein H O



Somit hin Z Z hin
ein Bilge his Z MIC EHE Ä B lege
ein IC Z Es C B by C H Idi D

Wir haben also einen Isomorphismus

HECK R E dinHFXIK.RS
Sei nun Meine d dir Mannigfaltigkeit mit R Orientierung

g em Laut Prop II 2 4 iii gibt es ja jedem
KIM kompakt ein eindeutiges MKE Hd MIR R

mit Mann für alle xek Aus der Eindeutigkeit

folgt Mamma für KEL und daher ist

HAIMIK R IT
Helm R

an in
i Manila omen a Man a

ein Kolegel über den gerichteten System
HULMIK R KEM kompakt Wir erhalten

Palm HEIM R E einzenHalMIK R Helm R



Sat III 4.4 Poincare Dualität nicht kompakte Version

Seid eine d dir R orientierte Mannigfaltigkeit Dann ist

Palm HEIM R He CM R

für jedes kein Isomorphismus

Aus obiger Notiz folgt I 4.4 II 4.2

Sei nun Merkur mit U V offen Für jedes kompakte
KE U LEV erhalten wir aus der dualen 5 E S

von Kettenkomplexen in Schritt 2 des Beweises von

Prop II 2.4
O SCI M KUK CIIIMIKZIOEIIMIKI EIIMIKs.sk

die M.hr Folge
HMM Kn C HYMIK HEIM C HIMIKUL HTM KAL

Mit Ausschneidung bekommen wir

HIGH KAL HEIKIK H VIL HMM Kuh H IUVIK.cl

wähle Kaen ha Er mit E Knin höhnt V
Dann gilt Knut M Anwenden von dir ergibt

H Uno HEIM H r Hlu H unt s



Prop II 4.5 Das Diagramm
H Uno HEIM H r Hlu H Unt s

Planer faul Plus Paul Plan

i Ha.elUnvI sHal4l HaaCvl sHaelml sHae.funV
kommentiert bis auf das Vorzeichen
Bear Für die ersten gerei Quadrate folgt dies
aus der Koggkelbeschreibung der involvierten Abbildungen
Für das dritte Quadrat man die Konstruktion der

Randabb aus der Schlange lemma herangezogen
werden Hatcher Lemma 3.36 5 2463 A

Beer von Satz I 4.4 Zwei Induktionsschritte
I Gilt M nur mit neuem offen und

sind Pla Plo und Planer Inas so auch PCM

Folgt unmittelbar aus Prop II 4.5 und dem Jer Lemma

I Für Uz EU E EM mit Kiki M und

P Ui ein Iso für alle i ist auch PIM ein Iso

Nach Ausschneidung gilt
H a Eliza Ui K

Elisa
IM K

und daher

Es HEIM EjezeiHTMIK HELM



Andererseits gilt auch
fies Ui n

weil jede singuläre Kette kompakt getragen ist
und damit in einer Menge Ui liegt
Nach Voraussetzung sind

Hin
p
ÄH

I I
HEU jap min

isomorphe gerichtete Systeme und damit

Pm HELM Ez HEU E die ai EHM

Nun der eigentliche Beweis

Schritt 2 Der Fall M R Es gilt
HILIR E

LEE HIRAI K EM HEIR B o

weil B o kofinal in KER komp ist

Das System HAIR B o ist offensichtlich
konstant und daher

HECHT E H I Rd I B o E Da sage R d
0 Joan



Genauso gilt
d IRIE Hd

R D

o sonst

Wir müssen also nur zeigen das

Pa Rd H Rd Ha Rd

ein Iso ist Wie oben gesehen genügt es dazu
3 geigen dass

MBaco n H IR Baco 7 Hd Rd

ein Joo ist Weil Harz R Bald projektion ist

folgt aus den U K S das
H IN I BI CO Ä R

L H X µ Baco

ein Iso ist Ebenso ist

Ho RM Ä R

W H IH.CN

ein Iso Erzeuger trifft Erzeuger Also ist

M M Bacon ein Iso genau dann wenn

ZHOLIRT MB o

ein Iso ist Letzteres gilt weil



ZH_ IRA MB.co n U ZH.LT IM Bio

X MB o

Schritt 2 Der Fall M ER offen
Wir geigen zunächst für jede endliche Vereinigung
V2 u u Vr offener beschränkter konvexer

Mengen Vie R ist Pr W ein Iso durch

Induktion nach r Anfang Für Venus gilt VE Rd

also ist PLO ein Iso nach Schritt 2 Induktion

schritt Nach Jad vor ist PC Vau _u r a

und P van Ur v u von an r ein Iso

Außerdem ist Pr Ur ein Iso nach Schritt 2

Also ist Pr r ein Iso laut I

Nun ist IR M jo Ui abzählbare Vereinigung

offener Bälle Setzen wir Vj kg hi so

ist wie gerade gesehen P j ein Joo für
alle j Nach I ist somit auch PIM ein Iso

Schritt 3 Der allgemeine Fall

Wir zeigen 3nnächst für jede endliche

Vereinigung hinzu u Vr von offenen



Mengen Vieh mit Vieh Rd offen ist P V

ein Iso durch Induktion nach r Genau wie

eben ersetze nur Schritt 2 mit Schritt 2

Nun ist M gereifabzählbar und deshalb
M EI k mit REUEM offen Setzen wir

Yi Yang hi so ist wie gerade gesehen P Vj
ein Iso für alle j Nach I ist somit auch

P M ein Iso B

II 5 Folgerungen der Poincare Dualität

Satz II 5.2 Sei Meine geschlossene ungerade
dir Mannigfaltigkeit Dann gilt KIM 0

Dear Sei kein Körper Wie in Sat 72.11.2.8

sieht man für einen endlichen Kettenkomplex
endl dimensionalen K Vektorräume dass

C 2 dir Cr C 2 dink Ha C

wie n Kfz orientierbar ist zeigt Poineare

Dualität mit d dim M dass dinar d s M

ding M 2 2 Edding Helm 2 2



Für jede Zellstruktur von M falls existent

gilt deshalb
KIM EIL 2 1 Zellen Eil 2 dimg.CM

EIL 2 dinar Hä M 0 D

Def II 5.2 Eine d dir Mannigfaltigkeit mit
Rand ist ein zweitabzählbarer Hausdorffraun M
sodass jedes e M eine Umgebung USM hat
mit MEM oder UE x2 a ER Xd 20

Die Punkte die keine Umgebung UER haben

bilden den Rand IM EM Offensichtlich ist
DM eine randlose d 2 dim Mannigfaltigkeit

IM

Def II 5.3 Si M eine Mannigfaltigkeit mit
Raad 2M Dann ist das Doppel von M die

randlose Mannigfaltigkeit definiert durch
Im M

III



Sat II 5.4 Ist Meine ungerade dim

Mannigfaltigkeitmit Rand so gilt KLM 44
Beer Lauf Additivität dar Euler char 52.17.2.20

gilt ZUM KHM ACDM 0 D

Korollar II 5.4 Ist eine Mannigfaltigkeit u

ein Rand d L M 2W ist KIM gerade

Bear Ist dim M ungerade gilt 121M 0 22 Ist

dim M gerade folgt dies weil RCW ER nach Def D

Also sind die nicht 2 orientierbaren Flächen

ungeraden Geschlechts Neu z keine Ränder

denn RINK 2 2 24 2 262 4 2

Insbesondere ist RIP und allgemeiner TRIP kein Rand

denn K RIP L

Weil R EP zu 2 ist EP eine E

orientierteMannigfaltigkeit die kein Rand ist

Nen RIP und EP sind Ränder

nullbordant Bardismus

Sat I 5.5 Sei M geschlossen und R orientiert

Dann ist die R bilineare Abbildung



HAMM R HEIM R R

x pl Lauß CM

nicht ausgeartet d h die induzierten Abb en

4 Helm R Homp Hd CM Rl R und

Halm R 7 Homplithem R R sind soo

falls R ein Körper ist oder falls R R und

wir HIM R durch HIM R Torsion ersetzen

Beer Für ne HIM D ist die Komposition

F HMM R Hom Helm R RIEHEN HTM D D ER
gegeben durch Ftp Lp MIn 29 CLUB CM

Wil h nach Voraussetzung und U K S und

Palm nach Poincare Dualität Iso sind

ist auch u ein Joo Weil auß CMI

C 2
d

pur M L MIN ß

ist auch 4 ein Joo B

Korollar II 5.6 Si M geschlossen und orientiert

und sei LE HÄM 2 unendlicher Ordnung und

kein echtes Vielfaches Dann gibt es Be HMM

sodass auß HIM 2 ER erzeugt



Bear Nach Voraussetzung ist x ER ein direkter

Summand von Hu M also gibt es eine

nicht triviale 2 Linearform S Halm e 2 mit

x 2 Nach II 5.5 erfüllt p ä S die

Relation top MI L Also ist auß e

HIM K ein Erganger D

Def III 5.7 Für eine geschlossene orientierte
4h dir Mannigfaltigkeit M heißt die symmetrische
2 Bilinearform
H IM R

Tania Mi Tannon

L ß CLUB IM

die Schnittform von M

Darf II 5.8 Für M wie in II 5.7 definieren wir

die Signatur Olm ER als die Signatur der

Schnittform pos Ewe mag Ewe nach C ER

By Tip 2

Bei T Dordismusring der 4h After Z

ist ein Ringhomomorphismus



Die Poincarer Dualität erlaubt oft eine vereinfachte

Berechnung des Kohomologierings einer Mannigfaltigkeit

Bop EP as EP ist ein H Joo für zu 2

Nach Jud vor gilt H EP E 2432 In 2

Laut II 5.6 gibt es re 2 sodass du ran 2

HIER ergangt insbesondere also r II d.h

auch e H EP ist ein Erzeuger und

EP E 247pm
Genauso CHIP E RELY 2g

1 1 4

H RIP E EUCH

Def Eine zusammenhängende geschlossene d dim

Mannigfaltigkeit heißt Homologiespha.ie falls HAMSE s

Prop I 5.9 Eine golgde geschl 3 Mannigfaltigkeit
mit Hz M 0 ist eine Homologiesphäre

Bear Wie IgM ab 2 gibt es kein HEIM mit

TM H 2 und daher hat M keine jagden
zweiblättrige Überlagerung ist also orientierbar
Es folgt H_ m E H IM E Hon Halm 2 EO

und H CM E HOLM E Hom Holm R E Z B



Poincare Es gibt eine 3 dim Homologiesphäre M

mit MES Quotient eines ausgefüllten Dodekaeders
nach Identifizieren gegenüberliegender Seiten mit 720

Drehung TIME As IM as 2

Satz II 5.20 Poincare Vermutung
Eine einfach zusammenhängende d dim Homologiesphäre
ist homöomorph zu

S

Ben d 2 klar

d 25 S Smale 19623 Fields Medaille 2966

d 4 M Freedman 29823 Fields Medaille 2986

d 3 G Perelman 20033 Fields Medaille 2006

abgelehnt Einzig gelöstes Millennium Problem D

I 6 wie geht es weiter

Homotopietheorie insbesondere

Klassifizierung von Faserbündeln BGH E X DG

Charakteristische Klassen I hat Trafo c b H
Gouda hat Trafo ba

EH BG

Kohomologieoperationen I hat Trafo 4
Pop U H H Steenrod

algebra
K Theorie rect X mit Grotheadieds KH



Spektralsequengen F E B HP B HIM HPTIE
Spektrum und die konotopietheoretische

Konstruktion der Kohomologie H X G E X KCG.nl
gtc f

H KIG a G E Hon H k Ga G E

E Hon ECKIG 1 G E

E Hom I G G

c h ida
AKIG n HCG n 2 Brown Darstellungsart
reduzierte zelluläre Kohomologietheorien werden

von oh Spektren dargestellt


