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Lineare Gleichungssysteme (LGS)



Motivation

Beispiel: Zwei Maschinen My und M, kdnnen die Produkte P; und
P, herstellen. Die Fertigungszeiten in Minuten sind wie folgt

gegeben:
Pr| P
My | 3.2 4.0
My, | 12|26

Die Betriebszeit pro Maschine betragt 240 Minuten. Wieviel Stiick
von jedem Produkt konnen in dieser Zeit hergestellt werden?
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Beispiel: Zwei Maschinen My und M, kdnnen die Produkte P; und
P, herstellen. Die Fertigungszeiten in Minuten sind wie folgt

gegeben:
Pr| P
My | 3.2 4.0
My, | 12|26

Die Betriebszeit pro Maschine betragt 240 Minuten. Wieviel Stiick
von jedem Produkt konnen in dieser Zeit hergestellt werden?

Nennt man die Stiickzahlen der Produkte x; und x», so erhalt man
dafiir die beiden folgenden Bedingungen:

3.2x1 +4.0x = 240
1.2x; +2.6 x0 =240

Gesucht sind nun alle Zahlenpaare fiir (x1, x2), die diese beiden
Gleichungen gleichzeitig 16sen. Wir werden die Losung solcher
Gleichungssysteme nun genau untersuchen.



Was ist ein LGS?

Ein lineares Gleichungssystem (kurz: LGS) ist ein System aus m
linearen Gleichungen in n Unbekannten xy, x», ..., x, in der Form

ai1x1+ ai2x2 + ...+ a1nXp =bh

Am1X1 +am2X2 + ...+ amnXp = bm

Die Zahl a; ; steht also in Zeile Nr. i und ist die Vorzahl bei x;, man
nennt eine solche Vorzahl auch einen Koeffizienten.



Was ist ein LGS?

Ein lineares Gleichungssystem (kurz: LGS) ist ein System aus m
linearen Gleichungen in n Unbekannten xy, x», ..., x, in der Form

ai1x1+ ai2x2 + ...+ a1nXp =bh

Am1X1 +am2X2 + ...+ amnXp = bm

Die Zahl a; ; steht also in Zeile Nr. i und ist die Vorzahl bei x;, man
nennt eine solche Vorzahl auch einen Koeffizienten.

Die Zeilen werden manchmal am Rand des LGS mit romischen
Ziffern durchnumeriert.
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Kurzschreibweise fiir ein LGS

Man verwendet die folgende Kurzschreibweise fiir ein LGS:

3171 31’2 . al,,, b1
ai a2 ... az.n b2
am1 am2 ... amn| bm

Werden die Zahlen b; weggelassen, so nennt man dieses rechteckige
Zahlenschema der a;j auch die Koeffizientenmatrix, oder kurz die
Matrix des LGS.



Beispiel fiir ein LGS

Gilt by = bp = --- = b, =0, so heilt das LGS homogen, ansonsten
inhomogen.



Beispiel fiir ein LGS

Gilt by = bp = --- = b, =0, so heilt das LGS homogen, ansonsten
inhomogen.

Beispiel fiir ein LGS:

2x1+3x =-—1
4x14+ xp = 6



Beispiel fiir ein LGS

Gilt by = bp = --- = b, =0, so heilt das LGS homogen, ansonsten
inhomogen.

Beispiel fiir ein LGS:

2x1+3x =-—1
4x;+ xo = 6

2 3 |-1
4 1 |6

In Kurzschreibweise:



Beispiel fiir ein LGS

Gilt by = bp = --- = b, =0, so heilt das LGS homogen, ansonsten
inhomogen.

Beispiel fiir ein LGS:

2x1+3x =-—1
4x;+ xo = 6

2 3 |-1
4 1 |6

Dies ist ein Beispiel fiir ein inhomogenes LGS.

In Kurzschreibweise:
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Gesucht sind Losungen fiir x1, xo, ..., x,, die alle m Gleichungen
simultan 16sen, d. h. n reelle Zahlen, fiir die Gleichung Nr. | gilt und
Gleichung Nr. Il und Gleichung Nr. 11I. ..

Man falt die n Komponenten einer Ldsung zusammen mit der
Notation

—T

x = (x1,Xx2,...,Xn)

Man nennt dies ein n-Tupel oder auch einen Zeilenvektor.

Die Menge aller Zeilenvektoren heilit
R" ={(x1,...,%n) | x1,...,xn € R}

und ist identisch mit dem n-dimensionalen Anschauungsraum.



Veranschaulichung im Koordinatensystem fiir n = 2

Fiir n = 2 kann jedes 2-Tupel (x1,x2) € R? als Punkt mit den
Koordinaten x; und x» im Koordinatensystem der Zeichenebene
veranschaulicht werden.



Veranschaulichung im Koordinatensystem fiir n = 2

Fiir n = 2 kann jedes 2-Tupel (x1,x2) € R? als Punkt mit den
Koordinaten x; und x» im Koordinatensystem der Zeichenebene
veranschaulicht werden.

(0,2) (3,2)




Veranschaulichung im Koordinatensystem fiir n = 2

Fiir n = 2 kann jedes 2-Tupel (x1,x2) € R? als Punkt mit den
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Die Vektoren entsprechen damit den Punkten im Anschauungsraum.
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Uber den R”

Der R? ist also nichts anderes als R> = R x R, und entsprechend
gilt auch

RT=Rx. - -xR.

n mal

Man kann mit Zeilenvektoren, die Punkte im Anschauungsraum
—T —T
darstellen, problemlos rechnen: So ist x + y erklart durch

—T

—T
X +y =xi+y,x+y,..., X0+ Yn)

—T —T .
und das \-fache eines Vektors x , also Ax , ist erklart durch

—T
Ax = (Ax1, Ax2, ..oy AXy)



Beispiele und Lésungsmengen
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Beispiel 1

Die Lésungsmenge eines LGS ist eine Teilmenge des R". Ein LGS
hat stets keine, genau eine oder unendlich viele Lésungen.

Beispiel fiir ein LGS ohne L&sung:

2x1+3x% = -1
4x1 +6x0 = 3

Die beiden Gleichungen widersprechen sich, daher ist I = ().
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Beispiel 2
Beispiel fiir ein LGS mit genau einer Lésung:
2x1+3x = -1 o dx1 +6xp = —2
4x1 +2xp = 6 4x1 +2xp = 6

Auflésen nach x; in der ersten Gleichung zeigt, dall das LGS
aquivalent ist zu

=13 n = —3-do
4(—%—%X2)+2X2—6 X = =2
Somit ist x; = —% +3= g und xo = —2.

Daher ist die Losungsmenge L = {(3, —2)}.



Beispiel 3

Beispiel fiir ein LGS mit unendlich vielen Lésungen:

X1+3X2 = -1
2x1+6x0 = =2



Beispiel 3

Beispiel fiir ein LGS mit unendlich vielen Lésungen:

{ X1+3X2 = -1

21+ 6xp = _2} Sx1+3x0=-1x3=-1—3x



Beispiel 3

Beispiel fiir ein LGS mit unendlich vielen Lésungen:

{ X1+3X2 = -1

21+ 6xp = _2} Sx1+3x0=-1x3=-1—3x

Die Losungen dieser Gleichung sind genau die Punkte (—1 — 3\, \)
fir jedes A € R.



Beispiel 3

Beispiel fiir ein LGS mit unendlich vielen Lésungen:

{ X1+3X2 = -1

2X1+6X2 _ _2} Sx1+3x0=-1x3=-1-3x

Die Losungen dieser Gleichung sind genau die Punkte (—1 — 3\, \)
fir jedes A € R.

Die Ldsungsmenge ist also

L={(-1-3\))|AeR} ={(~1,0)+A(-3,1)| A € R}



Beispiel 3

Beispiel fiir ein LGS mit unendlich vielen Lésungen:

{ X1+3X2 = -1

2X1+6X2 _ _2} Sx1+3x0=-1x3=-1-3x

Die Losungen dieser Gleichung sind genau die Punkte (—1 — 3\, \)
fir jedes A € R.

Die Ldsungsmenge ist also

L={(-1-3\))|AeR} ={(~1,0)+A(-3,1)| A € R}

Der geometrische Ort dieser Punkte ist genau eine Gerade, namlich
die Gerade durch die Punkte (—1,0) und (—4,1).
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Wir geben ohne Beweis an, daB sich die nichtleere Losungsmenge
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—T —T —T —T
L:{VO +)\1V1 +)\2V2+"'+)\5V5}



Struktur der Lésungsmenge eines LGS

Wir geben ohne Beweis an, daB sich die nichtleere Losungsmenge
eines LGS immer schreiben |48t in der Form

—T —T —T —T
]L:{VO +)\]_V1 +)\2V2+"'+)\SVS}

Die Vektoren 7,T und ihre Anzahl sind dabei keinesfalls eindeutig
bestimmt. Verschiedene Vektoren kdnnen hier dieselbe
Losungsmenge darstellen.



Struktur der Lésungsmenge eines LGS

Wir geben ohne Beweis an, daB sich die nichtleere Losungsmenge
eines LGS immer schreiben |48t in der Form

—T —T —T —T
]L:{VO +)\]_V1 +)\2V2+"'+)\SVS}

Die Vektoren 7,T und ihre Anzahl sind dabei keinesfalls eindeutig
bestimmt. Verschiedene Vektoren kdnnen hier dieselbe
Losungsmenge darstellen.

Hingegen ist die kleinste Zahl s € Np, mit der die Lésungsmenge so
beschrieben werden kann, eindeutig bestimmt. Diese nennt man die
Dimension der Losungsmenge.



Struktur der Lésungsmenge eines LGS

Wir geben ohne Beweis an, daB sich die nichtleere Losungsmenge
eines LGS immer schreiben |48t in der Form

—T —T —T —T
]L:{VO +)\]_V1 +)\2V2+"'+)\SVS}

Die Vektoren 7,T und ihre Anzahl sind dabei keinesfalls eindeutig
bestimmt. Verschiedene Vektoren kdnnen hier dieselbe
Losungsmenge darstellen.

Hingegen ist die kleinste Zahl s € Np, mit der die Lésungsmenge so
beschrieben werden kann, eindeutig bestimmt. Diese nennt man die
Dimension der Lésungsmenge. Die obige Lésungsmenge beschreibt
dann nidmlich gerade einen s-dimensionalen (sogenannten affinen)
Unterraum des R".



Struktur der Lésungsmenge eines LGS

Wir geben ohne Beweis an, daB sich die nichtleere Losungsmenge
eines LGS immer schreiben |48t in der Form

—T —T —T —T
L={vyg+Av;+Xvy,+-+Asv .}

Die Vektoren 7,T und ihre Anzahl sind dabei keinesfalls eindeutig
bestimmt. Verschiedene Vektoren kdnnen hier dieselbe
Losungsmenge darstellen.

Hingegen ist die kleinste Zahl s € Np, mit der die Lésungsmenge so
beschrieben werden kann, eindeutig bestimmt. Diese nennt man die
Dimension der Lésungsmenge. Die obige Lésungsmenge beschreibt
dann nidmlich gerade einen s-dimensionalen (sogenannten affinen)
Unterraum des R".

Der Vektor 70T ist eine Losung des LGS, und die Vektoren

—T —

Vi,..., Vg und alle (Linear-)Kombinationen der Form
)\171T 4+ 4 )\SVST sind Lésungen des zugehdrigen homogenen
Systems.
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Eine Gerade im R" wird beschrieben durch die Vektorglelchung

—T —T

X = aT—i-/\b mit festen Vektoren a und b , wobei der
Parameter )\ alle reellen Zahlen durchlauft. Schre|bt man dies im
Fall n = 2 aus in der Form

x1 = a1+ b
Xo = ap+ A\b

und ist by # 0, so kann man die erste Gleichung nach A auflésen
und diesen Ausdruck in die zweite Gleichung einsetzen, welche man
dann in die Form x = mx; + ¢ mit reellen Zahlen m £ 0 und ¢
bringen kann.
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In vorigem 3. Beispiel bestand die Lésungsmenge aus den Punkten
eines eindimensionalen Unterraums des R2?, namlich einer Geraden.

Eine Gerade im R" wird beschrieben durch die Vektorglelchung

—T —T

X = aT—i-/\b mit festen Vektoren a und b , wobei der
Parameter )\ alle reellen Zahlen durchlauft. Schre|bt man dies im
Fall n = 2 aus in der Form

x1 = a1+ b
Xo = ap+ A\b

und ist by # 0, so kann man die erste Gleichung nach A auflésen
und diesen Ausdruck in die zweite Gleichung einsetzen, welche man
dann in die Form x = mx; + ¢ mit reellen Zahlen m £ 0 und ¢
bringen kann.

Die Gleichung x; = mx; + ¢ (oft auch mit y statt x> und x statt
x1 geschrieben) ist die bekannte Geradengleichung einer Geraden
im R? mit Steigung m und y-Achsenabschnitt c.
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Motivation zur Losung von LGS

Gesucht ist ein allgemeines Verfahren zur Berechnung der Lésungen
eines LGS. Dazu untersuchen wir zunichst einfache LGS, die sich
leicht 18sen lassen. Solche LGS sind diejenigen, die in sogenannter
Dreiecksform gegeben sind. Wir behandeln deren Losung zuerst.
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Motivation zur Losung von LGS

Gesucht ist ein allgemeines Verfahren zur Berechnung der Lésungen
eines LGS. Dazu untersuchen wir zunichst einfache LGS, die sich
leicht 18sen lassen. Solche LGS sind diejenigen, die in sogenannter
Dreiecksform gegeben sind. Wir behandeln deren Losung zuerst.

In einem spateren Abschnitt behandeln wir dann ein
Rechenverfahren, das ein beliebiges LGS in ein anderes in
Dreiecksform iiberfiihrt, das die gleiche Lésungsmenge besitzt. Es
geniigt dann, diese Dreiecksform zu lésen.

Das Rechenverfahren zur Umwandlung von LGS in andere mit
gleicher Losungsmenge heilt Gaul-Algorithmus.



Dreiecksform

Wir sagen, ein LGS hat Dreiecksform, wenn es die folgende Gestalt
hat:

a1 aip ayz - |dLrtl T dLn) by
0 azxo dx3z ,r+1 't 32| b,
0 0 a3 -+ |l 0 3| by
0 0 arlap,er 0 aen b,
00 0/0 0 0 0lbri1
00 0j0 O 0 0] :
00 0/0 O 0 0| p
m



Genaue Definition der Dreiecksform

Ein LGS ist also in Dreiecksform gegeben, wenn es ein r < n gibt
mit

> a;j=0firj <rundi>}j

» und so, dal a; j = 0 ist fiir i > r + 1.



Genaue Definition der Dreiecksform

Ein LGS ist also in Dreiecksform gegeben, wenn es ein r < n gibt
mit

> a;j=0firj<rundi>}j
» und so, dal a; j = 0 ist fiir i > r + 1.

Das bedeutet,

» daR unterhalb der Diagonalen des Kurzschemas, auf der die
Zahlen a; ; liegen, nur Nullen stehen,

» und daR die Eintrage fiir die a;; in den Zeilen Nr. r+1 bis Nr.
m nur aus Nullen bestehen.
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Drei kleine Beispiele fiir LGS in Dreiecksform

1.
1 0 1|2
0 0 13
0 0 1/4
0 0 0f0
Hier ist r = 3.
2.
1 1 0|1
00 1g
0 0 0f0
Hier ist r = 2.
3.
11 01
01 -1|0
0 0 3|1

Hier ist r = 3.
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Ein weiteres Beispiel

Als 4. Beispiel fiir ein LGS in Dreiecksform ein etwas groReres

Schema:

4.
40 01 -1 0|3
01 21 0 41
00 -1 3 1 0|2
00 00 1 20
koo 00 000)
00 0O 0 00

Hier ist r = 4.
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Losung eines LGS in Dreiecksform

Sind die Zahlen b, 1,..., by in einem LGS in Dreiecksform nicht
alle Null, so ist das LGS unlésbar und somit I = @: Denn die
entsprechende Gleichung mit einem b; # 0 ist unerfiillbar.

Daher gehen wir nun davon aus, daB b, ;1 = --- = by, = 0 ist.

In diesem Fall wird das LGS in Dreiecksform geldst, indem man die
Zeilen von unten nach oben wieder als Gleichung zuriickschreibt,
und dann jede Gleichung nach einer Unbestimmten aufldst, die neu
dazugekommen ist.

Kommen dabei in einer Gleichung mehrere neue Unbestimmte vor,
so |6st man nach nur einer auf und benennt die {ibrigen in
Parameter um.

Der Reihe nach nennt man diese Parameter A1, A2, A3, ..., As, diese
ergeben die s frei wahlbaren Parameter in der Lésungsmenge.
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Dreiecksformbeispiel 1 und 2

Wir verdeutlichen dieses Verfahren nun in den oberen Beispielen.
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Wir verdeutlichen dieses Verfahren nun in den oberen Beispielen.

Beispiel 1: Die letzte Zeile, die nicht nur aus Nullen besteht,
schreibt sich ausfiihrlich als x3 = 4, und die vorletzte als x3 = 3.
Diese beiden Gleichungen kdnnen nicht gleichzeitig gelten, denn sie
widersprechen sich. Daher ist hier Ly = ().

Beispiel 2: Die letzte Zeile, die nicht nur aus Nullen besteht,
schreibt sich ausfiihrlich als x3 = 2. Die Zeile dariiber ist schon die
erste Zeile und schreibt sich als x; + xo = 1. In dieser Gleichung
kommen die neuen Unbekannten x; und x» vor. Wir nennen A = x,
und |6sen nach x; auf: Es folgt x; =1 — A.

Daher ist die Losungsmenge Lo = {(1 — A\, A\, 2) | A € R}
Als Gerade geschrieben: L, = {(1,0,2) + A\(—1,1,0) | A € R}
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Xo = X3 = % Und die erste Zeile lautet x; + xo = 1, also ist

1 2
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Dreiecksformbeispiel 3 und 4

Im Beispiel 3 schreibt die letzte Zeile ausfiihrlich als 3x3 = 1, also
ist x3 = % Die vorletzte Zeile lautet x, — x3 = 0, also ist
Xo = X3 = % Und die erste Zeile lautet x; + xo = 1, also ist

1 2
X]_:].—§:§.

Somit ist die Lésungsmenge L3 = {(%7 %, %)}
Im Beispiel 4 ist die Zeile Nr. IV die letzte Zeile, in der nicht nur

Nullen stehen. Ausgeschrieben lautet diese x5 + 2xg = 0, also ist
dann xs = —2\1, wobei wir A\; = xg gesetzt haben.

Die Zeile Nr. Il lautet —x3 + 3x4 + x5 = 2, aufgeldst nach x3 ergibt
dies x3 = —2 4+ 3\, — 2\, wobei Ay = x4 gesetzt wurde.



Dreiecksformbeispiel 4
Die Zeile Nr. Il lautet xo + 2x3 + x4 + 4x5 = 1, also folgt
xo=1—2x3 — x4 — 4xp
=1-2(=2+3\ — 2M1) — Ao — 4\
=5—-7\
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Dreiecksformbeispiel 4
Die Zeile Nr. Il lautet xo + 2x3 + x4 + 4x5 = 1, also folgt

xo=1—2x3 — x4 — 4xp
=1—-2(=24+3X—2)\1) — A2 — 4\
=5—-T7X

Die Zeile Nr. | schreibt sich ausfiihrlich als 4x; + x4 — x5 = 3, also

1 1
X1 = Z(3 — X4 + X5) = Z(3 —2X1 — )\2)

Zusammenfassen der einzelnen Komponenten ergibt die folgende
Lésungsmenge:

Lo = {
1
(1(3 C 21— A2),5 — TAa, —2 — 2M1 + 32, Mg, —2)1, )\1)
‘ )\1,)\2 (S R}



Vereinfachung der 4. Lésungsmenge

Vereinfacht schreibt sich diese Lésungsmenge dann als
Ly=H{

1 1
(%, 5,-2,0,0,0) + A1(~5,0,-2,0,~2,1) + Ao(~ 5, ~7,3,1,0,0)
‘ )\1, )\2 (S R}



Vereinfachung der 4. Lésungsmenge

Vereinfacht schreibt sich diese Lésungsmenge dann als

Lo = {

3 1 1

(5:5:-2,0,0,0) + Mi(~3,0,-2,0,-2,1) + Ao(~, ~7,3,1,0,0)
‘ )\1,)\2 (S R}

Die Losungsmenge beschreibt hier einen 2-dimensionalen
Unterraum des R®, da wir hier zwei freie Parameter A\; und X, zur
Beschreibung bendtigen. Geometrisch gesehen ist die
Losungsmenge in diesem Beispiel eine Ebene.



Der GauB-Algorithmus



Beschreibung des Gaul-Algorithmus

Man nennt zwei LGS, die dieselbe Lésungsmenge besitzen, auch
dquivalent. Ziel des GauB-Algorithmus ist es, ein LGS in eine
aquivalente Dreiecksform umzuwandeln, die dann leicht geldst
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Beschreibung des Gaul-Algorithmus

Man nennt zwei LGS, die dieselbe Lésungsmenge besitzen, auch
dquivalent. Ziel des GauB-Algorithmus ist es, ein LGS in eine
aquivalente Dreiecksform umzuwandeln, die dann leicht geldst
werden kann.

Dafiir stehen die folgenden Umformungen eines LGS in ein

aquivalentes zur Verfiigung:

A Zwei Zeile diirfen vertauscht werden.

B Eine Zeile wird mit einer konstanten Zahl ¢ # 0 multipliziert.

C Zwei Zeilen werden addiert und eine der beiden urspriinglichen
Zeilen wird durch die Summe ersetzt.

Oft falt man die Regeln B und C zu einer Regel zusammen:

D Das Vielfache einer Gleichung wird zum Vielfachen einer anderen
Gleichung addiert.



Beispiel fiir Regel A

In Kurznotation schreiben wir eine Umformung gemiR Regel A wie
folgt:

8 2 3| 4\ — 1 0 3|-1
10 3 -1~ & 8 2 3| 4
3.0 1/—4 30 1/-4

Hier wurden die ersten beiden Zeilen vertauscht.



Beispiel fiir Regel B

In Kurznotation schreiben wir eine Umformung gemal Regel B wie
folgt:

1 0 3/-1\ |- (-1) 10 -3 1
8 2 3 4 E (82 3| a
30 1/—4 30 1|-4

In diesem Beispiel wurde die erste Zeile mit —1 durchmultipliziert.



Beispiel fiir Regel C

In Kurznotation schreiben wir eine Umformung gemill Regel C wie
folgt:

10 =3 1\ — 10 -3 1
8 2 3 4]l & |92 o 5
30 1|-4 30 1/-4

In diesem Beispiel wurde die erste zur zweiten Zeile addiert und das
Ergebnis in die zweite Zeile geschrieben.



Beispiel fiir Regel D

In Kurznotation schreiben wir eine Umformung gemaB Regel D wie
folgt:

10 =3 1\][9 - 1 0 -3|1
92 0| 5| (-1) « & |0 —2 —27/4
30 1|-4 3.0 1 |-4

Hier wurde die erste Zeile mal 9 genommen, die zweite mal —1
genommen, das Ergebnis addiert und in die zweite Zeile
geschrieben.
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Der GauB-Algorithmus kann nun in folgender Weise angewendet
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Strategie zur Umwandlung in Dreiecksform

Der GauB-Algorithmus kann nun in folgender Weise angewendet
werden, um auf Dreiecksform zu kommen:

Bearbeitung der ersten Spalte:

Gibt es in der ersten Spalte nur Nullen, gehe man zur Bearbeitung
der nichsten Spalte iiber.

Ansonsten vertauscht man zunichst solange Zeilen (Regel A), bis
in der ersten Zeile und ersten Spalte eine Zahl a; ; # 0 steht.

Danach verwendet man Regeln B4+C bzw. Regel D mit der ersten
Zeile und jeder weiteren Zeile, in der in der ersten Spalte eine Zahl
# 0 steht, so daR dort stattdessen eine Null zu stehen kommt.

In obigem Beispiel fiir die Anwendung der Regel D wurde dies
erreicht: In der zweiten Zeile steht nach Anwenden von Regel D in
der ersten Spalte die Zahl a5 ; = 0.

So erreicht man, daR alle Eintrdge unterhalb a; 1 zu Null werden.



Beispiel zur Bearbeitung der ersten Spalte

Im vorigen Ergebnis-LGS ist die erste Spalte noch nicht zuende
bearbeitet. Wir miissen nochmal D anwenden, damit auch in der
dritten Zeile in der ersten Spalte eine Null steht:

1 0 -3/ 1\]3 - 1 0 -3|1
0 —2 —27| 4 2 (o0 —2 —27/4
3 0  1]-4/|-(-1) — 0 0 —10/7
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Beispiel zur Bearbeitung der ersten Spalte

Im vorigen Ergebnis-LGS ist die erste Spalte noch nicht zuende
bearbeitet. Wir miissen nochmal D anwenden, damit auch in der
dritten Zeile in der ersten Spalte eine Null steht:

1 0 -3/ 1\]3 - 1 0 -3|1
0 —2 —27| 4 2 (o0 —2 —27/4
3 0  1]-4/|-(-1) — 0 0 —10/7

Hier wurde die erste Zeile mal 3 genommen und die dritte mal —1,
addiert und das Ergebnis in Zeile 3 geschrieben.

In diesem Beispiel wurde damit eine Dreiecksform fiir das
urspriingliche LGS schon gefunden. Diese 4Bt sich dann I6sen.
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wie die erste:
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Zur Bearbeitung der weiteren Spalten

Die anderen Spalten lassen sich nacheinander genauso bearbeiten
wie die erste:

Gibt es in der nichsten Spalte eine Zahl # 0,
> so sorgt man durch Zeilenvertauschen (Regel A) zunichst
dafiir, da® az > # 0
» und dann dafiir (Regeln B,C,D), daR darunter nur Nullen zu
stehen kommen.

Dann verfahrt man so mit der dritten Spalte usw. Zuletzt wird eine
Dreiecksform gefunden, die dann von unten nach oben aufgeldst
werden kann.

Falls es mal nicht mdglich sein sollte, eine Zahl a; ; # 0
einzurichten, 138t man die Bearbeitung dieser Spalte weg und geht
zur nichsten dber.
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LGS mit Parametern

Ein LGS mit Parametern 3Rt sich prinzipiell genauso [6sen wie die
behandelten LGS mit konkreten Zahlenwerten fiir die a; ;.

Man muR allerdings beachten, daB dann jede durchgefiihrte
Rechenoperation zulidssig ist. Dann mull man unter Umsténden
Fallunterscheidungen durchfiihren.

Je nach Fall kann dann die Lésungsmenge unterschiedlich ausfallen,
wie in folgendem Beispiel: Gegeben sei das in Dreiecksform

gegebene LGS
1 -1 3 4
0 a(a+1) 2a|3a+1
0 0 4| 4

Hier ist a ein beliebig vorgebbarer reeller Parameter.
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Die dritte Gleichung des LGS zeigt sofort, dall x3 = 1.
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Losung eines LGS mit Parametern
Die dritte Gleichung des LGS zeigt sofort, dall x3 = 1.

Die zweite Gleichung schreibt sich aus als

a(a+ 1)xx + 2ax3 = 3a+ 1. Um diese nach xp aufzuldsen zu
kénnen, miissen wir durch a(a + 1) dividieren, falls moglich.
Daher nehmen wir nun die folgende Fallunterscheidung durch:

1. Fall: a = 0. Dann lautet die zweite Gleichung 0 = 1, was nicht
gilt. Daher ist die Lésungsmenge in diesem Fall IL = ().

2. Fall: a = —1. Dann lautet die zweite Gleichung —2x3 = —2, so
dal x3 = 1 folgt, was wiederum identisch mit der dritten Gleichung
ist. Die erste Gleichung x; — xo + 3x3 = 4 enthilt die beiden neuen
Unbekannten x; und x2. Wir |dsen nach x; auf und nennen dabei
A = x2, so daB folgt: x; = A + 1.

Fiir die Lésungsmenge im 2. Fall folgt somit

L={(1+AX1)|AeR}={(1,0,1)+ A(1,1,0) | A € R}.



Dritter Fall im Beispiel fiir ein LGS mit Parameter

3. Fall: a ¢ {0,—1}. Dann lautet die zweite Gleichung
(a+ 1)axp +2ax3 = 3a+ 1, wobei nun nach x, aufgeldst werden
kann. Man erhalt

-2 + 3 + 1
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a+1+a(a+1)_a(a+1) a’
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Dritter Fall im Beispiel fiir ein LGS mit Parameter

3. Fall: a ¢ {0,—1}. Dann lautet die zweite Gleichung
(a+ 1)axp +2ax3 = 3a+ 1, wobei nun nach x, aufgeldst werden
kann. Man erhalt

-2 + 3 + 1
X2 = X
2T a+17 a1 a(a+1)
1 1 a+1 1

a+1+a(a+1)_a(a+1) a’

Die erste Gleichung x; — xo + 3x3 = 4 13Bt sich nun nach x;
auflosen, man erhilt

1 1
X1=X2—3X3+4=5—3+4:1+5

Die L&sungsmenge ist im dritten Fall somit L = {(1+ 1,1 1)},
man hat hier genau eine Losung.
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