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Einleitung

Uber elementare Zahlentheorie

Die Vorlesung gibt eine Einfiihrung in die
elementare Zahlentheorie. Das Wort ,ele-
mentar® bedeutet dabei erstens, dass die
Fragestellungen sich fast ausschlieflich auf
Eigenschaften der natiirlichen und der gan-
zen Zahlen beziehen. Zweitens sollen aufser
Grundkenntnissen in Analysis und Algebra
keine weiteren Hilfsmittel verwandt werden.

Die Zahlentheorie ist neben der Geometrie
der &lteste Teil der Mathematik. Aus Baby-
lonien, dem alten Agypten, und China sind
erste theoretische Quellen tiberliefert (z.B.
die Darstellung einer rationalen Zahl a/q €
(0,1] als Summe nil+---—|—n—1k mit n; € N
firalle j e Nmit j <k, 1 <ny <...<ny
und k € N,  dgyptische Briiche®).

Die alten Griechen untersuchten Probleme,
die teilweise noch heute aktuell sind, z.B.
,diophantische Gleichungen, d.h. die Suche
nach ganzzahligen Losungen von Gleichun-
gen wie 12 + y? = 22 (,pythagoriische Tri-
pel“), oder das hochst ritselhafte Verhalten
der Folge der Primzahlen.

Da einerseits die Bausteine, die Elemente
von 7, begrifflich leicht zugénglich sind, an-
dererseits so viele hochst schwierige, zum
Teil noch ungeloste Probleme bestehen, ge-
horte die Zahlentheorie stets zu dem bevor-
zugten Arbeitsgebiet der Mathematiker. Ei-
nige der bekanntesten Namen, wie EULER,
LAGRANGE oder GAUSS, werden im Folgen-
den mehrfach auftreten. Durch die Entwick-
lung schneller Rechner sind zahlentheoreti-
sche Methoden in den letzten Jahrzenten
auch fiir Anwendungen, z.B. die Kryptogra-
fie, sehr wichtig geworden.

Mit dem Ausbau der Mathematik, vor allem
seit Beginn des 19. Jahrhunderts, erweiterte
sich die Zahlentheorie in Bezug auf Frage-
stellungen und Methoden erheblich. Die Un-
tersuchung von algebraischen, transzenden-
ten und p-adischen Zahlen, von Folgen gan-
zer Zahlen, unendlichen Reihen mit zahlen-
theoretisch interessanten Koeffizienten und
vielem anderen gehort heute zu den Zweigen
des uralten, aber immer noch rasch wach-
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senden Baumes der Zahlentheorie. Dement-
sprechend werden Hilfsmittel aus nahezu al-
len Teilen der Mathematik verwandt, vor al-
lem aus Algebra (algebraische Zahlentheo-
rie) und komplexer Analysis (analytische
Zahlentheorie).

In Freiburg werden regelméfig Fortset-
zungsveranstaltungen angeboten, insbeson-
dere iiber transzendente Zahlen, algebrai-
sche und analytische Zahlentheorie. Hier-
fiir ist der elementare Teil die verbindende
Grundlage.

Literatur

Es gibt zahllose Einfiihrungen in die Zahlentheorie.
Bei den folgenden Biichern handelt es sich um bewéhrte , Klassiker®.

o _An Indroduction to the Theory of Numbers‘, G. H. HARDY and E. M. WRIGHT,
Clarendon Press (Oxford — 1979 (fifth edition))

e . Introduction to number theory*, HUA L. K., Springer—Verlag (Berlin, Heidelberg,
New York — 1982)

Notation

C bezeichnet die Menge der komplexen Zahlen.

R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen.

R* bezeichnet die Menge der positiven reellen Zahlen (exklusive der 0).

1 bezeichnet die Menge der rationalen Zahlen.

Z bezeichnet die Menge der ganzen Zahlen.

Ny bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen (inklusive der 0).

N bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen (exklusive der 0).

P bezeichnet die Menge der Primzahlen.

Fiir eine Menge A bezeichnet #A € Ny U {oo} die Anzahl der Elemente von A.
Bei Gleitkommazahlen wird der ganzzahlige Anteil vom gebrochenen Anteil stets mit einem
Punkt , . “ getrennt.

Kapitel 1: Teilbarkeit

Wiéhrend die Umkehrung der Addition, die Subtraktion, in Z unbeschrinkt ausfiihrbar ist,
lasst sich die Division nicht immer durchfithren. N, Ny, Z \ {0} und Z sind beziiglich der
Multiplikation nur Halbgruppen. Der wesentliche Begriff hierzu ist der der Teilbarkeit.

Definition 1.1 (Teiler und Vielfache)

a) a € 7 teilt b € Z (oder: a ist Teiler von b, b wird von a geteilt, b ist Vielfaches

von a), falls es ein ¢ € Z mit b = a - ¢ gibt.
¢ heifst dann Gegenteiler von a beziiglich b.
Kurz: alp <= dJcmitb=ac

Andernfalls @ b (a teilt b nicht)
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b) a € 7Z heifst echter Teiler von b € 7Z, falls a|b und |a| < |b] gelten.

Dann heilt b echtes Vielfaches von a.
Beispiel 15, 515, 2[5, 1010, —2|6, 0[0, 0fa Va#0.

Folgerung 1.2
Fiir alle a € Z, alle b € Z und alle ¢ € Z gilt

(1) ald = VzeZ:al(bz)

(2) alb A ble = alc

(3) alb N ale=Vz,y€Z: a|(zb+yc)
(4) alb A bla=|a| = |b]|

(5) alb A b# 0= [a] < 0]

(6) alb — VzeZ: (za)|(zh)

BEWEIS: (von Folgerung (4))
Es gibt ein ¢; € Z und ein ¢ € Z mit b = cya und a = cb. Also ist b = ¢ic9b.
Im Fall b = 0 folgt @ = 0. Im Fall b # 0 folgt c;co = 1, also ¢; € {—1,1} und ¢ € {—1,1}. O

Definition 1.3 (GAuss-Klammer)

L] { H? : iJ =max{a€Z;a<t} } heifst GAUsS’sche Grofite-Ganze—Funk-

tion. (Kurz: GAuss—Klammer)
(|t] ist die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich ¢ € R.
Kurz: Groftes Ganzes von t oder GAUSS—Klammer von t)

Hinweis
Héufig findet man auch die Schreibweise |- ] fiir die GAuss-Klammer.

Beispiel |a] =a VneZ, 7| =3, | -7 = —4.

SATz 1.4 (Division mit Rest)
BEHAUPTUNG:

VaeZVn e N dre Ngmitr <n unda = {an—l—r.
n

In der Darstellung a =bn+r mitb € Z, r € Ng und r <n sind b und r fir
alle a € Z und alle n € N eindeutig festgelegt.
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BEWEIS:

Nach Definition von |[-] ist LEJ <2< {EJ +1,als0 0 <a— {EJ n <mn.
n n n n

Dies ist die Ungleichung fiir » und es folgt die erste Behauptung.

Seien a € Z und n € N. Es existieren somit b € Z und r € Ny mit a = bn +r und r < n.
Seien b’ € Z und ' € Ng mit a = b/'n+ " und ' < n.

Dann ergibt sich 0 = (b — V') - n+ (r — '), wobei —n < r —7r' < n.

Dies ist nur moglich mit b = & und r = »/. O

Das zu a € Z und n € N eindeutig bestimmte » € Ny heifst der kleinste nichtnegative
Rest von a bei Division durch n.

Es kann r auch durch die Forderung |r| < 4 (absolut kleinster Rest) festgelegt werden.
Dann ist es nicht immer eindeutig festgelegt (30 =7-4+2=8-4 —2).

Definition 1.5 (Gemeinsame Teiler)
Fiir diese Definition seien a € Z, b € Z, n € N\ {1} und a; € Z fiir alle j € N mit j < n.

a) d € N heikt gemeinsamer Teiler von a und b, falls d|a und d|b gelten.

b) Ist a®+b* # 0, so heift ggT (a,b) := max{c € N ;c|a und c|b} groRter gemeinsamer
Teiler von a und b.

Kurz: (a,b) := ggT (a,b).
c) Ist a # 0, so sei ggT (a) := |al.

n—1
Sind n # 2 und )7 af # 0, so seien
j=1

geT (ar,...,a,) = ((a1,...,an_1),ay)
und
geT (0,...,0,a,) := |a,|,falls a, # 0 ist.
Kurz: (ay,...,a,) = ggT (ay,...,a,)

Sind n # 2 und ) a? # 0, so heikt ggT (a1, ...,a,) grobter gemeinsamer Teiler
=1

J
von as, ..., Qy.

d) a und b heifen teilerfremd oder relativ prim, wenn (a,b) = 1 und a? + b* # 0 sind.

ai, . ..,a, heiken teilerfremd, wenn ggT (aq,...,a,) =1 und > a? 2 0 sind.
j=1
ai,...,a, heifen paarweise teilerfremd, wenn # {j € N;j <n und a¢; =0} < 1und

(aj,ar) =1 fiir alle j € N und alle £k € N mit j < k < n gilt.
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Aus der paarweisen Teilerfremdheit folgt die Teilerfremdheit.
Die Umkehrung braucht nicht zu gelten.

Beispiel Esist (6,10,15) = 1, aber es sind (6,10) = 2, (6,15) = 3 und (10, 15) = 5.

SATZ 1.6 (Minimaleigenschaft des ggT / Darstellung des ggT als Z-Linearkombination)
VORAUSSETZUNGEN:

Seien n € N und a; € Z fiir alle j € N mit j <n derart, dass ) a? = 0 ist.
j=1

BEHAUPTUNG: Es ist

(a1,...,ap) =min{d € N; 32y € Z... 3z, €Z mit d = z1a1 + ... + z,a, }.

Dieser Satz wird spéater bewiesen.

Folgerung 1.7
Seien a € Z, b€ Z,d e N,n € N, a; € Z fir alle j € Nmit j <n, N :={m e N;m<n}

. -/\[ — N . . 2 2 n 2 . .
und o : { m o (m) } bijektiv derart, dass a®+ b~ # 0 und jZ::laj # 0 sind. Dann gilt

(1) d=(a,b) <= dlaund d|bund Ve € N gilt (c|la A c|b = ¢|d)
(2) (ca,cb) =|c|(a,b) VeceZ\{0}

(3) (al, c. ,an) = (ag(l), ey ao(n))
BEWEIS:

(i) Zu (1) ,,—*

Es gelte d = (a,b), so gilt d|a und d|b und nach Satz 1.6 gibt es ein z; € Z und ein 2y € Z
mit d = z21a + ZQb.

Fiir alle ¢ € Z mit c|a und ¢|b, gibt es ein d; € Z mit a = dyc und ein dy € Z mit b = dac,
woraus folgt

d= z21a + Zgb = zldlc + nggc = (Zldl + ngg) - C.

Also ist ¢ auch ein Teiler von d fiir alle ¢ € Z mit c|a und c|b.

(ii) Zu (1) ,,<=*

Es gelte d|a, d|b und c|d fiir alle ¢ € Z mit c|a und c|b.

Sei ¢ := max{c € N;c|a und ¢|b}. Dann ist ¢ = (a, b).

Nach Voraussetzung gilt ¢/|d.

Wegen d|a, d|b und d € N ist aber d < ¢’ nach Definition von ¢
Damit folgt also d = ¢ = (a, b).

Manuskript zur Vorlesung Elementare Zahlentheorie — Sommersemester 2009 — K. HALUPCZOK



Teilbarkeit Seite 7

(iii) Zu (2)

Sei ¢ € Z \ {0}. Es gelte d = (a,b). Zu zeigen ist also |c|d = (ac, bc).

Nach Satz 1.6 gibt es ein 2 € Z und ein 25 € Z mit d = z1a + 23b, d|a und d|b. Nach
Folgerung 1.2 (6) auf Seite 4 ist |c| d ein Teiler von a |c| und von b|c|.

Dann teilt |c|d aber auch ac und be.

Sei e € Z mit e| (ac) und e| (be). Dann teilt e auch

lc|d = |c| - (z1a + 29b) = z1a |c| + 29b |c| = sign (¢) 21 (ac) + sign (¢) 25 (be) .
Nach (1) ist |¢|d = (ac, be).

(iv) Zu (3)
(a1, ...,a,) = (%(1), ce ag(n)) ist klar nach Satz 1.6. O

(1) kann auch folgendermafen ausgedriickt werden:
Fir alle a € 7Z sei 7 (a) die Menge der Teiler von a. (7 (0) = Z, |7 (a)] < oo fiir alle

aeZ\{0})

Dann gilt fiir alle a € Z und alle b € Z mit a® + b # 0
T (a)NT (b)) =T ((a,b)).

(3) bedeutet, dass die Berechnung eines grofiten gemeinsamen Teilers von beliebig vielen
Zahlen nicht auf die Reihenfolge der Zahlen ankommt.

Der Beweis zu Satz 1.6 beruht auf dem ,,Euklidischen Algorithmus®, dem ersten nicht auf der
Hand liegenden algorithmischen Verfahren der Mathematik.

ALGORITHMUS 1.8 (EUKLIDischer Algorithmus)

(EUKLEIDES von Alexandria, um 300 vor Christus)

Zu gegebenen n; € N und ny € N finde man ein £ € N und fiir alle j € N mit j < k ein
a; € N und ein nj;19 € N, so dass das folgende Schema von Divisionen mit Rest gilt:

ny = aiNo + N3 0 < ng <ng

No = AoN3 + Ny 0<ng <ns

n; = ajNjy1 + Nji2 0< Njy2 < Njt1
Ng—2 = Ap_2Nk—1 + Ny 0<np <np_y

Ng—1 = Qp—1Mg

BEHAUPTUNG: FEs ist ny = (nq,ns).
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BEWEIS:

(i) nk = (11, n2)
Sei d € N ein gemeinsamer Teiler von n; und ns.
Aus der ersten Zeile des Schemas folgt d|ns, aus der zweiten d|ny, also

d|n1 und d|n2 - d\nk
Also ist (n1,ny) ein Teiler von ny und insbesondere gilt (nq,n2) < ny.

(ii) n ist gemeinsamer Teiler von n; und n,
Umgekehrt ergibt sich

Ng|nk—_1, Ng|nk—_o, e ng|ne und ng|n,.

Also ist ny ein gemeinsamer Teiler von n; und ns.
Mit (i) folgt die Behauptung. O

Zusatzbemerkungen

1. Fiir die Praxis ist es wichtig, bei Paaren grofier Zahlen rasch festzustellen, ob sie teiler-
fremd sind. Der EUKLIDische Algorithmus ist hierfiir gut geeignet.

Am Beweis sieht man, dass statt mit den kleinsten positiven Resten auch mit abso-
lut kleinsten Resten gerechnet werden kann, d.h. in jedem Schritt erfolgt mindestens
Halbierung, der Algorithmus stoppt nach < C'- In (min {n, no}) Divisionen.

2. Auch bei den kleinsten positiven Resten stoppt er dhnlich schnell. Nach spétestens zwei
Divisionen erfolgt Halbierung.

Ist no < ny, dann ist ng < % SNy

Ist bereits ny < % -n1, dann ist es klar. Im Fall ny > % -ny lautet die erste Zeile

Ny = no +n3 mit n3<§-n1.

Ebenso beil den weiteren Divisionen.

Zur Erinnerung sei der noch zu beweisende Satz 1.6 hier noch einmal angegeben.

SATZ 1.6 (Minimaleigenschaft des ggT / Darstellung des ggT als Z-Linearkombination)
VORAUSSETZUNGEN:

Seien n € N und a; € Z fiir alle j € N mit j < n derart, dass > a? = 0 ist.
j=1

BEHAUPTUNG: Es ist

(a1,...,a,) =min{d € N; Iz €Z... Iz, €Z mitd = z1a1 + ...+ zpa, }.
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BEWEIS:

(i) Anwenden des EukLIDischen Algorithmus’
Seien ny € Z und ny € Z mit ni + n3 # 0.
Aus dem EUKLIDischen Algorithmus 1.8 auf Seite 7 entnimmt man

dxy € Z x5 € Z mit (ny,ne) = x1n1 + ToNs. (0)

(Denn nach der ersten Zeile 1t sich n3 als ganzzahlige Linearkombination von n; und ng
schreiben, nach der zweiten ny, usw.)

(11) »n = 1¢

Der Beweis wird induktiv gefiihrt.

Esist (a1) = |a;] = min{d € N ;32 € Z mit d = z1a,}.

Sei nun also n > 1 vorausgesetzt.

(iii) Triviale Falle

Ist a; = 0 fiir alle j € N mit j < n, so ist a,, # 0 und es folgt

0,...,0,a,) =|ay| =min{d e N;3Iz €Z... 3z, €Zmit d=2 -0+ ...2,1 -0+ z,a,}.

n—1
Ist a,, = 0, so folgt > a? # 0 und die Induktionsvoraussetzung liefert
5=0

(CLl, . .,an_l,O) = (al, . ,CLn_l)
=min{deN;:;3z €Z...32z, 1 €EZmitd=z1a1 + ...z, 10,1}
=min{d e N;3z €Z... 3z, € Zmit d=z1a1 + ... Zp_1an_1 + 2, - 0}.
(iv) Nichttrivialer Fall
Es gelte nun a,, # 0 und a; # 0 fiir ein j € N mit j <n.

Seien dann
dp_1:=(ay,...,ap_1) >0 und d,:=(d,_1,a,) > 0.

Aus (O) entnimmt man
37 €% 3z, €Zmit d, = 2 dy_1 + 2n0y.
Die Induktionsvoraussetzung fiir aq, ..., a,_1 liefert
dzxy €Z... 32,1 € Z mit d, = z1a1 + ... + Z,a,.

Ist £ das im Satz genannte Minimum, dann folgt 0 < k < d,,.
Da umgekehrt d,,|aq, ..., d,|a, gilt, folgt d,|k. Damit bleibt nur d,, = k. O

Lemma 1.9
VORAUSSETZUNGEN:
Seien a € Z, b € 7 und ¢ € 7 mit b*> + ¢ # 0.

BEHAUPTUNG: (1) Aus (a,c) = (b,c) =1 folgt (ab,c) = 1, sofern a® + ¢* # 0 ist.

(2) Aus c| (ab) und (b,c) =1 folgt c|a.
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BEWEIS:

(i) Zu (2)
Es gilt ¢| (ac). Gilt ¢| (ab) und (b, c) = 1, so teilt ¢ auch (ab, ac) = |a| - (b, c) = |al, also c|a.

(ii) Zu (1)

Es gelte a? 4+ ¢? # 0 und (a,c) = (b,c¢) = 1. Sei d := (ab, ¢).

Mit Folgerung 1.7 (1) auf Seite 6 sicht man d| (ab, ac) wegen d| (ab) und d|c bzw. d| (ac).
Nach Folgerung 1.7 (2) ist (ab, ac) = |a| - (b, ¢) = |a|] und somit ist d ein Teiler von a.

Mit d|c und Folgerung 1.7 (1) folgt d| (a,c). Wegen (a, c) = 1 bleibt nur d = 1. O

Definition 1.10 (Kleinstes gemeinsames Vielfaches)
Sind n € N und a; € Z \ {0} fiir alle j € N mit j < n, so heifst

kgV (a1,...,a,) :=min{m € N;Vj € N mit j <n gilt a;/m}

kleinstes gemeinsames Vielfaches von a4, ..., a,.
Kurz: [ay,...,a,) :=kgV (ay,...,a,).

Hinweis

Wird die GAuss—Klammer auch mit eckigen Klammern geschrieben, so darf im Fall n = 1
das kleinste gemeinsame Vielfache nicht mit der GAUSS-Klammer verwechselt werden.

Fiir alle a; € N ist kgV (—a;) = ay, aber |—a;| = —a;.

SATZ 1.11 (Satz iiber das kleinste gemeinsame Vielfache)

VORAUSSETZUNGEN:

Seien n € N, a; € Z\ {0} fiir alle j € N mit j <n und b € Z.

BEHAUPTUNG: (1) b ist gemeinsames Vielfaches von ay, ... a, (d.h. a1lb, ..., a,|b) genau
dann, wenn b Vielfaches von [ay, ..., a,] ist.

(2) Esist [a1,as] - (a1,a2) = |ajas|, falls n =2 ist.

Folgerung 1.7 (1) auf Seite 6 und Satz 1.11 entsprechen einander:

a) Die Menge der gemeinsamen Teiler von ay, ..., a, ist gleich der Menge der Teiler von
(a1,...,an).
b) Die Menge der gemeinsamen Vielfachen von ay, .. ., a, ist gleich der Menge der Vielfa-
chen von [ay, ..., a,].
BEWEIS:

(i) zu (2)
Fiir diesen Beweispunkt gelte n = 2.
Sei m € N ein Vielfaches von a; und a,.
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Dann gibt es ein b € Z mit m = a;b und m ist zugleich Vielfaches von ay. Damit folgt

po=" = b € 4.
) az
Seien d := (ay, as), ¢1 := % und ¢y 1= %2. Nach Folgerung 1.7 (2) auf Seite 6 ist (c¢1,c2) = 1.
b b
Dies ergibt k = @Y Ci, also ca|cyb.
a9 Cy

Wegen (c¢q,¢1) = 1 und Lemma 1.9 (2) auf Seite 9 folgt co|b und es gibt ein ¢ € Z mit b = cqc.

Es folgt
a1Qa9
m:alb:a102c:—-c

d

1 . . 142
Also wird jedes gemeinsame Vielfache von a; und ay von

(a1, az)

geteilt.

|ayas|

(a1,a2)

Das kleinstmogliche gemeinsame Vielfache von a; und a, ist damit

Das ist Behauptung (2).
(ii) zu (1)

Die letzten Uberlegungen beinhalten Aussage (1) fiir n = 2.

Im Fall n = 1 ist Aussage (1) trivial.

Die Erweiterung von (1) auf n > 2 erfolgt induktiv. Man erhélt dhnlich wie beim ggT die
Rekursion

lay,...,a,) = [[a1, ... ,an-1],an]. O

Bemerkung 1.12

Satz 1.11 (2) gilt i.a. nicht fir n > 3.

Richtig ist dagegen:

ai,...,a, sind genau dann paarweise teilerfremd, wenn [aq,...,a,] = |a1 - ... - ayl.

BEWEIS:

(i) , ="
Der Beweis wird durch Induktion gefiihrt. Der Induktionsanfang (n = 2) ist Satz 1.11 (2).
Mit der Induktionsvoraussetzung und Satz 1.11 (2) folgt fiir n > 2

lar, ... ani1] =l[ar, ..., an), ane1] = [|lar - ... an|, Gpia]
1
= Nag - ocan] - anga] =lar o apaal
(lay - ... - anl, ans1)
N 7

g

(ii) ="
Der Beweis wird durch Induktion gefiihrt. Der Induktionsanfang (n = 2) ist Satz 1.11 (2).
Mit der Voraussetzung und Satz 1.11 (2) folgt fiir n > 2

[ay, ., an]] - |ania|
-l = ) = ol = e

Manuskript zur Vorlesung Elementare Zahlentheorie — Sommersemester 2009 — K. HALUPCZOK



Seite 12 Kapitel 1

Das heifst, ([a1,...,an],an41) a1« ... an] = a1, ..., a,)].

Also ist |ay - ... - ay,| ein Teiler von [ay, ..., a,].

Da |aj -...-ay| ein Vielfaches von a; fiir alle j € N mit j < n ist, ist a3 ... a,| >
(a1, ..., a,).

Es bleibt nur |ay - ... a,| = [a1, ..., a,].

Damit folgt ([a1,...,a,],a,41) = 1.
Das heit insbesondere (a;, a,11) = 1 fiir alle j € N mit j < n.
Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus |ay - ... - a,| = [a1, ..., a,] aukerdem

(aj,ar) =1 fiir alle 7 € N und alle £ € N mit j < k < n. O

Die Primzahlen als multiplikative Bausteine der ganzen Zahlen bilden eine wichtige Teilmenge
von N und haben von Beginn an die Aufmerksamkeit der Mathematiker auf sich gezogen.

Definition 1.13 (Primzahlen)

a) p € N heift Primzahl (oder prim), wenn p > 1 ist und nur die natiirlichen Teiler 1
und p besitzt.

P := {q € N; ¢ ist Primzahl} ist die Menge aller Primzahlen.

b) n € N\ {1} heift zusammengesetzt, wenn n keine Primzahl ist.

Folgerung 1.14 (Lemma von EUKLID)
BEHAUPTUNG: p € N\ {1} ist genau dann eine Primzahl, wenn

Vae N Vbe N mit p| (ab) folgt: (pla oder pl|b).

BEWEIS:

(i) =

Seien p € P eine Primzahl, a« € N und b € N mit p| (ab).
Ist d :== (p,a) > 1, so muss d = p sein. Dann folgt pla.

Im Fall (p,a) =1 folgt p|b nach Lemma 1.9 (2) auf Seite 9.

(ii) ,,<=

Die Umkehrung ist simpel.

Sei n € N\ {1} zusammengesetzt.

Dann gibt es ny € N\ {1} und ny € N\ {1} mit n = nyn,.

Insbesondere gilt n|nins.

Wegen n; > 1 und ng > 1 ist n > max {ny, ne} und deshalb gilt weder n|n; noch njny. O
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SATz 1.15 (Unendlichkeit der Primzahlmenge (EUKLID))
BEHAUPTUNG: Es ezistieren unendlich viele Primzahlen.

BEWEIS:

(i) Erster Beweis (nach EUKLID)

Jedes n € N\ {1} besitzt mindestens einen Primteiler (also Teiler, der Primzahl ist), bei-
spielsweise den kleinsten Teiler d von n mit 1 < d < n.

Seien k € N und p; € P fiir alle j € N mit j < k verschiedene Primzahlen.

(Das heifst z.B., es ist p; < pj;; fir alle j € Nmit j <k —1.)
k
Dann ist jeder Primteiler von n:= 1+ [[ p; > 1 von py, ..., px verschieden.
j=1
Denn aus ¢ € P, ¢|n und ¢ = p; fiir ein j € N mit j < k folgte ¢|1, was nicht sein kann.

Auf diese Weise konnen unendlich viele Primzahlen gewonnen werden. O

(ii) Zweiter Beweis (nach EULER)
Angenommen es gibt ein £ € N und fiir alle j € N mit j <k ein p; € P mit

P={p;eP;jeNmitj<k}.

Das heifst, py, ..., pr sind alle Primzahlen.

Dann ist das Produkt .
1\~ =1
() -1 (27)

pelP peP

konvergent, da es endlich ist. Mit dem Satz iiber die Eindeutigkeit der Primfaktorzerle-
gung 1.17 auf Seite 15 (zu dessen Beweis die Unendlichkeit der Primzahlmenge nicht benutzt

[e.e]

1
wird) sieht man, dass das Produkt mit Z — tlibereinstimmt.
n

Die Divergenz der harmonischen Reihe er_gibt einen Widerspruch. O

(iii) Dritter Beweis

Im Zusammenhang mit der Frage nach der Konstruierbarkeit des reguldren n—FEcks (n € N)
mit Zirkel und Lineal taucht das Problem auf, welche der Zahlen 2™ + 1 mit m € N prim
sind. Weil fiir alle £ € N und alle (ungeraden) ¢ € N mit 2 f ¢

2R 4 1= (28 1) (28D — 2K )

ist, kann dies nur der Fall sein, wenn m selbst Zweierpotenz ist. Zu Ehren ihres ersten Unter-
suchers Pierre DE FERMAT (1601-1665) nennt man die Zahlen

F,:=2"+1 mitneN,
FERMAT—Zahlen. Diese Zahlen sind paarweise teilerfremd. Es gilt

(FnyFrn) =1 VneNVmeNmitn#m
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(Die Teilerfremdheit folgt mit F,, .y = F, - (dzk_l S R 1) + 2 fiir alle n € N und

alle k € N mit d := 22".)
Jede unendliche Folge paarweise teilerfremder Zahlen liefert unendlich viele Primteiler. [

Die Tatsache, dass F},. .., Fy prim sind, fiihrte FERMAT zu der Vermutung, dass dies fiir alle
F,, zutrifft. EULER widerlegte diese Vermutung durch das Beispiel

F5 =641-6700417.

Ebenso sind Fg, F7 und Fy Produkte aus zwei Primzahlen. Bis heute kennt man kein weiteres
primes F,,. Die Frage, ob es unter den F,, weitere, oder gar unendlich viele Primzahlen gibt,
diirfte fiir lange Zeit noch unangreifbar sein.

Ein einfaches Verfahren zur Aufstellung von Primzahllisten ist

ALGORITHMUS 1.16 (Sieb des ERATOSTHENES)
(ERATOSTHENES, 2767-1947 vor Christus)
Sei N € N\ {1}.

1) Man schreibe die Zahlen 2,..., N auf.
21) Man streiche die echten Vielfachen von 2.

2,) Man gehe zur néchsten nicht gestrichenen Zahl und streiche hiervon alle echten Vielfa-
chen, usw.

3) Man hore auf, wenn die nichste ungestrichene Zahl gréfer als /N ist.

BEHAUPTUNG: Die nicht gestrichenen Zahlen sind die Primzahlen kleiner oder gleich N.

BEWEIS:
Es geht keine Primzahl verloren, denn es werden nur echte Vielfache von Zahlen grofer oder
gleich 2 gestrichen.

Jedes zusammengesetzte n € N mit n < N wird gestrichen, denn es hat einen Primteiler
p € P mit p <+N.
Dieses p wird nicht gestrichen, n als echtes Vielfaches von p fallt weg. O

Zur Kenntnis der multiplikativen Struktur von Z ist der folgende Satz grundlegend. Obwohl
er intuitiv wesentlich frither benutzt wurde, ist er erst von GAUSS in exakter Form angegeben
worden.
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SATZ 1.17 (Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung)
BEHAUPTUNG: Jedes n > 1 besitzt genau eine Darstellung (,,kanonische Zerlegung®)

_ k1 kg
n—pl '...'pe

mit £ € N, p; € P, kj € N fiir alle j € N mit j <k und p; < pj11 fir alle
J €N mitj<k.

P x N N
Anders formuliert gibt es also genau eine Funktion o« : { 8 T o } mit
(p,n)" = opn
n = Hpo"”” fiir alle n € N. ((p,n)" ist der Vektor aus P x N mit Eintréigen p und n.)
pelP

Dabei ist das Produkt iiber alle Primzahlen erstreckt und a,, # 0 gilt fiir ein festes n € N
nur fiir endliche viele p € P. Es ist o1 = 0 fiir alle p € P.

BEWEIS:

(i) Existenz

Der Beweis verlauft induktiv.

Falls n € N nicht prim ist, zerféllt es in zwei Faktoren n; € N\ {1} und ny € N\ {1} mit
n = nins.

Wegen min {n;;ny} > 1 und n = nyny ist max {ni;ns} < n.

Nach Induktionsvoraussetzung sind n; und ns Produkte von Potenzen von Primzahlen.
Also ist auch n = nyn» ein Produkt aus Potenzen von Primzahlen.

(ii) Eindeutigkeit

Es gebe Zahlen mit zwei Darstellungen. n € N\ {1} sei unter diesen die Kleinste.

Seien k€ N,/ € N, p; € P,y € P fiir alle j € Nmit j <k, ¢, € P, 8, € P fiir alle h € N
mit h < ¢ derart, dass p; < pj fiir alle j € N mit j < k£ und ¢, < g4 fiir alle A € N mit
h < ¢ und

k 14
o= 10 =TT ©
j=1 h=1

gilt.

Es ist p; # g fiir alle h € N mit A < ¢, da sonst durch p; dividiert werden kénnte, und man
ein kleineres n mit zwei Darstellungen erhielte.

Also ist (p1,qn) = 1 (denn (py, qs) > 1 bedingte p; = ¢q3,) fiir alle h € N mit h < /.

Aus (O) sieht man
¢
P <q1 -qf1_1~qu”> :
h=2

¢
Sei =g ] q,ﬁlh.
h=2
Lemma 1.9 (2) auf Seite 9 und (p1, ¢1) = 1 bewirken p;|n.
Die Fortsetzung dieses Verfahrens fiihrt schlieklich zu p;|q,, was wegen (p;,q) = 1 ausge-
schlossen ist. O
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Hinweis
(¢77794

Wird im Folgenden ,,n = pi*-...-p*“ oder ,n = [] p™* geschrieben, so ist stets die eindeutige

pelP
Primfaktorzerlegung im Sinne von Satz 1.17 gemeint. Die Eigenschaften der Parameter &, p;

und a; werden nicht mehr genauer definiert.
Fiir das Weitere ist eine einfache Feststellung wichtig.

Bemerkung 1.18
Fiir n € N und d € N mit

gilt
d|n = Vpist b, < a,.

BEWEIS:
Die Richtung ,<=" ist klar.

Es gelte also d|n und b, > a, fiir (mindestens) ein p € P.

Seien m = % und ¢ := —. Es sind m € N und ¢ € N.

b
p P
Damit folgt n = md = mcp® und somit np=% = cp»~%m.
Links steht ein 7 € N, in dessen Primfaktorzerlegung p nicht vorkommt, wéhrend es rechts
mit einem Exponenten von mindestens b, — a, > 0 auftritt.

Dies widerspricht dem Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung 1.17 auf der vorherigen
Seite. O

Es gilt

#{deN;d|Hpjj}=H(aj+1).

J=1 J=1

Mit Bemerkung 1.18 siecht man unmittelbar

SATZ 1.19 (Primfaktorzerlegung von ggT und kgV)

VORAUSSETZUNGEN:
Seien k € N und n; = Hp“m € N fiir alle j € N mit j < k. Seien
pelP
k k
Ap = mnin (ap;) und By, := max (ap,;)
j= j=
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BEHAUPTUNG: Dann gilt

(nl,...,nk):HpAp und [nl,...,nk]:HpBP.

peP peP

BEWEIS:

(1) (n1y...yn)
Bemerkung 1.18 auf der vorherigen Seite liefert, dass [] p» fiir alle j € N mit j < k ein
pelP
Teiler von n; ist.
Ist ¢ = [] p** nun ein gemeinsamer Teiler der n; mit j € N und j < k, so ist o, < a,; fiir
pelP
alle j € N mit j < k und alle p € P. Damit folgt fiir alle p € P

k
ape < Ap = Ijnzl? (ap,5).

Bemerkung 1.18 auf der vorherigen Seite zeigt c¢| [] p*» und mit Folgerung 1.7 (1) auf Seite 6
pelP

(N1, ...,ng) = HpAP.

pelP

folgt

(ii) [n1y..., 1]

Bemerkung 1.18 auf der vorherigen Seite liefert, dass [] pPr fiir alle j € N mit j < k ein
pelP

Vielfaches von n; ist.

Ist m = [] p*™ nun ein gemeinsames Vielfaches der n; mit j € N und j < k, so ist
pelP
Qpm > apj flir alle j € N mit 7 <k und alle p € P. Damit folgt fiir alle p € P

k
apm > By, = I?jf( (ap;)-

Dies zeigt [] pPr|m und es folgt
pelP

[nl,...,nk]:HpBP. O

pelP

Der Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung besagt, dass jedes nicht—Null-Element
des Ringes Z eindeutig als Produkt von unzerlegbaren Elementen p € [P und einer Einheit
e € {—1,1} geschrieben werden kann. Die néchsteinfachen Bereiche sind die Ringe

Z[\/E] Z:{bl—l—bg\/a;blEZund bQGZ}

fir a € Z \ {k* € Z ; k € Z}. Hier konnen in naheliegender Weise Einheiten und Primelele-
mente definiert werden. Wie das Beispiel

6=2-3=(1+Vv=5) - (1-v=5) in Z[V-5]

zeigt, kann die Eigenschaft der eindeutigen Zerlegbarkeit in Primfaktoren verloren gehen.
Diese Probleme bilden den Ausgangspunkt zur algebraischen Zahlentheorie.
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Kapitel 2: Kongruenzen und Restsysteme

Bei Division durch eine feste Zahl m € N bilden die kleinsten nichtnegativen Reste eine m—
periodische Folge. Fiir zahlreiche Fragen reicht es aus, das Verhalten innerhalb einer Periode
zu studieren.

Definition 2.1 (kongruent modulo m)

Fiir m € N heifen a € Z und b € Z kongruent modulo m, wenn m| (b — a).
(D.h., wenn b = a + gm fiir ein g € Z ist.)

Kurz: a = b mod m oder a = b(m).

m heifst Modul der Kongruenz.

Folgerung 2.2

Seiena € Z, beZ,ce€l, ay € %, by € Z, ay € Z und by € Z.

Seien k € N, m € N, m; € N fiir alle j € Nmit j <k, n€ Z und f € Z[x].
Dann gilt

(1) a=b(m) <+~ a und b lassen bei Division durch m
denselben kleinsten nichtnegativen Rest.

(2) a=b(m)undb=c(m) = a=c(m).
(B) ar=by(m)und ay =by (m) = (a1 + az) = (by + b2) (M) und ajas = b1by (M).
(@) a=bim) = f(a)=F(b)(m).

(5) na=nb(m) = a=b (L) Insbesondere a = b (m), falls (n,m) = 1.

(n,m)
(6) a=b(m;) firalle j e Nmit j <k <= a=b(my,...,my).
(M) a=b(m) = (a,m)=(b,m).
BEWEIS:

Die Eigenschaften (1), (2) und (3) sind unmittelbar einzusehen.
(4) entsteht durch mehrfache Anwendung von (3).

Mit der Definition sieht man — | —— . (b—a).
(n,m)| (n,m)
Wegen (W, (mni,n) = 1 und Lemma 1.9 (2) auf Seite 9 gilt (o) (b—a)
Das ist Behauptung (5).
(6) ist klar.
(7) ergibt sich aus
a=b(m) = (dmAdla < dmAdb). O
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Die Relation ,= mod m® ist fiir alle m € N offenbar eine Aquivalenzrelation auf Z, zerlegt
Z also in m paarweise disjunkte Aquivalenzklassen.

Definition 2.3 (Restklassen)
Fiir alle m € N heifen die Aquivalenzklassen der Relation ,= mod m“ auf Z Restklassen
modulo m.

Folgerungen 2.4

(1) Fiir alle m € N haben die Restklassen modulo m die Gestalt

r+mZ:={(r+ma) €Z;a€l} mit x € Z.

(Ist der Modul m € N klar, so schreiben wir auch kurz z := x + mZ.)

Fiir alle m € N, alle z € Z und alle y € Z ist

r+ml =y+mZ = r =y mod m.

(2) Fiir alle m € N wird durch

(x1 +mZ) + (x2 + mMZ) = (x1 + x2) + MZ
(Kurz: o1 + x5 = 21 + 29)
auf Z,,, der Menge der Restklassen modulo m, eine Verkniipfung definiert, die Z,, zu
einer Gruppe macht.
(3) Fiir alle m € N ist (Z,,, +) zyklisch.

Fiir alle m € N und alle a € Z ist a + mZ genau dann ein erzeugendes Element von
(Zm, +), wenn (a,m) =1 ist.

BEWEIS:

(1) ist klar. Sei m € N.

Die Definition der Addition in (2) ist unabhéngig von den Représentanten.
Denn sind xy € Z, &} € Z, 29 € Z und 2}, € Z mit

tf € xj+mZ, also x;=x;modm  fiiralle j € {1,2},
dann folgt ) + x4, = (x1 + x2) mod m, also
(2} + mZ) + (x5 + mZ) = (x1 + x3) + MZ.

Assoziativitdt und Kommutativitdt der Verkniipfung gelten wie in Z.

0 + mZ ist das neutrale Element, zu x +mZ mit x € Z ist (m — x) + mZ das Inverse.

1+ mZ ist Erzeugendes der Gruppe.

Die letzte Bemerkung in (3) wird im Anschluss an die néchste Definition bewiesen. O
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Definition 2.5 (vollsténdiges Restsystem)

a) Fir alle m € N heift (Z,,, +) mit Z,, und + wie in Folgerung 2.4 (2) additive Rest-
klassengruppe modulo m.

b) {z1,...,2m} C Z heift vollstéindiges Restsystem modulo m € N wenn
xj # xp mod m fiir alle j € N und alle k € Nmit j <k <m

ist, bzw. jede Restklasse modulo m genau ein z; mit j € N und j < m enthailt.

Folgerung 2.6
Seien m € N, {z1,...,z,,} C Z ein vollstandiges Restsystem modulo m, a € Z und b € Z

Dann ist {z1 + a, ..., 2, + a} ein vollstandiges Restsystem modulo m.
{z1b, ..., x,,b} ist genau dann ein vollstandiges Restsystem mod m, wenn (b, m) = 1 ist.
BEWEIS:

Mit z € Z und y € Z sind auch x 4+ a und y 4+ @ modulo m inkongruent.

Dasselbe gilt nach Folgerung 2.2 (5) auf Seite 18 fiir b und yb, falls (b, m) = 1 ist.
Sei nun d := (m, b) > 1 vorausgesetzt. Dann ist 1 <™ < m und % # 0 (m).

Gilt oBdA 21 =0 (m) und 25 = " (m), dann folgt

r1b=0(m) und m2bz(%~b>modmz<§-m)modm50(m).

Also bildet {z1b, ..., x,,b} kein vollstindiges Restsystem modulo m. O

Dies beinhaltet Folgerung 2.4 (3) auf Seite 19, denn = + mZ erzeugt (Z,,,+) genau dann,
wenn {z-0,z-1,...,2-(m — 1)} ein vollstdndiges Restsystem modulo m ist.

(Zp, -) mit (x +mZ) - (y + mZ) := xy +mZ fir alle x € Z und alle y € Z ist fiir alle m € N
assoziativ und kommutativ, 1 + mZ wirkt als neutrales Element, aber nicht fiir alle x + mZ
existiert ein multiplikatives Inverses, z.B. im Fall m # 1 fiir 0 + mZ.

SATZ 2.7 (multiplikative Inverse)
BEHAUPTUNG: Zu a + mZ mit a € Z und m € N existiert genau dann ein multiplikatives
Inverses, also ein a* € 7, mit

(a+mZ)-(a*+mZ)=1+mZ,
wenn (a,m) =1 ist.
Die maximale Teilmenge der Restklassen modulo m, auf der die Multiplikation zur Gruppen—

Eigenschaft fithrt, ist somit die Menge der sogenannten ,reduzierten Restklassen (siche De-
finition 2.8).
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BEWEIS:

Seien a € Z und m € N mit (a,m) = 1.

Nach Satz 1.6 auf Seite 6 existieren ein a* € Z und ein z € Z mit aa* +mz = 1.

Dies bedeutet aa* =1 (m) oder (a +mZ) - (a* + mZ) = 1 + mZ.

Gibt es ein b € Z und ein b* € Z mit (b + mZ) - (b* +mZ) = 1 + mZ, so gilt bb* = 1 (m).
Also gibt es ein g € Z mit bb* = 1+ gm und aus (b, m) |b und (b, m) |m ergibt sich (b, m)|1.
Dies zeigt (b,m) = 1. O

Definition 2.8
a) a+mZ mit a € Z und m € N heifit reduzierte oder prime Restklasse modulo m,
wenn (a,m) = 1 ist.
(Nach Folgerung 2.2 (7) auf Seite 18 besteht die gesamte Restklasse aus zu m teiler-

fremden Zahlen, wenn dies fiir nur ein Element zutrifft.)

b) (Die Anzahl der reduzierten Restklassen modulo m € N heifit ¢ (m) .)

. W, ird als EULER’sche ¢—
7Pl n o= o) =#{aeN;a<nund (a,n)=1} [ "0 F sche ¢

Funktion oder kurz EULER—Funktion bezeichnet. (Leonhard EULER, 1707-1783).
c) Die Menge der ¢ (m) reduzierten Restklassen modulo m € N wird mit Z, abgekiirzt.
Die (nach Satz 2.7 auf der vorherigen Seite) abelsche Gruppe (Z7,, - ) heifft multipli-
kative Restklassengruppe modulo m.
d) Jedes Vertretersystem {a:l, o ,x@(m)} C Z der ¢ (m) reduzierten Restklassen modulo
m € N heift reduziertes oder primes Restsystem modulo m.

(,prim“ besagt hier nicht, dass die z; Primzahlen sein sollen).

Folgerung 2.9
Sind {xl, o ,xw(m)} C Z ein reduziertes Restsystem modulo m € N und a € Z mit (a, m) =
1, so ist auch {axl, e ax@(m)} eines.

Der BEWEIS verlauft wie der zu Folgerung 2.6.

Fir m € N\ {1} sind die m € P offenbar die einzigen Moduln, zu denen alle a + mZ mit
a € Z\ (0 +mZ) ein multiplikatives Inverses besitzen.

Zy(+, -, 04 pZ,1 + pZ) ist genau fiir alle p € P ein Korper.

Fiir kein anderes m € N\ ({1} UP) hat Z,, (+, - ,0+ mZ, 1 + mZ) diese Eigenschaft. In der
Algebra wird gezeigt, dafl es exakt zu den m € {pk eN;:;pePund k € IN} einen Korper
mit m Elementen gibt. Dieser ist bis auf [somorphie eindeutig bestimmt und wird als GF' (pk)
(GaLois-Feld; Evariste GALOIS, 1811-1832) bezeichnet. Fir £k € N\ {1} und p € P ist die
Konstruktion der GF (pk) ein wenig verwickelter als fiir £k =1 und p € P.
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SATZ 2.10 (Werte von )

VORAUSSETZUNGEN:
Seien m € N, n € N mit (n,m) = 1, {561,---,36@(7%)} C Z ein reduziertes Restsystem
modulo m und {yl, e ,y@(n)} C Z ein reduziertes Restsystem modulo n.

Seienp € P,k € N, ¢ € N, p; € P und a; € N fiir alle j € N mit j < { derart, dass p; < pj11
fiir alle j € N mit j < ¢ gilt.

BEHAUPTUNG: (1) {(zjn+ysm) €Z;j e N mitj <e(m) und h € N mit h < (n)}
st ein reduziertes Restsystem modulo mn.

(2) Es gilt ¢ (mn) = ¢ (m) - ¢ (n)
(d.h. die zahlentheoretische Funktion ¢ : N — N ist ,multiplikativ).

(3) Bs sind ¢ (p) = (p—1)-p"" und ¢ <Hp§j) =@ -1-p7".

BEWEIS:

(i) Zu (1) und (2)

Die ¢ (m) - ¢ (n) Zahlen aus der angegebenen Menge sind zu mn teilerfremd:

Seien 7 € N mit j < ¢ (n) und h € N mit h < ¢ (n).

Hat mn mit zj, := z;n + y,m einen Primteiler p € P gemeinsam, dann gilt oBdA p|n, also
pl (ynm) = zjn — x;jn.

Wegen (yn,n) = 1 und Lemma 1.9 (2) auf Seite 9 folgt p|m, also p| (m,n) = 1, was nicht sein
kann.

Die z;;, sind mod mn paarweise inkongruent:
Seien j* € N und ' € N mit j' < ¢ (m), i’ < ¢ (n) und

z;n + ypym = (z;n + ypym) mod mn.
Dann folgt
m|((z; —zj)n+ (yn — yw) m) , also  ml(z; —xy)n.

Mit (m,n) =1 und Lemma 1.9 (2) ergibt sich m| (z; — x;), bzw, z; = z;; mod m.
Das heifst aber j = 5. Ebenso folgt h = h'.

Auferdem ist jedes z € Z mit (z,mn) =1 zu einem der z;, modulo mn kongruent.
Denn nach Satz 1.6 auf Seite 6 existieren 2’ € Z und y' € Z mit z = 2'n + y'm.
Hier muss (2/,m) = (y/,n) = 1 sein, da ansonsten (z,mn) > 1 wére.

Es gibt also ein 7 € N mit j < ¢ (m) und ein heNmit h < (n), so dass

' =a;(m) und ¥ =y; (n), also z = (zjn+ y;m) mod mn

ist. Dies zeigt (1) und (2).
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(ii) Zu (3)
Es ist

p(r") =#{aeN;a<p" undp fa}
:#{aEN;aSpk}—#{aEN;aSpkundaEO(p)}
R

Die letzte Formel entsteht durch mehrfaches Anwenden von (2) und dem Vorigen. O

Die nun folgende Kongruenz gehort zu den wichtigsten Aussagen der elementaren Zahlen-
theorie. Zum Anschluss an dieses Kapitel soll auf eine Anwendung in der Kryptografie (RSA—
Verfahren) eingegangen werden.

SaTrz 2.11 (EuLERsche Kongruenz)
BEHAUPTUNG: Fir alle a € Z und alle m € N mit (a,m) =1 gilt

a?™ =1 mod m.

Fiir alle b € Z und alle p € P gilt ®» = b mod p (FERMAT-Kongruenz).

BEWEIS:

Seien m € N, {xl, e ,xw(m)} C Z, {yl, e ,yso(m)} C Z zwei reduzierte Restsysteme modulo
m, a € Z mit (a,m)=1,b€ Z und p € P.

Dann folgt nach eventueller Umbenennung

z; = yj (m) fir alle j € N mit j < ¢ (m).

Mehrfache Anwendung von Folgerung 2.2 (3) auf Seite 18 ergibt

©(m) ©(m)
P::ijz Hyjmodm. (0)
j=1 j=1

Aukerdem ist (P,m) =1, da (z;,m) = 1 fur alle j € N mit j < ¢ (m) ist.
Nach Folgerung 2.9 auf Seite 21 darf als {yl, . .yw(m)} das System {aml, cee ax@(m)} genom-
men werden. Dann wird aus (O)

P =a¢*"™ . P mod m.

Da (P,m) =1, kann nach Folgerung 2.2 (5) P gekiirzt werden.
Ist (b,p) =1, so folgt ¥ = b mod p aus ¢ (p) = p — 1 und dem Vorherigen.
Ist (b,p) # 1, so ist b = 0 mod p und deshalb auch b = 0 mod p. a
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Bemerkung
Die FERMAT-Kongruenz wird oft auch in der Form

¥~!'=1modp

fiir alle b € Z und alle p € P mit p [ b angegeben.
Die EULERsche Kongruenz ist ein Spezialfall eines gruppentheoretischen Satzes:

BEHAUPTUNG: Ist G eine Gruppe mit n € N Elementen und dem neutralen Element e € G,
so gilt fiir jedes g € G

gt =e.

Der Beweis beruht auf der gleichen Idee wie der eben ausgefiihrte Beweis.

Bemerkung (Die FERMAT-Kongruenz als ,Glasperlenspiel®)
Es sollen Halsketten aus je p € P Perlen gebastelt werden.
Dazu stehen Perlen in @ € N\ {1} verschiedenen Farben zur Verfiigung (p fa).

Wieviele mogliche Halsketten gibt es, die aus Perlen
mit verschiedenen Farben bestehen?

Es gibt a viele verschiedene einfarbige Ketten.

Insgesamt gibt es a? viele Moglichkeiten, p Perlen hintereinander anzuordnen. Dies entpricht
der Anzahl der moglichen Ketten, bevor die Enden verknotet werden.

Also gibt es a? — a viele verschiedene unverknotete bunte Ketten.

Durch Verknoten der Enden werden jeweils p solche Ketten miteinander identifiziert, weil
man nun die Perlen auch iiber den Knoten schieben kann. Da die Ketten nicht einfarbig sind,
sind dies tatséchlich p viele und nicht weniger. Hier geht entscheidend der Primzahlcharakter

von p ein.
P

Also gibt es T % iele verschiedene Moglichkeiten, aus Perlen, die a verschiedene Farben

haben, Halsketten, die aus p Perlen bestehen, zu basteln.
Insbesondere folgt

afP —a
p

S/ bzw.  p|(a’ —a) bzw. a’ = a mod p.

Wihrend die Struktur der Gruppe (Z,,, +) auf der Hand liegt, ist (Z,, - ) wesentlich miih-
samer zu analysieren. Wie der néchste Satz — der erste in dieser Vorlesung mit einigem
Tiefgang — zeigen wird, ist die Zyklizitdt der Gruppe eher die Ausnahme.

Definition 2.12 (Primitivwurzeln und Ordnung)

a) Fir m € N heift ein a € Z mit (a,m) = 1 Primitivwurzel modulo m, wenn
{a? € N;j € Nmit j < p(m)} ein reduziertes Restsystem modulo m bildet.

Mit anderen Worten: a ist erzeugendes Element der Gruppe (Z7,, - ).
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b) Fiir alle m € N und alle a € Z mit (a,m) = 1 heifst

ord, (a) := min{delN;adE 1 mod m}

Ordnung von a modulo m.

Seien m € N und a € Z mit (a,m) = 1. Nach der EULER—Kongruenz 2.11 auf Seite 23 gibt
eseind e {j € N;j<p(m)} mit a® =1 (m).

Das kleinste solche d ist die Ordnung von a modulo m.
Dies entspricht dem Begriff der Ordnung des Elements a + mZ in der Gruppe (Z7,, - ).
a ist demnach Primitivwurzel modulo m genau dann, wenn ord,, (a) = ¢ (m) ist.

Man beachte auch, dass ord,, (b) nur fiir b € Z mit (b,m) = 1 definiert ist.

(Zz,, -) ist genau dann zyklisch, wenn Primitivwurzeln modulo m € N existieren.

SATZ 2.13 (Satz von EULER)
BEHAUPTUNG: Zu m € N existiert genau dann eine Primitivwurzel, wenn

me {1,2,4}
U{p*eN;peP\{2},ke N}
U{2p" e N;peP\{2},ke N} ist

Der Beweis des Satzes verwendet sowohl einige Uberlegungen zum Ordnungs-Begriff, die auch
aufkerhalb des Beweises interessant sind, als auch einen Satz von LAGRANGE. Diese werden
zunédchst aufgefiihrt, bevor der Satz von EULER dann bewiesen wird.

Lemma 2.14 (Zum Begriff der Ordnung)
VORAUSSETZUNGEN:

Seien m € N und a € Z mit (a,m) =1

Seien a; € Z mit (a;,m) =1, ay € Z mit (az,m) = 1, dy := ord,, (a1) und ds := ord,, (as).
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BEHAUPTUNG: (1) Fir alle j € Ny und alle k € Ny mit j < k < ord,, (a) ist
a’ # a* mod m.

(Die Zahlen a° a',..., a4~ sind paarweise inkongruent modu-
lom.)

(2) Fiir alle ¢ € Ng und alle k € Ng gilt

at = a* (m) = ¢ =k (ord,, (a)).

Insbesondere gilt fiir alle £ € Ny

a* =1 modm — ord,, (a) |¢.

(3) ordm (a)] ¢ (m)
(4) Sindn € N und d € N mit ord,, (a) = nd, so gilt

ord,, (a") = d.

(5) Ist (dl,dg) = 1, SO ngt

OI'dm (a1a2> = dldg.

BEWEIS:

(i) Zu (1)

Fiir alle j € N und alle k¥ € N mit j < k < ord,, (a) und o/ = a* mod m folgt wegen
(a,m) = 1 mit Folgerung 2.2 (5) auf Seite 18 a*~/ = 1 mod m.

Dies ist (wegen k — j < ord,, (a)) ein Widerspruch zur Minimalitdt von ord,, (a).

(ii) Zu (2)

Seien k € Ny und ¢ € Nj,.

Nach Satz 1.4 auf Seite 4 gibt es ein g, € Z, ein ry € N, ein g, € Z und ein r, € N mit
T < ord,, (a), r, < ord,, (a),

k=gy-ordy,(a)+r, und  £=g,-ord, (a)+ 1.
Mit Folgerung 2.2 (3) auf Seite 18 folgt
aF = (aordm(a))gk caTE = 19 . gk (m) = q"* (m)

und
al = (aordm(“))gl cat=1%-a" (m)=d" (m).

Ist nun a’ = a* mod m, so folgt @™ = a™ mod m und mit (1) ergibt sich r, = 7.

Aus a* = a* mod m folgt also ¢ = k mod ord,, (a).
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Ist umgekehrt ¢ = k mod ord,, (a), so ist r, = 4 und es folgt
a' = a" mod m = a"™ mod m = * mod m.

(iii) Zu (3)

Nach der EULER’schen Kongruenz 2.11 auf Seite 23 ist a#™ = 1 (m) = a° (m).
Mit (2) folgt ¢ (m) =0 (ord,, (a)).

(iv) Zu (4)

Seien n € N und d € N mit ord,, (a) = nd. Sei d’' := ord,, (™). Dann gilt

/ d
" = (a™)" =1 mod m = a” mod m.

Mit (2) und ord,, (a) = nd folgt nd’ = 0 (nd), bzw. die Existenz eines h € Z mit nd’ = ndh.
Also ist d’ = hd. Insbesondere ist h > 0, da d’ > 0 und d > 0 sind.
Andererseits ist
(@) = a" = ¢®4@ =1 mod m = (a")° mod m
und mit (2) und d' = ord,, (a™) folgt d'|d.
Also ist d ein Vielfaches von d’ = hd, was nur fiir h = 1 moglich ist.
Das heift aber d = d’ = ord,, (a").

(V) Zu (5)
Sei e := ord,, (ajaz). Potenziert man die Kongruenz (a;as)® = 1 (m) mit dy, so ergibt sich

as™ - aS™ =1 mod m.

d di\€ _ : d _
Wegen ai"" = (a{')" = 1°(m) wird daraus a5" = a) mod m.

Nach (2) und Lemma 1.9 (2) auf Seite 9 folgt also mit (di,ds) =1
d2|6d1 bzw. d2|6.

Analog ergibt sich d;|e und erneut wegen (d;,dy) = 1 folgt

d1d2|€.
Aus (2) und
(aas)™® = (aclll)d2 . (agQ)dl =1%.1% (;m) = (a1a,)° mod m
folgt umgekehrt e|d;ds, woraus sich e = dydy ergibt. ]

SATz 3.5 (Satz von LAGRANGE)

VORAUSSETZUNGEN:
Seien n € N, a; € Z fiir alle j € Ny mit j <n und p € P mit (a,,p) = 1.
C —- C
Sei f : v - f(z)= zn:ajxj das Polynom mit Koeffizientenfolge (aj);;o CZ.
7=0
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Sei R C Z ein vollstindiges Restsystem modulo p.

BEHAUPTUNG: Dann ist
#{rxeR;f(x)=0mod p} <n.

Es gibt also in jedem vollstéandigen Restsystem modulo p € P (insbesondere in {0,...,p — 1})
hochstens deg (f) viele Losungen der Kongruenz f () = 0 mod p (f € Z[z]).

Diese Aussage ist klar, wenn man bedenkt, dass ,= mod p in Z“ dasselbe bedeutet wie
»= im Korper Z,". Die Bedingung p [ a,, besagt, dass f als Polynom iiber Z, den Grad n hat.
Nach einem allgemeinen Satz der Algebra — dessen Beweis im Folgenden im Prinzip gegeben
wird — besitzt f iiber Z, hochstens n Nullstellen, was der Behauptung entspricht.

BEWEIS:
Seien im Fall, dass es tiberhaupt Losungen gibt, 1 € R mit f (x1) = 0 mod p. Polynomdivi-
sion ergibt

f(x)=(z—z1)-g(x)+br
fiir alle x € Z mit einem Polynom g vom Grad n —1, dessen Leitkoeffizient nicht von p geteilt
wird. x = x; zeigt by = 0 mod p.
Fir alle x € R\ {z1} mit f(z) = 0 mod p ist nun

(x —21) - g(2) = f(x) = 0 mod p.

Wegen x —x; #Z 0 mod p folgt also g () = 0 mod p fiir alle x € R\ {x1} mit f (z) = 0 mod p.
Die Behauptung ergibt sich nun leicht induktiv.
Fiir n = 0 gibt es wegen ag Z 0 mod p keine Losung.
Fiir n =1 werden x € R mit
a1 4 ag = 0 mod p.

gesucht. Wegen (ay,p) = 1 existiert ein a} mit a;aj = 1 mod p, also werden x € R mit
x + apa] = 0 mod p,

gesucht.
Im Fall n =1 gibt es modulo p also genau eine Losung. O

Hinweis
Es darf hieraus nicht der Schluss gezogen werden, dass die Losungsanzahl stets n ist.
Es kann z.B. sein, dass fiir n > 2 gar keine Losungen existieren.

Nun kann auch Satz 2.13 bewiesen werden.

SATz 2.13 (Satz von EULER)
BEHAUPTUNG: Zu m € N existiert genau dann eine Primitivwurzel, wenn

me {1,2,4}

u{p* eN;peP\{2},keN}
U{2p* e N;peP\{2},k €N} ist.

Manuskript zur Vorlesung Elementare Zahlentheorie — Sommersemester 2009 — K. HALUPCZOK



Kongruenzen und Restsysteme Seite 29

BEWEIS:

(i) m € P\ {2}

1. Seien p € P\ {2}, dy, ..., d; alle modulo p auftretenden Ordnungen und

d=[d,....dy.

Es wird sich herausstellen, dass d = ¢ (p) = p — 1 ist und selbst als Ordnung angenom-
men wird, was der Behauptung entspricht.
2. Da alle d; mit j € N und j < k nach Lemma 2.14 (3) auf Seite 25 ¢ (p) = p — 1 teilen,
gilt
dl(p—1), bzw. d<p-1.
3. Fiir jedes a € Z} ist a® = 1 mod p, da ord,, (a) die Zahl d teilt. Die Kongruenz
¥ —1=0modp

hat p — 1 Lésungen modulo p, ndmlich alle x € Z mit p f x.
Nach dem Satz von LAGRANGE 3.5 auf Seite 45 muss d > p — 1 sein und mit 2. folgt

d=p—1.
Wegen p > 2 ist damit auch d > 1.
4. Seid = qll’1 S q?‘ die kanonische Zerlegung von d.
Sind d; = qlfl’j e qZ“ fiir alle j € N mit j < k die Primfaktorzerlegungen der modulo

p auftretenden Ordnungen (einige der Exponenten kénnen 0 sein), so gilt b, = m%ulx by, ;
j:

nach Satz 1.19 auf Seite 16.

Also gibt es ein ¢; € Z und ein d; € N mit (¢1,p) = 1 und

ord, (¢1) =g -dy,  wnd g [ d.

(Man nehme zum Beispiel ein ¢; € Z mit (¢1,p) = 1 und ord, (¢;) = d,, wobei p € N
mit 1 < k so gewahlt ist, dass ¢** ein Teiler von d, ist.)

Nach Lemma 2.14 (4) existiert a,(= ccllll) mit ord,(a;) = ¢'.

Analog erhélt man as, .. ., ap.

Da die q;-)j mit j € N und j < /¢ paarweise teilerfremd sind, ergibt Lemma 2.14 (5)
ord, (a - ...-a)) =" ... gt =d.

Mit 3. hat man ord, (a; - ...-ay) = p — 1. Das ist die Behauptung.
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(ii) Die Existenz von Primitivwurzeln modulo p* bzw. 2p* mit k € N

1. Es sei g eine Primitivwurzel modulo p(> 2). Es werden die Zahlen
co:=(g+p0)" mit £ € Nound £ <p—1

betrachtet.
Es gibt ein by € Z mit ¢y = gP~! = 1 + pby.
Fiir alle £ € N mit ¢ < p — 1 gibt es ein y, € Z mit
co=g""
= 1+ pbo
o= (g+p0)""
=¢" '+ (p—1)g"pl+ Py
=14p-(bo—Lg" > +p- (ye+g"7%))
=1+ pby
mit by := by — LgP 2+ p- (ye + gP2() fiir alle £ € N mit £ < p— 1.
Wegen (g, p) = 1 durchlaufen mit ¢ auch die b, ein volles Restsystem modulo p. Insbe-
sondere gibt es ein v € {0,...,p — 1} mit p f b,. Dieses v werde im Folgenden benutzt.

2. Seien k € N und d := ord, (g + pv). Dann gilt (g —I—pu)d = 1 mod p, und deshalb ist
p — 1 ein Teiler von d, da mit g auch g 4+ pr Primitivwurzel modulo p ist.

3. Nach Lemma 2.14 (3) gilt d ‘ gp(pk) = p*~1(p — 1), also gibt es mit 2. ein n € N mit

d=p"t(p—1) und n < k.

4. Aus (g + pv)P~" = 1+b,p folgt schrittweise die Existenz von zu p teilerfremden b, €EZ
mit 7 € N, so dass
(g+p)" ") =14 p b,
(g+p)" " =149 by,

USW.

gelten, indem die vorangehende Gleichung mit p potenziert wird. Denn wegen p > 2
gilt fiir alle j € N

Q4P b)) =) <Z) (b)) = 1D (b D )
h=1

fir ein y, ; € Z. Mit b, o := b, setzt man fiir alle j € Ng also b, 11 :==b,; +p -y, ;, was
fir (b,;,p) = 1 auch wieder teilerfremd zu p ist.
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Bemerkung
Man beachte, dass p # 2 bei ,,y, ; € Z* verwendet wird:

Fir p = 2 st (14+b,;-2)? = 14+2-2b,; + (2b,;)° = 1+ 22 (b,; +b2) mit
geradem b, ; + b ; fiir alle j € No und alle b,,; € Z.

Dieser problematische Fall tritt auf, wenn im letzten Summanden (Z ) bﬁ ;i pP D)
der Exponent p - (j + 1) mit j + 2 {ibereinstimmt.

p-(J+1)=j+2 — j-p—1)=2-p e j=—"
Dies ist nur fiir j = 0 und p = 2 moglich.

Aus der Kongruenz
(g+pv)* = (g+pr) Y =1mod p*
wird daher
1+p" b1 =1mod pk.
Wegen 3. ist also n = k und g + pv Primitivwurzel modulo p*.

5. Ist A Primitivwurzel modulo p*, so ist die ungerade unter den Zahlen h und h + p*
Primitivwurzel modulo 2p*.

Denn nach Satz 2.10 auf Seite 22 ist ¢ (ka) = (pk)

Falls ein ungerades z € (1 + 27%) die Kongruenz 2/ = 1 mod p* mit j € N erfiillt, dann
auch modulo 2p*, und umgekehrt. Fiir ungerade x € (1 + 2Z) ist also

ord,. (z) = ordg,s () .

(iii) m = 2* besitzt Primitivwurzeln nur fiir kK = 1 und k = 2

1 ist eine Primitivwurzel modulo 2, da 1 = 1 mod 2 ist.

3 ist eine Primitivwurzel modulo 4, da 3 = 3 mod 4 und 32 =9 =1 mod 4 sind.

Es ist ¢ (2F) = 2*7! nach Satz 2.10 auf Seite 22.

Ein ungerades a € (1 + 27Z) hat jedoch modulo 2* héchstens die Ordnung 2572, falls k& > 3
ist.

Denn man sieht induktiv die Existenz von a; € Z fiir alle j € N mit

a21:1+8-a1,
a® =1+16-ay,

¥ =142 a,_y=1mod 2.

(Zu a;: Es gibt ein b € Z mit a = 2b+ 1. Dann ist a®> = 40> +4b+1=4- (0> +b) + 1.
2? + z ist aber fiir alle 2z € Z gerade.)
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Es sei bemerkt, dafiir k& > 3 die 2¥~' Zahlen
+50 45 452!
ein reduziertes Restsystem mod 2% bilden. Zum Beweis benutzt man
527 =142""mod 2 fiiralle j € N\ {1,2},
was ordgr (5) = 2872 zeigt.

(iv) Ausschlieffen der weiteren m € N
Seien 1 < m = ¢ - ... gu" in kanonischer Zerlegung gegeben und ¢ € Z mit (¢, m) = 1.
Fiir jedes 7 € N mit j < p gilt wegen der EULERschen Kongruenz 2.11 auf Seite 23

#(47) =1 mod g
Ist f:= [go (@), .., (qﬁ"‘)}, so folgt ¢/ =1 mod q;-xj fiir alle j € N mit j < pu, also ist
¢/ =1 modm.
Wegen f|¢ (m) existieren Primitivwurzeln modulo m also nur, wenn
e(g) - o (g) =e(m)=f=[e(@),. . .,o(g")]
a

ist. Falls m mindestens zwei ungerade Primteiler besitzt, ist f < @. Im Fall m = 2% . ¢,
mit oy > 2 und ¢, > 2 gilt dies ebenfalls.
Also bleiben wegen (iii) nur die im Satz genannten m. O

Zusatzbemerkungen

1. Falls zu m € N eine Primitivwurzel g € Z existiert, bilden die Zahlen ¢/ mit j € N und
Jj < ¢ (m) ein reduziertes Restsystem modulo m.

Man iiberzeugt sich leicht, dass ¢ genau dann Primitivwurzel modulo m ist, wenn
(p(m),f) = 1 gilt. Somit gibt es zu den in Satz 2.13 genannten m genau ¢ (¢ (m))
modulo m verschiedene Primitivwurzeln.

2. Die Struktur der abelschen Gruppe Z, kann vollstdndig beschrieben werden.

Ist 1 <m=¢q-... g, dann zeigt Satz 2.10 auf Seite 22
Zm:qul X ... X Zqzu

(x bedeutet das direkte Produkt). Fiir ¢; > 2 (j € N, j < p) ist ZZQJ- isomorph zur
zyklischen Gruppe <Z@(qc_xj), —l—). Fiir ¢ = 2 und k£ > 3 ist nach der Bemerkung in (iii)
Z;k ~ Zig X ZQk—Q

(links mit der Multiplikation, rechts mit der Addition).

Manuskript zur Vorlesung Elementare Zahlentheorie — Sommersemester 2009 — K. HALUPCZOK



Kongruenzen und Restsysteme Seite 33

3. Die Konstruktion von Primitivwurzeln modulo p € P erfolgt, wie in (i) 4. angegeben,
sofern die Primfaktorzerlegung von ¢ (p) vorliegt.

Hat man eine Primitivwurzel modulo p € P gefunden, kann man wie in (ii) beschrieben
zu Primitivwurzeln modulo p* und modulo 2p* mit k € N aufsteigen.

4. Eine bis heute unbewiesene Behauptung von ARTIN besagt, dass 2 fiir unendlich viele
p € P eine Primitivwurzel modulo p ist.

BEWEIS: (von 1. und 2.)

(i) Zu 1. ,, =
Seien m € N, g € N eine Primitivwurzel modulo m und ¢ € N.
Dann gilt

_p(m) ¢ (m)
(gf) (p(m),0) — (gW) =1modm

nach der EULER-Kongruenz 2.11 auf Seite 23.
Damit ist die Ordnung von g héchstens %.
Wenn ¢* eine Primitivwurzel modulo m ist, hat es Ordnung ¢ (m), was nur mit (p (m),£) =1

moglich ist.

(i) Zu 1. <=
Es gelte nun (¢ (m),¢) = 1. Dann gibt es ein € Z und ein y € Z mit 1 =zl + yp (m).
Mit der EULER-Kongruenz 2.11 auf Seite 23 folgt

g= gl = ng'i'y@(m) = ng . (g@(m))y = ng mod m.

Ist d := ord,, (gf), so gilt ¢* = (gd)é = 1 mod m.
Erhebt man diese Kongruenz in die z-te Potenz, so zeigt sich mit g = ¢* mod m

1= ¢ modm= (g“)d mod m = ¢¢ mod m.

Da ¢ eine Primitivwurzel ist, folgt ¢ (m)|d aus Lemma 2.14 (2) auf Seite 25. Mit Lem-
ma 2.14 (3) ergibt sich d| ¢ (m), was zu d = ord,, (p*) = ¢ (m) fiihrt.

Dies charakterisiert ¢* als Primitivwurzel modulo m.

(iii) Zu 2.

Seien k € N und n € N mit (k,n) = 1. Die Abbildung

zi, — ZjxZ,
{ a+knZ — (a+kZ a+nZ)" }

ist bijektiv.

Wegen Satz 2.10 (2) auf Seite 22 geniigt es, die Injektivitat zu zeigen, da beide Mengen endlich

sind und gleich viele Elemente haben.

Ist 2 € Z mit z = 1 mod k und z = 1 mod n, so folgt aus (k,n) = 1 und Folgerung 2.2 (6)

auf Seite 18 z = 1 mod mn.

Damit ist die Abbildung injektiv und deshalb auch bijektiv.

Induktive Anwendung iiber die Anzahl der verschiedenen Primteiler des gegebenen Moduls

liefert die Behauptung. O
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Im folgenden Satz wird die Darstellbarkeit natiirlicher Zahlen in Ziffernsystemen behandelt,
im Anschluss daran die wohlbekannten Teilbarkeitsregeln im Zehnersystem.

SaTrz 2.15 (Ziffernsysteme)
VORAUSSETZUNG: Sei g € N\ {1}.

BEHAUPTUNG: Dann existieren zu jedem n € N eindeutig ein k € Ny (k + 1 = Stellenzahl)
und fir alle j € N mit j <k je ein a; € Ng mit a; < g—1 (Ziffern), so dass
ar # 0 und

BEWEIS:

(i) Existenz
Zu jedem n € N existiert genau ein £ € Ny mit

gk §n<gk+l

Der Existenzbeweis wird durch Induktion nach k gefiihrt.
Fiir £ = 0 ist nichts zu zeigen.
Seien n € N und k € Ny mit ¢**! < n < ¢g¥*2 Man setze

n
n =n-— {—J gt
gk-i-l

Mit der Definition der GAUSS-Klammer folgt 0 < n’ < ¢g¥*!, d.h. auf n/ ist die Induktions-
voraussetzung anwendbar. Wegen 1 < gk% <gist 1< Lg,ﬁlj < g, d.h. { 7 HJ ist als Ziffer

ap+1 7 0 verwendbar.
(ii) Elndeutlgkelt

Seien m = Z a; - ¢’ und m = Z bj - ¢ zwei verschiedene Darstellungen von m € N.
j=0 j=0
Ist k # r, so seien agyq := 0 und b,;1 :=0
Sei ¢ :=max {j € Ny ;j <max{k,r} und a; # b,;} der grofte Stelle, an der sich die Darstel-
lungen unterscheiden. Dann folgt

/-1

(bz—ae :Z

Im Fall ¢ = 0 ist dies offensichtlich widerspriichlich. Fiir £ > 1 ist ‘(bg —ay) - gg‘ > ¢*, withrend

~

-1

(a; —bj)- g’

<(g-1->» ¢d=(@g—-1)-

i
o

J

ist, was nicht zusammenpasst. U
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Die wohlbekannten Teilbarkeitsregeln erweisen sich als Anwendung der Kongruenzrechnung.

SATZ 2.16 (Teilbarkeitsregeln fiir 2, 3, 4, 5, 8, 9 und 11)
VORAUSSETZUNGEN:

N—>N0

jo= g

Seien n € Ny, k € Ny und a : {

k

} mit a; < 10 fiir alle j € N derart, dass

aj - 107 ist
0

n =
J

BEHAUPTUNG: Dann gelten die folgenden Teilbarkeitsregeln.

(1) 2ln <= 2lap,
(2) 4n <= 4|ag+ 104y,
(3) 8jn <=  8lag+ 10a; + 100 as,
(4) 5ln <= 5lay,
k
(5) 3ln <= 3> a,
7=0
k
(6) 9Yn <= 9> ajy,
=0

BEWEIS: (von (7), der Rest geht analog)
Wegen 10 = —1 mod 11 ist 10¥ = 1 mod 11 und 10¥*! = —1 mod 11 fiir alle j € N.
Also gilt

k k
Hn <= Y a;-100=0mod 11 <+= > (1) a;=0mod 1L O

j=0 7=0
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Etwas Algorithmische Zahlentheorie

Schnelles Potenzieren

SATZ (Schnelles Potenzieren)

BEHAUPTUNG: Fir alle m € N, alle a € Z mit (a,m) = 1 und alle d € N ist die Berech-
nung des Rests der (hohen) Potenz a® modulo m mit sukzessiven Quadrieren
(,schnelles Potenzieren® genannt) in wenigen Rechenschritten maglich; es ge-
niigen hdchstens 2 - log, (d) viele Multiplikationen.

Hinweis:

Diese schnelle Berechnung von hohen Potenzen lésst sich auch in irgendwelchen Halbgruppen,
also Mengen, auf der eine assoziative Verkniipfung definiert ist, durchfiihren, nicht nur in
{a €Z;(a,m)=1} mit m € N.

BEWEIS:
1. Schritt: Mit hochstens k := |log, (d)] vielen Multiplikationen (mit Reduktion modulo m)
berechnet man sukzessive

2 23 2k o 2k71 2](?71 (

=a-a(m), ¥ =d-dm), & =a¥-Fm), ..., &=d " -a m).

2. Schritt: Nun ldsst sich d binédr (d.h. zur Basis g = 2) schreiben als

k
d=> b2 mitb; € {0,1}
=0

fiir alle j € N mit 57 < k.
Wir konnen auch ohne Einschrankung annehmen, dass d bereits in der Binédrdarstellung
vorliegt.

3. Schritt: Dann ist

k .
S b;29
a” = a’="° =a’-a

b b
b 27\ 92 AN
:abo-(a2)1-<a2> -...-<a2> ,

also ist der Rest von a? modulo m mit nochmals hichstens k vielen Multiplikationen (mit
Reduktion modulo m) berechenbar.
Somit erhalten wir einen Rechenaufwand von héchstens 2 - log, (d) Multiplikationen. O

261 2%by 2Fby,

a . a

Beispiel Berechne 3'® modulo 10. Es ist |log, (18)] = 4.

Wir rechnen dann

2

3=3(10), 3% =9(10)=-1(10), 3% =(=1)(10)=1(10), 3% =3* (10)=1(10)
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und 18 =0-2°4+1-2'4+0-224+0-23+1-2% also ist
318 =3%.3% = —1(10) = 9(10).

Damit schliefen wir, dass 3'® die Endziffer 9 hat.

Der RABIN—Test, ein randomierter Primzahltest (1980)

Wir wollen testen, ob N € N\ {1,2} (mit hoher Wahrscheinlichkeit) eine Primzahl ist.
Bisher hatten wir das Sieb des ERATOSTHENES als Primzahltest kennengelernt: Wir streichen
dabei fiir alle p € P mit p < V/N die % Vielfachen von p, die kleiner oder gleich N sind.

Dies sind mindestens

> Now (fiir N > 25)

pelP p

p<VN

viele Streichungen bzw. Rechenschritte. Das ist fiir groffe Zahlen N zu aufwendig! Man kann
zwar mehrfache Streichungen vermeiden, aber selbst dann ist der Aufwand zu grofs, wie man
sich iiberlegen kann.

Wir stellen deshalb eine andere Methode vor, die so auch Anwendung in der Praxis findet.

SATZ (RABIN)
VORAUSSETZUNGEN:
Seien N € N\ {1,2} ungerade, t € N und u € N ungerade mit N — 1 = 2'u.

BEHAUPTUNG: (1) Gilt fir jedes a € Z mit (a, N) =1
a“=1(N) oder 3leNymitl<t—1undad®*=—1(N), (O)
so ist N € P eine Primzahl.

(2) Ist N ¢ P keine Primzahl, so gilt

#{aeN;a< N,(a,N)=1und (O) gilt}

IN

(Ohne Beweis)

Definition (starke Pseudoprimzahlen)
Eine Zahl N € N\ {1, 2} heift starke Pseudoprimzahl zur Basis a € Z mit (a, N) = 1,
falls (O) fiir a gilt.

Folgerung
Ist N € N\ {1,2} eine starke Pseudoprimzahl zu den & € N mit k
modulo N verschiedenen Basen a; € Z mit (a;, N) =1, j € N und j

Wahrscheinlichkeit, dass N keine Primzahl ist, hochstens (i)k

¢ (N) paarweise
k,

<
< so betragt die
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Somit kénnen wir den Test der Bedingung (0) fiir a4, . .., a; als Algorithmus implementieren.
Man nennt diesen Primzahltest dann auch ,,RABIN—Test".

Laufzeit: Fiir jede Zahl a; testet man (0) mit hochstens ¢t +1 <log, (N) + 1 < 2-log, (N)
vielen Kongruenzen, die alle wiederum héchstens 2 - log, (N) viele Multiplikationen brauchen
(mit schnellem Potenzieren).

Der Aufwand ist damit insgesamt hochstens

4 (logy (N)” - k.
N—_—— —

polynomial in log, (V)
Wir erhalten damit fiir & < (logy, N )A mit A € R™, einen polynomiell schnellen Algorithmus.

Beispiel (RABIN) Seien N := 219 — 593 und & := 100.
1

Dann ist NV mit einer Wahrscheinlichkeit von weniger als (1)100 < 107% keine Primzahl.

Spéter konnte man mit einem speziellen deterministischen Test n € P zeigen.

Definition (Zeuge, kleinster Zeuge)
Fiir N € N\ {1, 2} heifst ein @ € Z mit a < N und (a, N) = 1, das (O) nicht erfiillt, Zeuge
fiir N (d.h. Zeuge fiir die Nicht—Primheit von N).

Sei TV - N\ (PU{1}) — N
ans N +— W(N):=min{a € N ;a ist Zeuge fir N} [’

SATz (GRH und kleinste Zeugen)
BEHAUPTUNG: Gilt die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung (kurz GRH), so ist
W (N) < 2-1n*(N) fiir alle zusammengesetzten Zahlen N € N\ (P U {1}).

(Ohne Beweis)

Folgerung

Man fiihre den RABIN-Test fiir N € N\ {1,2} und alle natiirlichen Zahlen ¢ € N mit
(a,N) =1und a < 2-1n* (N) als Basis aus, und wir nehmen an, dass dabei kein Zeuge fiir N
gefunden wurde. Dies stellt einen polynomiell schnellen Algorithmus dar. Entscheidet dieser
,Nein, N ist nicht prim“, so ist N nicht prim, und entscheidet dieser ,Ja, N ist wahrscheinlich
prim“, so ist N prim oder die GRH ist falsch.

Damit ist der RABIN-Test fiir die Praxis ausreichend!

Hinweis:

Im Jahr 2003 wurde ein deterministischer polynomieller Primzahltest von den indischen Ma-
thematikern AGRAWAL, KAYAL, SAXENA (,,AKS“) entdeckt. Dieser ist fiir die Praxis allerdings
(noch) nicht nutzbar. Man verwendet weiterhin randomisierte Tests wie etwa den RABIN-Test.
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Erzeugung einer Primzahl mit vorgegebener Binarstellenanzahl

Zu gegebenen n € N und & € N wird ein p € N mit 2" < p < 2""! gesucht, das mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 4% prim ist.

0) Setze py :=1.
1) Wahle p, € {0, 1} beliebig.

j) Wahle p; € {0,1} beliebig (j € Nmit 1 <j <n—1).

n) Setze p, = 1.

n + 1) Teste mit dem RABIN-Primzahltest & mal, ob Z p;j - 27 wahrscheinlich prim ist.
j=0

Eine Wahrscheinlichkeitsanalyse zeigt, dass fir & < 3530 und n = 512 Binérstellen (das
ist ein typischer Wert fiir (kryptographische) Anwendungen) dieser Algorithmus nur wenige
Minuten l&uft.

Das RSA—Verfahren

Die Kryptographie beschéftigt sich mit der Verschliisselung von Informationen oder geheimen
Nachrichten und mit dem Schutz von Daten.

Die Kryptoanalyse dagegen beschreibt die Riickgewinnung von Informationen aus verschliis-
selten Texten, der sogenannten Entschliisselung.

Beide Gebiete werden in der Kryptologie zusammengefasst. Sie bedient sich einer gewissen

Kodierung, also Vereinbarungen iiber eine Menge von Symbolen zum Informationsaustausch
(Alphabete, ...).

Das RSA—Verfahren (R. L. RIVEST, A. SHAMIR, L. ADLEMAN, 1978) beruht darauf, dass
die Zerlegung grofer Zahlen in Primfaktoren (das ,Faktorisieren grofer Zahlen) rechnerisch
kaum moglich ist.

Beschreibung des RSA—Verfahrens
A — B Alice (A) teilt Bob (B) mit, dass sie ihm eine geheime Nachricht schicken will.
B Bob wihlt nun ein p € P und ein ¢ € P. Diese sollten sehr groft und etwa mit der

gleichen Anzahl an Stellen gewéhlt sein.

Bob setzt N := pq, berechnet ¢ (N) = (p — 1)-(¢ — 1) und wéhlt einen ,Schliissel*
s € N mit (s,o(N)) =1.

Zuguterletzt berechnet Bob noch ein ¢ € N mit st = 1 mod ¢ (n).
Die Daten p, ¢, ¢ (N) und s hélt Bob streng geheim.
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B — A Bob teilt Alice die Daten N und ¢ mit.

A Alice verschliisselt ihren Klartext £ € N mit 1 < £ < min{p, ¢} in v (k) € N, so
dass v (k) = k' mod N ist.

t fungiert hier als ,Schliefer” des Klartextes.
A — B Alice verrét Bob den verschliisselten Text v (k).

B Bob entschliisselt v (k) vermoge (v (k))° = k mod N.
s fungiert als , Offner*.

Das funktioniert, da es ein g € Z gibt, so dass

(v (k) =k (N) = k9N (N) = kmod N ist.

Bemerkungen

1. Der grofe Vorteil des Verfahrens ist, dass nie geheime Daten, die zur Entschliisselung
dienen (p, ¢ bzw. ¢ (N), s) ausgetauscht werden.

2. Ein moglicher Angreifer, der nur v (k), N und t kennt, kann daraus k nicht berechnen,
wenn ihm die Faktorisierung von /N nicht gelingt.

3. Alle Rechnungen sind schnell durchfiihrbar:

e Erzeugen grofer Primzahlen mit RABIN-Test
e Finden von s und ¢ mit dem EUKLIDischen Algorithmus

e Schnelles Potenzieren

4. Auch fiur (k,N) > 1, also in den seltenen Féllen p|k oder ¢|k, arbeitet das Verfahren
korrekt.

Beispiel

Seien K :={n € Ny;n <26} und V :={n € Ny ;n < 28}.

Nun ordne man jedem Buchstaben aufser A entsprechend der Stelle seines Vorgéngers im
Alphabet eine Zahl zu.

Die 0 ordne man dem A, die 26 dem Leerzeichen, die 27 dem Komma und die 28 dem Punkt
zu. (In der Praxis nimmt man meist grofsere Alphabete.)

Die Verschliisselung des Klartextes beginnt mit der Aufteilung des Textes in je drei Buchsta-
ben bzw. Leerzeichen. (Gegebenenfalls wird am Ende des Textes mit ein oder zwei Leerzeichen
aufgefiillt. Zum Beispiel wird ,Klartext zu KLA RTE XT_.

In jedem Dreierpéackchen ordne man einem Buchstaben seinen Korrespondenten aus K zu und
trenne die Buchstaben dabei mit je einem Komma. Die Dreierpiackchen werden je mit einem
Slash getrennt hintereinander geschrieben.

JKlartext®  ~  KLARTEXT.  ~  10,11,0/17,19,4/23,19,26

Zuletzt wird jedes Dreierpackchen als Zahl im 27er—System interpretiert.
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Sprich ki, ko, ks wird auf k := 27%k; + 27ko + k3 abgebildet.
,Klartext* ~ 10,11,0/17,19,4/23,19, 26 A 7587/12910/17306

Nun erfolgt die Verschliisselung vermoge v (k) mit v (k) = k' mod N.

Stellt man dann v (k) im 29er-System dar, so erhélt man pro verschliisselter Zahl je ein
vy €V, ein vy € V und ein v3 € V mit v (k) = 29%v; + 290, + vs.

Die erhaltene Reihe v11, v91, v31/v21, V99, Ua3/ . .. wird wieder in Text iibersetzt.

Ist N zwischen 272 und 293 gewiihlt, so werden Ver— und Entschliisselung eindeutig.

Faktorisierung grofser Zahlen

Die Faktorisierung grofer Zahlen (etwa im Bereich von 512 oder mehr Binérstellen) ist in der
Praxis nur sehr schwer moglich.

Die Firma ,,RSA Security* fiihrt seit 1991 Wettbewerbe durch, bei denen es darum geht,
grofse Zahlen zu faktorisieren. Um den Rekord aus dem Jahre 2005 (RSA-640, eine Zahl mit
640 Binérstellen) zu faktorisieren, wére ein Aufwand von 30 PC-Jahren notwendig. Durch
Parallelisierung mehrerer PCs wurde die Faktorisierung innerhalb von 5 Monaten erreicht.

Bemerkungen

1. Die schnellsten bekannten Algorithmen zur Faktorisierung grofer Zahlen sind subexpo-
nentiell.

Genauer gibt es zu jedem € € R" ein C () € R, so dass die Berechnung der Faktorisie-

rung einer Zahl N € N mit einem Rechenaufwand von weniger als C (¢) - exp Inz*e (N)
Schritten durchgefiithrt werden kann.

2. P. SHOR zeigte 1999, dass am Quantencomputer die Faktorisierung grofer Zahlen mit
einer Laufzeit, die ,nur sehr unwahrscheinlich ldnger als polynomiell” ist, moglich ist.

Aufgrund physikalischer Probleme ist die Entwicklung von Quantencomputern aber
bisher technisch nicht bzw. kaum moglich.

Kapitel 3: Kongruenzen in einer Unbekannten

Definition 3.1

. R — R
Fir f: v o f
heiftt die Anzahl

() } € Z [x] (also ein Polynom mit ganzen Koeffizienten) und m € N

p(m):=p(m,f):=#{x € Ng;z <mund f(x) =0 mod m}

der x € Ng mit x < m —1 (bzw. der z aus irgendeinem vollstdndigen Restsystem modulo m)
mit f (z) = 0(m) Losungszahl der Kongruenz f (x) = 0 mod m.
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SATZ 3.2 (Lineare Kongruenzen)
VORAUSSETZUNGEN:

Seien a € Z, b € Z und m € N.

BEHAUPTUNG: Die lineare Kongruenz
ax +b=0(m)

ist genau dann losbar, wenn (a,m) ein Teiler von b ist.
Im Falle (a,m) | b gilt
p(m) = (a,m).

BEWEIS:

(i) ="
Im Falle der Losbarkeit existieren x € Z und ¢ € Z mit ax + b = gm. Dann gilt (a,m) | b.

(ii) ,, <=~
Es sei d := (a,m) und es werde d|b vorausgesetzt. Gibt es ein « € Z mit

axr + b =0 mod m,

so kann diese Kongruenz nach Definition der Kongruenzrechnung aquivalent zu

boesh=0(3) d

mit (%’ %) = 1 umgeformt werden. Wie in Kapitel 2 sieht man mit dem EUKLIDischen
Algorithmus 1.8 auf Seite 7 (oder mit Hilfe der EULERschen Kongruenz 2.11 auf Seite 23),

dass ein a* € Z mit % cat =1 (%) existiert. Dadurch wird (O) dquivalent zu

b m
=—-a(— U
=3 () ()
d.h. (O) hat genau eine Losung zo := —2 - * modulo 2. Die d Zahlen
m
Zo, x0+g7 SR xo—i_(d_l)g

sind modulo m verschieden. Jedes z, das (O) erfiillt, ist modulo m zu einer dieser Zahlen
kongruent. Die einzige Losung o modulo 7 induziert somit d Losungen modulo m. O
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SATz 3.3 (Chinesischer Restsatz (CRS))

VORAUSSETZUNGEN: .

Seien k € N und m; € N fiir alle j € N mit j < k paarweise teilerfremd. Sei m := [[ m;.
j=1
BEHAUPTUNG: Zu jedem k—Tupel (1, ..., :L’k)T € ZF gibt es modulo m genau ein xy € N, so
dass fiir alle x € 7 gilt:

x = x; mod m; VieNmitj<k = x = xo mod m

Andere Formulierungen

k
Der Durchschnitt der Restklassen (1) (z; + m;Z) ist gleich einer Restklasse x¢ + mZ.
j=1
Y/ S/ Loy
Es gibt einen Isomorphismus C' : { ! g ) }
y L) = Lo

(ﬂ,...,ﬂ)T — C(ﬂ,... Ty

Bemerkungen

1. Die Namensgebung geht zuriick auf chinesische Quellen um 1200. Das Prinzip des Satzes,
Ersetzung eines Systems von Kongruenzen durch eine einzige, tritt unabhingig davon
in zahlreichen fritheren Schriften auf.

2. Die Bedingung der paarweisen Teilerfremdheit ist notig. Man kann sich leicht iiberlegen,
dass es andernfalls entweder keine oder mehr als eine Losung modulo m gibt.

BEWEIS:

(i) Angabe eines xg

Seien x; € Z fiir alle j € N mit 7 < k.

Das gesuchte xy € Z kann explizit angegeben werden.

Seien M, := ™ figr alle 7 € N mit j < k.
m;
Dann bewirkt die Voraussetzung (M;, m;) = 1 fiir alle j € N mit j < k und fiir alle j € N

mit j < k existieren MJ* € 7 mit
M; - M]’f = 1 mod m.
Es werde i
To - — ZM] ]\4;< * Ly
j=1
gesetzt.
(ii) ,<=
Es sei x € Z mit z = xo (m).

Da fiir alle 7 € N mit j < k sowohl m als auch alle M, mit £ € N, ¢/ < k und ¢ # j von m;
geteilt werden, folgt

k
[L’EZM@'M;'[L’Z(TRJ')E (Mj-M;-xijO) (my) =125 (my) = x5 (my) .
=1
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(iii) ,,=—*
Sei y € Z mit
y =x; mod m; fiir alle j € N mit j <k.

Nun gilt fiir alle j € N mit j < k und alle / € N mit / < k und ¢ # j
Mj - M -z = x5 (my) und My - M} -2, =0(my).

Damit folgt

k
y=x;(mj) = ZMZ My x (my) = 20 (M) fiir alle j € N mit j < k.
=1

Wegen der paarweisen Teilerfremdheit ergibt sich daraus y = zo (m). O]

Bemerkung
Die Beziehung zwischen Tupeln (z1, ... ,xk)T und Losungen z ist eineindeutig,.

e Zu zy existiert ein Tupel (xy, ... ,xk)T mi z; = xp mod m; fiir alle 7 € N mit 7 <k&.

Also ist die oben definierte Abbildung C' surjektiv.

e Es ist klar, dass die Losungen zy und zf, zu Tupeln (zy,... ,xk)T und (2}, ... ,xﬁc)T
modulo m genau dann verschieden sind, wenn die Tupel sich in mindestens einer Kom-
ponente modulo m; (j € N mit j < k) unterscheiden.

Also ist C' auch injektiv.

SATZ 3.4 (p ist multiplikativ im Modul)
BEHAUPTUNG: Sind my; € N und ms € N mit (mq,ms) = 1, so folgt

p(mimz) = p (mq) - p(m2)

fir alle f € Z|x].
(D.h. die Losungsanzahl p (m, f) ist ,,multiplikativ’ im Modul).

BEWEIS:
Der Beweis ist eine einfache aussagenlogische Anwendung des chinesischen Restsatzes.
Seien my € N, mg € N mit (my,mq) =1, f € Z[z], k := p(my), € := p(ma), x1,...,7%
Vertreter der Losungsrestklassen modulo m; und yy, ..., y, Vertreter der Losungsrestklassen
modulo m,.
Wegen (mq,ms) = 1 ist

f () = 0 (mamy) (0)

fiir alle x € Z aquivalent zu

f@)=0(my) A f(z)=0(ms).
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Dies ist fiir alle z € Z gleichbedeutend mit
(z=z(m)V..Vz=z1(m)) AN (2=yi(me)V...Vz =y (m))

Dies wiederum lésst sich fiir alle z € Z als Disjunktion von k - ¢ Zweiersystemen schreiben:

.\/ \/(I = a;j (m1) Ax = yn (mo))

Jedes Zweiersystyem entspricht nach dem Chinesischen Restsatz 3.3 auf Seite 43 fiir alle z € 7Z
einer Kongruenz

T = x5 (Myms)
mit z;;, € Z fiir alle 7 € N mit j <k und alle h € N mit A < £.
Verschiedenen Paaren (z;, yh)T entsprechen modulo mymy verschiedene x;; (7 € Nmit j <k
und h € N mit h < /).
(O) hat also p (my) - p (mg) Losungen. O

Der chinesische Restsatz 3.3 zeigt, wie aus den Losungen modulo m; und modulo my die
Losungen modulo mymsy konstruiert werden kénnen.

Es reicht demnach fiir f € Z[x] aus, Kongruenzen f(z) = 0 (pk) mit p € P und k£ € N
zu betrachten und durch mehrfache Anwendung von Satz 3.4 auf die Losungen zu beliebigen
m € N aufzusteigen. Im Weiteren wird gezeigt, dass es im Prinzip ausreicht, Primzahlmoduln
zu behandeln. Befriedigende Aussagen, was Losbarkeit, Losungsanzahl und die Gestalt der
Losungen angeht, sind nur im Fall linearer oder quadratischer Kongruenzen maoglich.

SATz 3.5 (Satz von LAGRANGE)
VORAUSSETZUNGEN:
Seien f € Z[zx] und p € P derart, dass der Leitkoeffizient von f nicht von p geteilt wird.

BEHAUPTUNG: Dann ist
p(p, f) < deg(f).

(deg bezeichnet den Grad (englisch: degree) eines Polynoms.)

Der Beweis wurde in Kapitel 2 gegeben.
Dass die Losungsanzahl stark schwanken kann, zeigen folgende Beispiele.

Beispiel Fiir die Kongruenz
f(x):=2*+22 - T7=0modp

berechnet man

Die Kongruenz
gp () =2 —x=0mod p

hat nach der FERMAT-Kongruenz 2.11 auf Seite 23 genau p Losungen.
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Eine Anwendung, die allerdings fiir praktische Primzahltests ungeeignet ist, ist

SATZ 3.6 (Satz von WILSON)
(M.B. WILSON, 1741-1793)

BEHAUPTUNG: Fir allen € N\ {1} sind dquivalent
(1) n € P ist Primzahl.

(2) (n—1)!=—1 mod n.

BEWEIS:

i) (2) = (1)
Sei n € N zusammengesetzt. Dann gibt es ein ¢ € P mit ¢|n und ¢ < n.
Also teilt ¢ die Zahlen n und (n — 1)!. Die Kongruenz (2) kann wegen ¢ f —1 nicht bestehen.

(ii) (1) = (2)
Esist (2—1)!=1=1= -1 mod 2.
Sei p € P\ {2}. Die Kongruenz

p—1

— @ =)+ [[e- =1 @2 @ (1)~ (" 1) =0mod p

J=1

wird nach der EULER-Kongruenz 2.11 auf Seite 23 von den p — 1 Zahlen x = 1,...,p—1
gelost.

Die linke Seite, als Polynom geschrieben, hat einen Grad von hochstens p — 2. Ist einer der
Koeffizienten # 0 mod p, so ergibt sich ein Widerspruch zum Satz von LAGRANGE 3.5 auf
der vorherigen Seite.

Insbesondere folgt durch Betrachtung des Absolutglieds

p—1
1+H(—j)£0modp, also (p—1)I+1=0mod p. O
j=1

Im folgenden Satz wird beschrieben, wie man von den Losungen der Kongruenz f (z)
0 mod p mit f € Z[z] und p € P zu denen modulo p* mit & € N\ {1} aufsteigen kann.

Es ist klar, dass aus f(x) = 0 (pk) die schwiichere Bedingung f(z) = 0 (pk_l) folgt. Eine
Restklasse x¢ + p*Z modulo p* zerfillt in p Restklassen modulo p*+!

(!L"o —I—bpk) +pk+1Z

mit b € Ng und b < p.

Ist also xg + p*Z eine Losungsrestklasse modulo p*, so priift man, welche der Restklassen
(zo + bp*) + p**'7Z mit b € Ny und b < p Lésungen modulo p*** sind.
So kann man von allen Lésungen modulo p* auf die modulo pF*! schlieRen.
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SATzZ 3.7 (Aufsteigesatz)

VORAUSSETZUNGEN:
Seien f : k=R € Z|x], k € N, zy € Z mit f (x5) =0 mod p* und
. T — f(l,) 9 y &0 0) =

g := g (o, k) ::#{belNo;b<pundf(xo+bpk) EOmodpk“}

die Anzahl der Lésungen modulo p**+t, die aus x, entstehen.
BEHAUPTUNG: Dann gilt

(1) g =1, falls f' (o) # 0mod p ist (b= —f (x0) - p~" - (' (w))" mod p),
(2) g=p, falls f' (z0) = 0mod p und f (z¢) = 0 mod p*** sind, bzw.

(3) g =0, falls f' (x0) = 0mod p und f (o) # 0 mod p**! sind.

BEWEIS:

(i) Die TAYLOR—Entwicklung von f
Durch TAYLOR-Entwicklung von f um x( erkennt man die Existenz eines ¢ € 7Z, so dass fiir
alle b € Ng mit b < p

(x0) + bpt - f! (o) + cpttt
(o) + bp" - f' (29) mod p™*!

f ($0 + bpk) f
f

ist. Hierbei wurde benutzt, dass die Faktoren % fiir alle v € Ny ganzzahlig sind.

xo + bp* mit b € Ny und b < p ist somit genau dann Losung modulo p**!, wenn

f(@o)p™* +bf (x0) = 0 mod p (0)
ist.

(ii) 1. Fall: f/(zo) # 0 mod p
Ist f'(x0) £ 0 mod p, also (p, f'(x¢)) = 1, so existiert nach Satz 3.2 auf Seite 42 genau ein
b € Ny mit b < p und (0). Damit folgt (1).

(iii) 2. Fall: £’ (xo) = 0 mod p und f (z¢) = 0 mod p**+?!
Sind f’ (z9) = 0 mod p und f (z9) = 0 mod p*™, so wird (O) von allen b € Ny mit b < p
erfiillt und es ergibt sich (2).

(iv) 3. Fall: f’(z¢) = 0 mod p und f (o) Z 0 mod p**1!
Sind f'(x9) = 0mod p und f(z9) #Z 0mod p*, so gilt zwar p|f’ (z), aber wegen p [
f (zo) p~ wird (O) von keinem b € Z geldst. Also gilt (3). O
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Beispiel

(1) Seien p:=3und f (x) :=2* + 7z + 4.

Durch Einsetzen sieht man

f(0) =4 % 0mod 3, f(1)=14+7+4=12=0mod 3
und f(2)=16+14+4 =34 %# 1 mod 3.

Sei also xg := 1. Wegen [’ (x¢) =4-1%+7 = 11 = 2 mod 3 tritt der erste Fall ein.
(O0) wird zu

12
E—i-lleOmod?), dh. 44+20=0mod3, dh. b=1mod3.

Somit ist ¢ + 1 -3 = 4 die einzige Losung modulo 9.

(2) Seien ¢:=5und g (y) :=y> — 2y + 1.
Yo := 1 und y; := 2 sind die einzigen Losungen von g (y) = 0 mod gq.
Wegen ¢’ (2) = 0 mod 5 und ¢ (2) = 5 # 0 mod 52 erzeugt y; keine Losung modulo 25.

Da ¢’ (1) =1 mod 5 ist, ist 0-571 +1-b= 0 mod 5 zu l6sen. Damit folgt b = 0, was die
einzige Losung yo + b -5 = 1 mod 25 erzeugt.

Die zweite Hélfte des Kapitels ist der von EULER und GAUSS entwickelten Theorie der quadra-
tischen Kongruenzen gewidmet. Diese stellt einen Hohepunkt der elementaren Zahlentheorie
dar.

Bemerkung 3.8
Kennt man die Antwort auf die Frage nach der Losbarkeit von Kongruenzen der Gestalt

r*=amodp mitpeP\{2},a€Zundp fa,

so kennt man die Antwort auf die Frage nach der Losbarkeit von Kongruenzen der Gestalt
as-y>+ar-y+ap=0modm mitay € Z,a €Z,ay €7 und m € N.

BEWEIS:

Nach Satz 3.4 auf Seite 44 geniigt es, die Losbarkeit von Kongruenzen zu Primzahlpotenzen
zu untersuchen. Der Ubergang von der Losbarkeit modulo einer Primzahl zu der Losbarkeit
modulo einer Potenz dieser Primzahl wird in Satz 3.15 auf Seite 62 diskutiert.

Wegen z? = z mod 2 fiir alle z € Z kann die Frage nach der Losbarkeit quadratischer Kon-
gruenzen modulo 2 auf den Fall der linearen Kongruenzen zuriickgefiihrt werden.

Seien also ag € Z, a; € Z, ay € Z und p € P\ {2} mit (ag,p) = 1.
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Dann gilt fiir alle y € Z

a9y + a1)* — (a? — daga
a2.y2+a1.y+a0:( 2y 1)4@(1 002)
2

Wegen (4as,p) = 1 sind also
as-y>+ay-y+ ag = 0mod p und (2a2y + a1)2 = (a% — 4a0a2) mod p
fiir alle y € Z dquivalent. Man 16se zuerst
y* = (af — 4agaz) mod p
nach y € Z und sodann mit Satz 3.2 auf Seite 42 fiir jede Losung y € Z hiervon

2a0x + aq = y mod p. O

Definition 3.9 (quadratische (Nicht—)Reste und LEGENDRE-Symbol)

a) Fir alle p € P\ {2} und alle @ € Z mit (a,p) = 1 heilt a quadratischer Rest

modulo p (Kurz: qR mod p), falls es ein = € Z gibt, das die Kongruenz 2> = a mod p

16st. Andernfalls heifst @ quadratischer Nicht—Rest modulo p (Kurz: ¢gNR mod p).
b) Fiir alle p € P\ {2} heift
{beZ;b,p =1} — {-1,1}

(L) : (a) 1,  falls a qR mod p ist
a — =
P D —1, falls a qNR mod p ist

LEGENDRE-Symbol zu p. (,a iiber p“, Adrien-Marie LEGENDRE, 1752-1833)
Man beachte, dass (g) nur fir p € P\ {2} und @ € Z mit p [ a definiert ist.
p

Folgerung 3.10
Seien p € P\ {2}, a € Z mit (a,p) =1 und b € Z mit (b,p) = 1.

(1) Gilt @ = bmod p, so ist (E) = <é)
b D

(2) Es ist (%) =1.

(3) Unter den Zahlen 1,...,p— 1 sind genau P

quadratische Reste modulo p und p%

p—1 .
quadratische Nichtreste modulo p. Es ist also Z (Z) =0.

=1 \P

(4) Im Fall <2) = 1 gibt es genau zwei x € N mit z < p und 2% = @ mod p.
p
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BEWEIS:
(1) und (2) sind unmittelbar klar.

(i) Zu (3)
Die Zahlen

2 62 p—1 ?
1,25, ..., 5 (O0)

sind modulo p paarweise inkongruent. Denn k% = ¢? mod p mit k € N, k < p—gl, ¢ € N und
¢ < 2L impliziert (k — ) - (k+¢) = 0 mod p.
Wegen 2 < k+{¢<p—1,bzw. p [ (k+¢) folgt p| (k — ), also k = ¢, da |k — ¢| < p ist.

Jede Zahl 2% mit € Z und p [ x ist zu einer der Zahlen aus ([0) modulo p kongruent.
Denn sind z € Z mit (z,p) =1, y € Nmit y < p, z =y mod p und ¢ := %, so gilt
2% = (y+ ep)?® = y? mod p.

und y% = (p — y)? mod p.

-1
ImFallijtlﬁygp—listaber1§p—y§p

Ein quadratischer Rest modulo p ist daher zu einem der P quadratischen Reste, die aus

den Zahlen in () hervorgehen, kongruent.

qR und qNR mod p in {b € N ;b < p}.

D.h. es existieren je P

(ii) Zu (4)
2 _ p—1

Die Kongruenzen = = a mod p, wobei a € Z alle

gR mod p durchlduft, haben zusam-

men p — 1 Losungen z € N mit z < p. Jede Einzelne hat nach dem Satz von LAGRANGE 3.5
auf Seite 45 hochstens zwei Losungen, also hat jede genau zwei Losungen. O

Sarz 3.11 (EULER-Kriterium und Multiplikationssatz)
VORAUSSETZUNGEN:
Seien p € P\ {2}, a € Z und b € Z mit (ab,p) = 1.

p—1

BEHAUPTUNG: (1) Es ist (2) =a 2 modp (EULER-Kriterium).
p
(2) Es gilt (a_b) = (2) : (é) (Multiplikationssatz).
p p p

BEWEIS:

(i) Zu (1)

Aus der EULERschen Kongruenz 2.11 auf Seite 23 ergibt sich

(a%—1)~<a%+1)50modp. (0)
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Nur einer der zwei Faktoren auf der linken Seite von (), wird von p > 2 geteilt, da die
Differenz der beiden Faktoren 2 ist.

st (2) = 1, gibt es also ein z € Z mit 22 = a mod p, dann gilt nach der EULERschen
p
Kongruenz 2.11
a2 =2 modp=1modp= (2) mod p.
p

Der erste Faktor links in (O) wird somit fiir die b

qR mod p von p geteilt. Nach dem

Satz von LAGRANGE 3.5 auf Seite 45 gibt es keine weiteren Losungen.

Also gilt im Falle <E) =—1
p

a"T +1=0mod D, d.h. az = <2) mod p.
p

(ii) Zu (2)
(1) bewirkt

b p— p— p— b
(a_) = (ab)Tl mod p = a’z b mod p = (ﬂ) : (—) mod p.
p p p

Wegen (a_b) — (g) . (é) € {—2,0,2} und p > 2 folgt hieraus die Gleichheit. O]
p p p

Lemma 3.12 (GAUSSsches Lemma)

VORAUSSETZUNGEN:

Seien p € P\ {2} und a € Z mit (a,p) = 1. Fiir alle j € N mit j < 2L sei ¢; := ja — {MJ p
der kleinste positive Rest der Zahl j - a bei Division durch p.

Sei,u::#{jEIN;jgp%l undcj>§}.

BEHAUPTUNG: Dann gilt

BEWEIS:
(i) Definition von b, und d,
Fiir alle 7 € N mit j < ’%1 sind

ja = {%J ‘p+c; und O0<c¢; <p-—1.

Seien v := p%l — i,

p+1

bi,...,b, die ¢; mit Tgcjgp—l

und
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1
di,....d, die ¢ mit 1<cyng

Die ¢; und somit die b, und die d; sind paarweise inkongruent modulo p, da
{ja € Ny ;j € Nmit j <p— 1} ein vollstdndiges Restsystem modulo p ist.

(i) U{de} UU{p —bi} = {j € N;j < 27}

Fiir alle £ € N mit £ < g und alle £ € N mit ¢ < v gilt

p—bk %dgmodp.
Denn aus der Richtigkeit einer solchen Kongruenz folgte b, + d; = 0 mod p, also
(j1 + j2) -a = 0 mod p mit einem Paar (ji,j5)" € N mit max {j;, jo} < p%l und j; # jo. Dies

kann wegen p fa und 0 < j; + jo < p — 1 aber nicht sein.
Die Aussage kann auch so formuliert werden, dass die Mengen

1
{1%} und  {dy,....dy,p—bi,...,p— b}

identisch sind.

(iii) Beweis der Behauptung
Nach (i) gilt mit dem EULER-Kriterium 3.11 (1) auf Seite 50

p—1 1 _]_
P = ku Hdg—CLT'< 5 )'modp—(%)-(%)!modp.
k=1

Mit (ii) folgt wegen P = (—1)" - ﬁ (—bg) - ﬁ de=(=1D"-T] (p—bg) - f[ dy mod p

(—1)" = (%) mod p.

Da beide Seiten im Betrag hochstens 1 sind, und p > 2 ist, folgt die Behauptung. O

Der néchste, wichtige Satz bringt fiir p € P\ {2} und ¢ € P \ {2,p} die Losbarkeit von
,22 = ¢ mod p* mit der von ,,z? = p mod ¢* in Verbindung.
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SATrz 3.13 (Quadratisches Reziprozititsgesetz (QRG))
(GAuss, 1801)

BEHAUPTUNG: Fir zwei verschiedene, ungerade Primzahlen p € P\ {2} und ¢ € P\ {2,p}

qilt

(0)-0) com

Erginzungsgesetze:
Fiir alle p € P\ {2} sind

1. EG: (%)

und

Die Aussagen konnen auch folgendermafsen formuliert werden:

(Q) , falls p = 1 mod 4 oder ¢ = 1 mod 4 ist
QRC : (9) —{\P
q —(g), falls p = 3 mod 4 und ¢ = 3 mod 4 sind
p
L EC - -1 _ 1, falls p = 1 mod 4 ist
D —1, falls p= 3 mod 4 ist

50 BQ - (2) ~J1,  falls p=1mod 8 oder p = 7 mod 8 ist

' ' p) —1, falls p= 3 mod 8 oder p =5 mod 8 ist

Mit Hilfe der fritheren Ergebnisse und des Reziprozitiatsgesetzes kann im Prinzip jedes LE-

GENDRE-Symbol <g) relativ rasch berechnet werden. Man verwendet Verschiebung des
p

Zahlers modulo p, multiplikative Zerlegung des Zéhlers und Invertierung nach dem QRG. Die
rechnerisch aufwindige Faktorisierung kann, wie in Satz 3.17 auf Seite 64 gezeigt wird, mit

Hilfe des ,,JACOBI-Symbols* umgangen werden.
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Beispiel Ist die Kongruenz x? + 77 = 0 mod 43 mit x € Z lésbar?
Da 43 prim ist, berechnet man

)@ G)

Die Kongruenz ist somit 16sbar.

Fiir die Bestimmung der Losungen zy € Z und 43 — xy wird im Anschluss an den Beweis ein
Verfahren vorgestellt.
BEWEIS:
. q _ _ Sl
(0 (2) = (-1

Seien p € P\ {2} und ¢ € P\ {2,p}.
Wie beim GAUSSschen Lemma 3.12 auf Seite 51 seien

Cj::qj_{%J.p’ fﬁrallejGNmithPQ;l

N:#{]GN,]SZ) unde>g}7 Vi:p——,u,

2

1
bi,....b, die ¢ € {]i

1
5 ,p—l} und  dy,...,d, die ¢ € [1 —}

2

Es werde

3
N |
-

5[

gesetzt. Summation von ¢j tiber j von 1 bis £= ergibt

<
Il
-

p=1
(»— p+1 - -

q- ZQJ:p'Sl‘l‘ZCj'
=1 j=1
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Wie in Beweisschritt (ii) zum GAUSSschen Lemma 3.12 sicht man
=N " v
>3t Y
j=1 k=1
p p v
23"y, Z —be)+ > dy— pp
k=1 =1 =1

1

2 5=
23 he Y
k=1 n=1

wegen
1
{1,...,]9—}_{d1,... dyp—by,....p—by}.

Also ist

ch ) (p+1)+2 Zbk—,up

k=1

Zusammenfassung ergibt

—1)-(p+1 ’
- ~ 4 k=1
=0 mod 2 ~
€7
also wegen p € P\ {2}
@ =51 mod 2,

und mit dem GAUSSschen Lemma 3.12

(-

(ii) (2) = (-1)*
In dhnlicher Weise sieht man

g—1

<73) DT s Y {%J

q 1

(iii) Beweis des QRG
Es wird sich ] ]
Sy 4 Sy = ]97 . q? (0)

herausstellen, was nach (i) und (ii) die Behauptung des Satzes nach sich zieht.
Zum Beweis sei oBdA p > ¢. Bezeichnen R das abgeschlossene Rechteck

R .= [o,g] x [Og} C R?
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und G := # (N> N'R) die Anzahl der ,Gitterpunkte* in R, so gilt offensichtlich

_p—1 g¢-1
G = 5 5 (0)

Die Hauptdiagonale D von R lasst sich charakterisieren durch

oo { (1) ermtoa).

q [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] D
5 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
R
e D
2

Auf D liegen keine Gitterpunkte (n, k)" € N2NR.
Denn &k = L . n bewirkt p| (gn), was fir 1 <n < b
p

und (p,q) = 1 nicht sein kann.
Fiir alle Gitterpunkte (n, k)" € N2NR gilt

q qg p—1 q q
< = == -
P ~p 2 2 2p 2
und wegen k € N folgt aus k < % -n also k < %.

Analog folgt n < 251 aus k > 1 -n und (n, k)T e N2NR.

G kann nun berechnet werden durch Aufsummieren der Anzahl der (n, k)" € N2NR unterhalb
von D, und der Anzahl der (n, k)T € N2 N R oberhalb von D.

p=l g1 g=1 p-1 SR =L | 2|
2 2 2 2 2 p 2 q
S IDIIED SDIIED 95 M 90 3F

n=1 k=1 k=1 n=1 n=1 k=1 k=1 n=1
kggn nS%k

p_1 a_1

2 qn 2 pk

Ele)E L] -oes
n=1 p k=1 q

Mit (O) ergibt dies (O0), womit der Beweis des QRG gefiihrt ist.
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(iv) 1. Ergidnzungsgesetz
Nach dem EULER-Kriterium 3.11 auf Seite 50 gilt

<:l):(—n%lmmux

p

Mit < 2 und p > 2 folgt die Behauptung.

)

(v) 2. Erginzungsgesetz
Nach dem GAussschen Lemma 3.12 auf Seite 51 ist

(g):(—l)ﬁ mit ﬁ::#{jeN;jgp_lund2j—{2—‘7J-p>]—)}.
p 2 P 2

Sei M = {2jelN;j§p—;1}.Fiirallek€Mistk:§2-p%1 =p—1. Wegen # M = &
besteht M also aus allen geraden natiirlichen Zahlen, die kleiner als p sind. Insbesondere i
L%J = 0 fiir alle £ € M und damit folgt

M ‘
iR

t

wn

ﬁz#{kewhk>g}
Fiir alle £ € M mit k£ < £ gibt es ein j € N mit k£ = 25 und es folgt

2j <

Do |3

g J<

<
3

Also ist #{ke Mk <t} = L%J und es folgt

p—1 p
9 = —{ﬁ.
2 4
Wegen 2 [ p gibt es ein £ € N und ein r € {1,3,5,7} mit p = 8/ + r. Es folgt

<§):(—1)19 mit ﬂzp;l_EJ:MJF%_PM%J:%JFTEI—EJ.

Fiirrzlist%— T
r:5ist%—w:2—1zlungeradeundﬁirr:7ist%—

|

=0—0 =0 gerade, ﬁirr:?)ist%l—v =1—0 = 1 ungerade, fiir
ﬂ =3—1=2gerade. O

ALGORITHMUS 3.14 (Bestimmung von Losungen reinquadratischer Kongruenzen)
VORAUSSETZUNGEN:
Seien p € P und g € P mit ¢ = 3 mod 4.
Sei a € Z mit (a,pq) = 1, <E) =1 und <g> =
p q
2

Seib € N mit b < p, (1 —a,p) =1 und (b —a) = —1.
p
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Sei D € N mit D < p und D = b*> — a mod p. Sei
Ly, [\/5] = {Q—I—y-\/ﬁ;yezp undyEZp}

versehen mit der offensichtlichen Addition und Multiplikation.

p+1
Seien X := (b+1-vVD) * €2, [VD] und y = o™t
BEHAUPTUNG: Es sind

2— —
(1)#{delN;d<p,(d2—a,p):1und (d a):_l}zp_iS;
p

(2) X €Z,, 2> =amodp, (p—x)° = amod p fiir alle z € X,

(3) y*>=amod ¢ und (¢ —y)* = a mod q.

Bemerkung

Sowohl X als auch y konnen mit Hilfe des schnellen Potenzierens relativ schnell berechnet
werden.

Nach Behauptung (1) liegt die Treffsicherheit beim Suchen eines b bei ungefahr 50%. Es sind
also im Mittel etwa 2 Versuche notig, um b zu finden.

Beispiel Seien p := 17 und a := 8. Finde alle z € N mit < 17 und 2% = 8 mod 17!
Es ist

(5) - (1%) B (%) | (137> =1 (1) = ()T o ey

also gibt es ein x € Z mit 2?2 = 8 mod 17.
Probiere b := 1. Es ist

12 -8 —1 7 171 17 3 7 1
(7)) (7) -0 (7)) --() --(5) -~
Seien also D := 10 = —7 mod 17 = 1> — 8 mod 17, R := Z; [v/10] und
£=b+1-VD=1+1-VI0eR.
Sei X := ¢T3+ = ¢9. Mit schnellem Potenzieren folgt

2
§=<l+lwﬂ® 1242.1.1-VI04+12-10=1+2-V10+1

=11+2- V10,
€= (11412 VI0) =102 +2.11.2 V10 + 210 = 121 + 44 VI0 + 40
"8 410 V10,
€= (8+10-v10) =8 +2.8.10 VIO +10°-10 = 64+ 160 - vI0 + 1000
"R 10+7-v10

und
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59=(1 +z-\/ﬁ)-(l+l-m>=1o-1+ 1-v10410-1-v/10+7-1-10
1 R

Es sind also 12?2 = 144 = 8 mod 17 und 5% = 25 = 8 mod 17.

BEWEIS:

(i) Zu (3)
Nach dem EULER-Kriterium 3.11 auf Seite 50 und der binomischen Formel sind

2 a1\2  gn1 g-1 a
y:(a4> =a2 =a-a2 =a-|—)modg=a-1modg=amodgq
q

und

(q—y)2:q2—2qy+y25y2modqzamodq.

(ii) (Zp [\/ﬁ] s —l—) ist ein Korper
Sei R := (Zp [\/E] R +>. R ist ein Ring.

Sind w € Z, und v € Z, mit v + v - VD # 0 in R, so folgte aus p| (u? — Dv?), dass
u? = Dv? mod p wire.

2 _
Wegen (—) = (2) ( ) (b a) -1 = —1 fiir alle v € Z ist das aber nicht
p p
v -

moglich.

Sei also A : { [

U+

\ {0} -z derart, dass A* (u,v)- (u®* — Dv*) = 1 mod p
— A" (u,

fiir alle u +v -v/D € Z, [\/7} \ {0} ist.
Dann gilt fiir alle u +v - VD € Z, [\/E] \ {0}

(y—i—y-\/ﬁ)-(A*(u,v)~u—A*(u,v)~v-\/5>
A (u,0) - u? v A (u,v) - u- VD —u- A (u,0) -v- VD — A (u,v) -v- D
= A" (u,v) - (v* —Dv)+Q-\/5
1

Damit folgt, dass R sogar ein Korper ist.
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(iii) Zu (2)
Fiir alle u € Z, und alle v € Z,, ist

<y+y.\/5>f’:z”: <P> ‘yj.<y‘\/5>l7—j

=0/

_ i VTt pz_l(p)-u_j-(y-@)”‘”'

S

=0, dap|( ) fir alle j€N mit j<p—1
:Q+U'D%'@:Q+j'@,

da nach der FERMATschen Kongruenz 2.11 auf Seite 23 u? = v mod p und v» = v mod p sind
und nach dem EULER-Kriterium 3.11 auf Seite 50 D"z = <%> mod p = —1 mod p ist.
Damit folgt

p+1

=((b+l-\/ﬁ)%ﬂ)2= <b+l-@

und
(]_9—X)2:p_2—2_p-X—i—X2:X2:g.
Nach dem Satz von LAGRANGE 3.5 auf Seite 45 gibt es hochstens zwei Losungen im Korper
R. Wegen (g) = 1 gibt es bereits zwei Losungen in Z, nach Folgerung 3.10 (4) auf Seite 49.
p

Wegen Z, C R sind Losungen in R also bereits Elemente von Z,, da es sonst mehr als zwei
Losungen in R gébe.
Also ist X € Z, und es folgt Behauptung (2).

(iv) Zu (1)

Sei D' € N mit D’ < p und 2, = —1. Analog (ii) folgt, dass (Zp [\/ﬁ} , —I—) ein Korper
ist. Definiere die sogenannte N%rm—Abbildung

Ly, [\/ﬁ] — Ly

N :
u+v-vVD — N(ery-\/D/) = u? — D'v?

Fiir alled € Z und alle v € Z mit p fv undN(c_l+y-\/D’> = a gilt

v’D' = (c_l+y-\/ﬁ—c_l)2: <c_l+y-\/ﬁ>2—2_d-(c_l+y-\/ﬁ>+d_2
= &®+2dv- VD' +v*D - 2d* — 2dv - VD' + &
= —(E-DV)+ &=~ N(d+v VD) =d-a=d~a
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D! 2 D! 2
Wegen ( Y ) = (—) : <U—) = (—1)-1= —1 fiir alle v € Z mit p fv ist d*> — a fiir alle
p p p

d €7 und aueveZmitp)(vundN(gz+y~¢ﬁ) — g ein qNR mod p.
Sei
Mi={eez, |[VD|\{0}; N () =a}.

Wegen (a,p) = 1 gibt es ein a* € Z mit aa* = 1 mod p.
Wie in (iii) folgt fiir alle u € Z und alle v € Z

<y+2'\/ﬁ)p+1:<@+9'\/ﬁ>p'(u+y-\/ﬁ)
:<ﬂ+_—“' D’>'<y+y-\/ﬁ)
=+ ww- VD + —ww - VD + 02D
:“2—U2D/:N<u+y.\/ﬁ)
Deshalb ist fiir alle { € Z,, [\/ﬁ] \ {0}

feM — N(§)=a — a-N(§)=1 — &l —a=0

Damit ist

M={eez, [VD|\{0} ;0" N(¢) =1} =ker (a - )

und, da die letzte Kongruenz nach dem Satz von LAGRANGE 3.5 auf Seite 45 hochstens p+ 1

Losungen hat, folgt
#ker (a* - N)<p+1.

Weil a* - N (€) fiir alle € € Z, [\/ﬁ] \ {0} in Z, \ {0} landet, ist

#im(a - N) < #(Z,\ {0}) = p— L.

Mit dem Homomorphiesatz aus der Algebra folgt

(=1)- @+ 1) =1 —1=#(2,[VD]\{0})

= # (2, VD] \ {0}) /¥er (- N)) - fker (a” - N)
= #im(a" - N) - #ker (a - N)
<(p-1)-(p+1).

Damit folgt Gleichheit und mit dem Vorherigen ergibt sich
#ker(a*-N)=p+1 und  #im(a*-N)=p—1

Insbesondere ist

H#M=p+1.

Manuskript zur Vorlesung Elementare Zahlentheorie — Sommersemester 2009 — K. HALUPCZOK



Seite 62 Kapitel 3

Es ist
denn fiir ein z € Z, ist N (z) = 22 und nach dem Satz von LAGRANGE 3.5 auf Seite 45 hat

y®> —a = 0 im Korper Z, hochstens zwei Losungen.
Fiir alle d € Z, alle v; € Z und alle vy € Z ist

N(d+w-VD)=N(d+v-VD) = &= Di}=d - Di}
— v =] — [v1] = |vg] .
Also gibt es mindestens
#M 9 — p+1_ 9 — p-3
2 2 2

viele d € Z,, so dass es ein v € Z mit p fv und N (c_l +v-V D’) = a gibt, das heifst, fiir die

2 __
<d a)zlist. 0
p

Fiir das spezielle Polynom f(z) = 2? — a mit a € Z ist das Losungsverhalten modulo

p € P\ {2} und modulo p* mit ¥ € N identisch, wihrend das allgemeine Polynom zweiten
Grades von Fall zu Fall nach dem Aufsteigesatz 3.7 auf Seite 47 untersucht werden muss. Der
Vollsténdigkeit halber wird schlieflich die Kongruenz x? = a mod 2° mit ¢ € N untersucht.

SaTz 3.15 (Losungen modulo Primzahlpotenzen)

VORAUSSETZUNGEN:

Seien p € P\ {2}, k € N, a € Z mit (a,p) = 1, b € Z mit 2 J b und
_ R — R

I v — f(x)=2"-b [

BEHAUPTUNG: (1) Die Kongruenz z* = a mod p* hat genau 1 + <g> Lésungen x € 7.
p

(2) Die Lisungszahl der Kongruenz f (z) = 0 mod 2% ist

(

1, falls k=1 ist.
2, fallsk=2undb=1(4) sind.
p(25,f) =10, fallsk=2undb=3(4) sind.
4, falls k>3 und b=1(8) sind.
L0, falls k>3 undb#1(8) sind.
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BEWEIS:

(i) Zu (1)

Fiir £ =1 ist dies Folgerung 3.10 (4) auf Seite 49.

Ist k # 1, so wendet man den Aufsteigesatz 3.7 auf Seite 47 auf h () = 2? — a an.
Wegen p [ (2a) gilt I (zo) = 220 # 0 (p) fiir jede Losung xo € Z mit 2§ —a = 0 (p¥).

Es tritt also stets der erste Fall im Aufsteigesatz 3.7 ein und man erhélt die Behauptung.

(i) Zu (2)
Die Fille £ = 1 und k = 2 rechnet man ohne Schwierigkeiten nach.
Sei also nun £ > 3 vorausgesetzt. Gibt es ein x € Z mit

2* = b mod 2, (0O)

dann muss x wegen 2 [ b ungerade sein und es gibt ein ¢ € Z mit x = 2¢+ 1. Also gilt im
Falle der Losbarkeit

e+ 1
bE(20+1>2m0d2k540~(C+1)+1mod2kzg.#

Fiir b=1(8) hat (O) bei k = 3 die vier Losungen z =1, x =3, z =5und 2 = 7.
Dies diene als Induktionsanfang.

Fiir £ > 4 sei x € Z mit 22 = b mod 2F 1.
Es gilt 2 f 2 und deshalb gibt es ein z* € Z mit z*z = 1 (2’“) Es werde

+ 1 mod 2¥ =1 mod 8.

b — z?

d:l'*w

gesetzt. Damit gilt
(x + Qk_2d)2 = 22 4+ 28" '2d mod 2F = 2% + b — 22 mod 2F = b mod 2*.

Es gibt also Losungen von () modulo 2*.
Seien x; € Z und x5 € Z zwei Losungen von () modulo 2%, Dann gilt

23 — 2% = (11 — 23) - (21 + 29) = 0 mod 2*.

Da z; und x5 beide ungerade sind, kann durch 4 dividiert werden:

1 — I9 l’1+l'2

5 . 5 = 0 mod 2F72

T1 — T Ty + T2 . . . . .
und 5 konnen nicht zugleich gerade oder ungerade sein, da sonst ihre Summe,

namlich z;, gerade wire.
Ty — X2

Sei also im ersten Fall =0 (2k_2), das heifst x5 = 2; mod 2~ 1. Dies induziert modu-
lo 2% die zwei Werte x; und z; + 2+~

Ahnlich erhilt man im Fall Tt T =0 (Qk_z) die zwei Werte —x; und —x; + 2F71.

Man iiberzeugt sich, dass diese vier Zahlen modulo 2* verschieden sind.

Alle vier 16sen die Kongruenz (O0) (binomische Formel) und andere Lésungen kann es nicht
geben. O
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Zur raschen Berechnung des LEGENDRE-Symbols g) wurde 1846 durch Carl Gustav JA-
p

COBI (1804-1851) das spéter nach ihm benannte Symbol eingefiihrt.

Definition 3.16 (JACOBI-Symbol)

Fiir b : { b= No } mit b = 0und 0 < #{p€ P;b, #0} < oo, m := [] p’ und
p = bp pelP

a € Z mit (a,m) = 1 wird das JACOBI-Symbol definiert durch

bp
(1) =TI <_)
m pelP p
(a,p)=1

Bemerkung

Fir m € P\ {2} stimmen LEGENDRE- und JACOBI-Symbol offenbar iiberein. Fiir zusam-
mengesetztes m € N\ P mit m # 1 und a € Z mit (a,m) = 1 bedeutet (£) = 1 nicht
notwendig, dass die Kongruenz 22 = a mod m lésbar ist.

Zum Beispicl ist (2) = 1, aber 2% # 2 mod 9 fiir alle z € Z.

Die Rechengesetze fiir das LEGENDRE-Symbol iibertragen sich auf das JACOBI-Symbol.

SATZ 3.17 (Rechenregeln fiir das JACOBI-Symbol)
BEHAUPTUNG: Fir alle m € N\ {1} mit 2 fm, allen € N\ {1} mit 2 [ n, alle a € Z mit
(a,mn) =1 und alle b € Z mit (b,m) =1 gilt

® (5)= () s a=moam i,
ERERD)

(%) -1

@ (5m) = () ()

—
(9}
~

3L Z]s

~
(=)
S
TN 7 N T N
| v
N———— ~
Il
I —~
—_ |
SN—
S~—
oog'\’ 3
L L
< -
3
QL

3
3|3 3

N—
I
/N
I

) : (—l)mTil'nTil, falls (m,n) =1 ist.
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Die Aussagen konnen alle ohne Miihe auf die entsprechenden Beziehungen fiir das Legendre—
Symbol zuriickgefiihrt werden. Es werde am Beispiel (7) ausgefiihrt.

BEWEIS: (von (7))

Seien (n,m) = 1, m = [[ p; und n = [] ¢; mit ungeraden Primzahlen p; und ¢;. Dabei
j=1 k=1

darf eine Primzahl in dem Produkt héufiger als einmal vorkommen. Dann ist p; # ¢ fiir alle

J € Nmit 5 <r und alle £ € N mit £ <s.

Nach Definition des JACOBI-Symbols, mit (2), (4) und mit dem quadratischen Reziprozitéts-

gesetz 3.13 auf Seite 53 fiir das LEGENDRE-Symbol ist dann

() -TI11 (%)

k=1j=1
:ﬁﬁ (%) : (_1)?"%1
ko1 j=1 \Pi

:(%)-@Jff mit
-1 -1 [p—1 g, — 1
gt ) ()

k=1 j=1 j=1

Man iiberpriift

~pj—1_ m-—1 g -1 n—1
Z = mod 2 und Z = mod 2
= 2 2 pet 2 2

leicht durch Induktion nach r bzw. s, womit die Behauptung folgt. O

Satz 3.17 erlaubt es, (%) fir p € P und a € Z mit p [ a ohne Faktorisieren des Zahlers zu
berechnen. Denn es sind folgende Operationen ausreichend.

a) Reduzieren des Zihlers, so dass der Betrag des Zahlers kleiner wird als die Hélfte des
Nenners.

b) Herausziehen von Zweierpotenzen im Zahler.
c) Berechnen von (=) und (2) fiir m € N\ {1} mit 2 J m.

d) Anwenden des Reziprozititsgesetzes 3.17 (7).
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Beispiel Es soll die Losbarkeit der Kongruenz x? = 383 mod 443 untersucht werden.
443 ist eine Primzahl. Mit Satz 3.17 folgt

() () (@) () ()
- (2)2(2)2 (1)
ICHOR

Die Kongruenz % = 383 mod 443 ist somit lésbar.

—
=

Kapitel 4: Summen aus Quadraten und hoheren Potenzen

Definition 4.1 (Pythagoriische Tripel)
(PYTHAGORAS, ca. 580-500 vor Christus)

Ein Tripel (z,y, z)" € N3 heift pythagoriisches Tripel, wenn es die Gleichung 22+ 3% = 22
erfillt.

Ein pythagoriisches Tripel (z,y, z)T € N? heifit primitiv, wenn (z,y) = 1 und 2|z gelten.

SATZ 4.2 (Indische Formeln)
BEHAUPTUNG: Es ist

{(x,y,z)T € N*; (z,y) = 1,2[x und 2® + % = 22}

2ab a e N,be N mita>0b,
= a> = eN?; a+b=1mod?2
a’® + b? und (a,b) =1

Anders ausgedriickt erhélt man alle primitiven pythagoraischen Tripel (x,y, Z)T € N3 durch

aeN, beN mit (a,b)=1, a>b und a+b=1mod?2

und

r:=2ab, y:=a®>—0b und z:=da*+0.
Die Einschrankungen (z,y) = 1 und 2|z sind unerheblich, denn

e Fiir d € N mit d|z und d|y folgt d?|z?, also d|z.

e Sind x und y beide ungerade, so ist z? + y? = 2 (4) und kann somit kein Quadrat sein.

Es geniigt daher, alle primitiven pythagoraischen Tripel zu bestimmen.
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BEWEIS:

(i) ,C*
Seien x € N, y € N und z € N mit 2|z, (z,y) =1 und

2 +y? =2

Z-Yy 2ty
2 72

ein p € P beide Zahlen teilt, dann auch y (Differenz) und z (Summe) und somit x.

Aus 22 + y* = 22 folgt

i

Dann ist z ungerade, also sind ) = 1. Denn wenn

und % ganz und

G-
2/ 2 2

Wegen der Teilerfremdheit sind nach Satz 1.17 auf Seite 15 beide Zahlen selbst Quadrate.
Also gibt es ein ¢ € N und ein b € N mit

2ty 2 Z—Y 2
5 a un B

Sofort folgen 2z = a® + b, y = a®> — b*, a > b und (a,b) = 1.
AuRerdem ergibt sich aus 2% + y? = 22, dass = 2ab sein muss.
Zuguterletzt ist

a+b=a*+b"mod2=zmod2=1mod 2.

(ii) 7’2“
Seien umgekehrt @’ € N und & € N mit o’ > ¥V, ' + 0 =1 mod 2 und (', V') = 1.
Seien 2’ := 2a'V, v := > — ¥* und 2’ := a’* + b"*.

Dann gilt 2’ € N, ' € N wegen o’ > V', 2/ € N, 2|z’ wegen 2’ = 2adt/ und
2
[E/2 + y/2 _ (2a/b/)2 + (a/2 o b/2> _ 4a/2b/2 + a/4 _ 2a/2b/2 + b/4
2
= d" +24° 0 = (a'2 + b’2> =2

Sei d’ := (a/,y'). Dann teilt d’* auch 2> und deshalb teilt @’ auch 2. Wegen d'|y’ und d'|2'
teilt d’ auch die Differenz und die Summe von ¢’ und z’. Das heifst

d2¢° und 4|20

Wegen (a',0') = 1 folgt d'|2, was d’ € {1,2} bewirkt. Nun folgt aus a’ + ¥ = 1 mod 2 aber
y =a* —¥* =1 mod 2 und mit d'|y’ bleibt nur noch d’ = 1. O

Die zuldssigen Tripel (z,y,2)" € N® und die Paare (a,b)" € N2 sind einander bijektiv
zugeordnet.
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Die ersten (a, b)T € IN? ergeben folgende primitiven phythagoriische Tripel

a b x Yy =z
2 1 4 3 5
3 2 12 5 13
4 1 8 15 17
4 3 24 7 25

Die ,diophantische Gleichung® z? + y? = 22 hat demnach unendlich viele Lésungen in N3.

Zu den ganz grofsen Problemen der Mathematik gehorte hingegen die

FERMAT—Vermutung
(,grofer FERMAT, englisch: “FERMAT’s last theorem” — Pierre de FERMAT, 1601-1655)

BEHAUPTUNG: Fir alle n € N\ {1,2} besitzt die Gleichung x"™ + y" = 2" keine Ldsung
(z,y,2)" € N3

In den etwa 350 Jahren ihrer Geschichte haben sich fast alle namhaften Mathematiker ernst-
haft um einen Beweis der FERMAT-Vermutung bemiiht. Insbesondere die algebraische Zah-
lentheorie wurde durch die Arbeit am FERMATschen Problem entscheidend vorangetrieben.
Erst 1995 gelang Andrew WILES der vollstindige Beweis der Vermutung.

Falls die Unlosbarkeit der FERMATschen Gleichung fiir ein n € N\ {1, 2} bewiesen ist, dann
folgt sie wegen a™ = (a™)" fiir alle m € N und alle a € Z auch fiir jedes Vielfache von n.
Es ist somit fiir die Unldsbarkeit ausreichend, die Exponenten n = 4 und n = p € P\ {2}
zu untersuchen. Der Fall n = 4 ist nach FERMAT elementar zugénglich, wihrend der Fall
n=p € P\ {2} algebraische Hilfsmittel erfordert. Ein Hinweis:

Sind p € P\ {2} und £ :=exp (ﬁ) = cos (Q—W) +1-sin (2—7T), so gilt fiir alle x € Z und
p p p
alle y € Z

|
—

xp+yp:(:c+y)~(x+£y)~(x+£2y)-...~(:c+£p_1y) = (:c+£jy).

<.
Il
o

Es wird daher niitzlich sein, den ,Kreisteilungskorper Q () zu untersuchen.

SATZ 4.3 (Satz von FERMAT)
BEHAUPTUNG: Die Gleichung x* + y* = 2* besitzt keine Losung (x,y,z)" € N3,
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BEWEIS:

(i) Definition von z,
Es reicht, die Unlésbarkeit der Gleichung

ot +yt =2 (0O)

mit (z,y,2)" € N? zu zeigen.
Annahme: (O) ist in N3 16sbar.
Sei 2o :=min{z € N;3z € N,y € N mit 2! + y* = 22} die kleinste Zahl, zu der es v € N
und y € N mit (O) gibt.
Seien # € N und y € N mit 2 + y* = 22. Es muss (z,y) = 1 gelten, da sonst in () gekiirzt
werden kdnnte, was zu einem kleineren z fithren wiirde. Insbesondere ist x oder y ungerade,
also ist

Z=2"+y'=1mod4 oder 2z =2a"+y"=2mod4.

22 = 2(4) tritt nicht ein. Bleibt
20 =1(2) und oBAA z=0(2) A y=1(2).

(ii) Anwenden von Satz 4.2
Auf (0) kann Satz 4.2 auf Seite 66 angewandt werden.
Es gibt ein @ € N und ein b € N mit a > b, (a,b) =1, a+b=1(2),

z? = 2ab, yP=a® - 1? und 20 = a® + b
Aus a =0(2) und b =1 (2) folgte y*> = 3(4), was nicht sein kann. Also gibt es ein ¢ € N mit
a=1(2) und b=2c

(iii) Konstruktion von z;

2 2
Aus (ii) ergibt sich (g) = % = ac und (a,c) = 1, also gibt es ein z; € N und ein d € N
mit
a= 22 c=d? (z1,d) =1 und y* =a® —b* =z} — 4d"
Also ist

(20%)" + 9 = ()", (0)
wobei 2d?, y und 27 paarweise teilerfremd sind.

(iv) Beweis von z; < zg
Auf (O) wird erneut Satz 4.2 angewandt und es gibt ein a; € N und ein b; € N mit a; > by,
(CLl,b1> = 1, a; + bl =1 (2),
2d* = 2a,by, y=al — b und 2} =al + b3
Wegen d? = a;b; und (ay,b;) = 1 gibt es ein 71 € N und ein y; € N mit
2

2 2 4 4
ay = I, by =3 und Ty + Y = 2.

Aber wegen 0 < z; < 22 = a < a? < a® + b* = 2, ist somit eine kleinere Zahl als z, gefunden,
die () 16st. Dies bedeutet einen Widerspruch. O
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Die hier benutzte Methode, zu einer angenommenen Losung eine kleinere zu konstruieren,
geht auf FERMAT zuriick und wird nach ihm ,descendente infinie* (Methode des ,unendlichen
Abstiegs”) genannt. Das Prinzip wird noch zweimal angewandt werden.

Als néchstes soll untersucht werden, welche Zahlen sich als Summe von zwei, drei oder mehr
Quadraten schreiben lassen.

SATZ 4.4 (Satz von EULER tiber Summen von zwei Quadraten)
BEHAUPTUNG: Fliir alle n € N sind die folgenden Aussagen dquivalent

(1) Es gibt ein z € Ng und ein y € No mit n = 22 + y*.

(2) In der Primfaktorzerlegung von n treten alle Primteiler p € P von n
mit p = 3 mod 4 in gerader Potenz auf.

BEWEIS:

(i) plnundp=3(4) = (z,y)#1
Sei n € N. Falls es ein p € P mit p = 3 (4) und p|n gibt, gibt es kein (z,y)" € Z2 mit

n=2>+9> und (7,y)=1.

Annahme: Es gibt ein ¢ € P, ein z € Z und ein y € Z mit ¢ = 3(4), q|n, (z,y) = 1 und
n = x% +y>.

Wegen n > 3 und (z,y) = 1 kann oBdA = > 1 und y > 1 angenommen werden. Wegen ¢|n
und (z,y) =1 gelten x # 0(q) und y # 0(q).

Nach Satz 3.2 auf Seite 42 existiert ein z € Z mit y = zz (q), also

(14 2) =0+ () = 0(0)

—1

und somit 1 + 22 = 0(g). Damit ist (—) = 1, also ist ¢ = 1(4) nach dem ersten Ergin-
q

zungsgesetz 3.13 1. auf Seite 53, was einen Widerspruch bedeutet.

(i) (1) = (2)
Es gebe ein x € Ny und ein y € Ny mit n = 22 + 32,

Seien d := (z,y), 2’ := 5, ¥ == S und n’ := 2'* + 4% Dann sind (2/,4') = 1 und

n = d* (z'z + ylz) =d’n’. (0)

n' besitzt also eine Darstellung n’ = &> + y/* mit («/,y') = 1.

Ist ¢ € P mit ¢ = 3 mod 4 ein Primteiler von n, so kann ¢ nach (i) n’ nicht teilen.

Sei a der Exponent von ¢ in der kanonischen Zerlegung von d. Dann teilt ¢ nach (O) die Zahl
n in genau 2a—ter Potenz.
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(iii) Multiplikativitdt der Darstellbarkeit
Sind ny € N und ny € N darstellbar, so ist auch nins darstellbar, wie die fiir alle
(21, T2, y1,y2)" € Z* giiltige Identitét

(93% + y%) : (933 + y%) = (z1202 + y1y2)2 + (12 — 932?/1)2

zeigt. Fiir die Richtung von (2) nach (1) reicht es danach aus, fiir jedes p € P mit p = 1 (4)
die Losbarkeit von p = 22 + y? nachzuweisen.
Denn 2 = 12 + 12 und fiir alle p € P mit p = 3 (4) ist p* = 0 + p°.

(iv) (2) = (1)
Sei p € P mit p=1(4).

1. Es gibt ein m € N, ein 2’ € Ny und ein ¢y € Ng mit m < p, p f (2'y') und

e y'2 = mp.

—1
Denn wegen p = 1(4) ist <—) = 1, also existiert ein z € Ny und ein m € Z mit
p

und 22 + 1 =mp. Wegen 0 < 1+ 22 < p?ist 0 <m < p.

zgp

2. Seien
./\/l::{nelN;n<pundE|:c€1N0,E|y€IN0 mitx2+y2:np}

und mg := min M.

Ist mo = 1, so folgt die Behauptung.

Nach der FERMATschen Idee wird im Fall mq > 1 ein kleineres m; € M konstruiert.
Es werde also my > 1 angenommen.

Wegen my € M gibt es ein z € Ny und ein y € Ny mit 2% + y? = mgp.

Insbesondere folgt
mo fx oder mo fy.

Denn aus mg|z und mely folgte m3| (2* + y*) = mop. Das hieke mg|p, was wegen
1 < mg < p nicht eintreten kann.

3. Da mg > 1 ist, lassen sich ganze a € Z und b € Z finden, so dass fiir
Ty =X — amg und Y1 =1y — bmyg

max {|z1|, |y1|} < ? ist. (Man nehme die absolut kleinsten Reste von = und y modu-

lo my.) Also sind
0<a?4y2<2(™0) <2 d 24y?=a2+y%(mg) =0
1ty = 5 my un i+ =2 +y” (mo) =0(mo).

Insbesondere existiert ein m; € IN mit

2]+ i = mymg und 0 <my < my.
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4. (iii), mop = 2% + y? und die letzte Gleichung ergeben

mgmip = mep - mamg = (2° +y?) - (a7 +97) = (z21 + yy)? + (zyr — 11y)°.

Wegen
xry +yy = (1 —amg) +y - (y — bmg) = 2+ y* —my - (ax + by)
———
=mop
und

xy —my=x-(y—bmgy) —y- (xr—amgy) =xy — xy —myg - (bx — ay)
——

=0
folgt daraus mit 2’ := |p — ax — by| und ' := |ay — bx|, dass
mip = 2% + y'2 ist. Also ist my € M.

Wegen 0 < m; < mg steht dies im Widerspruch zur Minimalitat von my. O

Der Fall dreier Summanden ist wesentlich schwieriger und kann hier nur knapp diskutiert
werden. Der Hauptgrund dafiir ist, dass keine ,Multiplikationsformel* der Art

(xf+yf+z%)(x§+y§—l—zg) :L%([L’l,...,ZQ)—I—Lg(l'l,...,Zg)—|—L§(ZI§'1,...,22)

(L1, Ly und L3 Polynome zweiten Grades in den sechs Variablen) existiert. Adolf HURWITZ
(1859-1919) hat gezeigt, dass es solche Formeln nur fiir 1, 2, 4 oder 8 Summanden gibt.

SATZ 4.5 (Satz von LEGENDRE iiber Summen von drei Quadraten)
BEHAUPTUNG: Fiir alle n € N sind folgende Aussagen dquivalent

(1) Es gibt ein (z,y,2)" € N3 mit n = 22 + y® + 22.

(2) n¢{4*-(80+7) € N;a € Ny und b € Ny}.

Die Richtung von (2) nach (1) erfordert einiges aus der Theorie der terniren quadratischen

Formen
3

Q (S(Zl,LL’Q,SL’g) = Z Ak T;T mit ajr € Z
j?k:]-

sowie den Satz von DIRICHLET (1805-1859), dass in jeder reduzierten Restklasse a + k7 mit
k€ N, a € Z und (a, k) = 1 unendlich viele Primzahlen liegen.
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BEWEIS: (von (1) = (2))
Die Richtung (1) = (2) ist einfach.
Annahme: Es gibt ein n € N, ein (1, x2, l’g)T € N}, ein a € Ny und ein b € Ny mit

n=4% (8b+7) = a7 + 13 + 3. (0)
Seien (y1, 42, y3)" € N2 und (ay, ap, a3)” € N3 mit
x; = 2%y, und 2 [y, fir alle j € {1,2,3}. (O)

OBdA gllt aq S a9 S as.
Fiir jedes ungerade y € 7Z gilt y*> = 1(8), denn fiir alle 2z € 7Z ist

(241
(2z+1)2:4z2+4z+1:4z-(z—|—1)+1:8~%+151m0d8.
Also gilt y? = 1(8), y3 = 1(8) und y2 = 1 (8). Dann folgt
0<a=a <ay<as. (0O)

Denn die Annahme a; > a ergibt unmittelbar einen Widerspruch, da wegen (0) sonst 4°*1|n
gelten misste und aus a; < a ergébe sich mit (O)

% = 4970 (8h + 7) = gy? 4 2% (@272 4 oF(as—ar)y2

Die linke Seite wére in (0+ 8Z) U (4 + 8Z). Der zweite und dritte Summand rechts sind
kongruent zu 0, 1 oder 4 modulo 8, die rechte Seite wére also kongruent zu 1, 2, 3, 5 oder 6
modulo 8, was nicht zusammenpasst.

Aus (O), (O) und (O) erhélt man
ny = 8b+ 7 =y} + 2223 + 2052

mit by := 2ay — 2a, by := 2a3 — 2a, 2 fy; fir alle j € {1,2,3} und 0 < by < bs.
Man iiberzeugt sich durch Verfolgen aller Méglichkeiten (siehe oben), dass die rechte Seite
nicht kongruent zu 7 modulo 8 sein kann. O

Am Beispiel
3-5= (124 1241%)- (24+1240°) =15=4"-(8-1+7)

sieht man, dass die Eigenschaft, Summe dreier Quadrate zu sein, nicht ,multiplikativ ist.

Das Problem mit vier oder mehr Summanden hat eine einfache Losung.

SATZ 4.6 (Vier-Quadrate-Satz von LAGRANGE)
BEHAUPTUNG: Jedes n € N besitzt eine Darstellung

2 2., .2 2 : T 1
n =z + 5+ x5 + xj mit (x1, T2, x3,24) € Np.
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BEWEIS:

(i) Die LAGRANGEsche Identitét
Die wichtige Multiplikationsformel lautet hier
(z} + 23 + 25 +23) - (yi +v5 + 45 + )
= (211 + Toys + T3y + 14ya)” + (T1Y2 — Toys + Tays — Tays)”
+ (1y3 — T3y1 + TaYo — 332?J4)2 + (T1Yys — Tay1 + T2y3 — x3y2)2 .

fiir alle (1, 29, 23, 4)" € Z* und alle (yy, yo, Y3, y4)" € Z*.
Wegen 2 = 12+ 12+ 0% +0? reicht es also aus, den Beweis fiir ungerade p € P\ {2} zu fiihren.

(ii) Existenz und Definition von my
Sei p € P\ {2}. Dann sind die Zahlen

-1
a’ mitaEZundOSagT
und

-1
1 — 2 mithZundOSbST

jeweils paarweise inkongruent modulo p. Es muss also, da insgesamt 2 - <1 + p% > p

Zahlen zur Verfiigung stehen, eine aus der ersten zu einer aus der zweiten Menge modu-
lo p kongruent sein. (Schubfachschluss, auch ,, DIRICHLETsches Schubfachprinzip® genannt,
englisch “pigeonhole principle™)

Es gibt also a € Ny, b € Ny und m € Ny mit

—1\?
0’4+ 12 +a*>+bv>=mp und O<mp§1+2-<pT> < p?,

also 0 < m < p. Demnach ist

4
M = {nelN;n<pund Jax1 € No,doe € Ng, 3 € Np, d4 € Ng mit Zx?znp}

j=1
nicht leer und es gibt mgy := min M, x; € Ny, x5 € Ny 23 € Ng und x4 € N mit
T} + x5 + 25 + 5 = mp. (O)

Ist mo = 1, so ist der Beweis gefiihrt.
Es werde also my > 1 angenommen.
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(iii) mo # 1 ist ungerade
Angenommen, my sei gerade. Dann wéren

1. alle z; gerade oder
2. oBdA =z, x5 gerade und x3, r4 ungerade oder
3. alle z; ungerade.

Im 2. Fall wéren
Y =21+ T2, Yoi=21— T2, Ys:=x3+xg und  ygo=a3— 2y

samtlich gerade, ebenso wie im 1. und im 3. Fall.

Aus (O) folgte
Tor=(5) (5 +(3) +(5)
> =) ") T\5) TG
im Widerspruch zur Minimalitdt von mg. Also ist my > 3 ungerade.

(iv) Konstruktion von m;, 1 < m; < mg

Es gibt ein jy € {1,2, 3,4}, fiir das z;, nicht durch my teilbar ist, denn andernfalls folgte aus
(O) my|p. Zur Konstruktion eines kleineren m; € M werde wie im Beweis zu Satz 4.4 auf
Seite 70 fir alle j € {1,2,3,4}

mo

Yj = T; — ajmg mit |y;| < 5

und a; € Z gesetzt (das strenge < ist wegen mg = 1(2) moglich). Dann gilt

2 2 2 2 mo\ 2 2
0<y1 +y2+y3+y4 <4- (7) = my.
Aus (O) ergibt sich
y% + y% + yg + yZ = xf — 2a1x1mg + a%mo + x% — 2a9x9mg + agmo

2 2 2 2
+ x5 — 2az3r3mg + azmg + x5 — 2a4T4m0 + azmg

= my - (p + i (aF — 2ajxj)>

j=1
4
mit my :=p+ >, (a? — 2ajxj) > 0, wegen y3 + 43 —I—y§ + 2> 0 und mg > 0.
j=1
Insbesondere gilt 0 < mg - my =y} +y3 + y3 + yi < mi, was zu 0 < m; < my fiihrt.

(v) mieM
Multiplikation von (0) und der letzten Gleichung geméfs (i) zeigt die Existenz von z; € Z,
29 € 4, z3 € Z und z4, € 7 mit

2 2,2, .2, 2
monup = 2y + 25 + 25 + 2,
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wobel die z; fir alle j € {1,2,3,4} wie in (i) angegeben aus den z;, und den y, mit k €
{1,2,3,4} und ¢ € {1,2,3,4} berechnet werden. Zum Beispiel ist

21 = Z Ty = Z z; - (x; —a;mp) = Z x? mod mg = 0 mod my.

1<j<4 1<j<4 1<j<4

Ebenso ergeben sich zo = 0 (myg), 23 = 0 (mp) und z4 = 0 (my).
Also gibt fiir alle j € {1,2, 3,4} ein ¢; € Ny mit

‘Zj‘ =My - Cj.
I 2 — 2 2 2 2 43 ibt d
n monmap = 2y + 23 + z3 + 27 eingesetzt, ergibt das
2, .2, 2, 2
m1p261+62+03+c4,

also m; € M mit m; < myg, was der Minimalitdt von mgy widerspricht. O

Der Vier—-Quadrate—Satz von LAGRANGE kann als Spezialfall eines allgemeineren Problems
aufgefasst werden.

WARINGsches Problem

(Edward WARING, 1734-1798)
g9(k)

Existiert zu jedem k € N ein g (k) € N, so dass jedes n € N als Summe Y z¥ von g (k)
j=1

vielen k-ten Potenzen mit x; € Ny fiir alle j € N mit j < g (k) dargestellt werden kann?

Der erste allgemeine Beweis fiir die Existenz eines ¢ (k)s fiir alle £ € N wurde 1909 von
David HILBERT (1862-1943) gegeben. Unter den verschiedenen, sdmtlich nicht elementaren
Losungswegen hat sich Folgender als am ergiebigsten erwiesen. Sei fiir K € N und o € R

]
Sy (o) = Z exp (2 - am").

m=1

Dann gilt fiir alle £ € N und alle n € N

L
RZ,k(n) = # { (iUl,. .. ,.flfg)T € NZ ,fo = n}
j=1
1

= / (Sk ()" - exp (=27 - an) dev.

0

Eine genaue Analyse des Integrals fiihrt fiir hinreichend grofes ¢ € N mit ¢ > ¢, (k) € N zu
einer Naherungsformel fiir Ry ;(n) und damit zur Lésung des WARINGschen Problems.
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Kapitel 5: Zahlentheoretische Funktionen

Definition 5.1 (Zahlentheoretische Funktionen)

a) Eine Abbildung f : N — C heifit zahlentheoretische Funktion. (Kurz: zF)

Die Menge aller zahlentheoretischen Funktionen wird mit F bezeichnet.

b) Eine zF f : { Hjl : ?(n) } heift multiplikativ, wenn

(i) f(1)=1 und
(ii) f(mn) = f(m)- f(n) fir alle m € N und alle n € N mit (n,m) = 1 sind.

f heift vollstandig multiplikativ, wenn f (1) = 1 und f (mn) = f (m)- f (n) fir alle
m € N und alle n € N sind.

c) Eine zF [ : { Hq\i : ?(n) } heift additiv, wenn f (mn) = f(m) + f (n) fir alle

m € N und alle n € N mit (n,m) =1 ist.
f heift vollsténdig additiv, wenn f (mn) = f(m)+ f (n) fir alle m € N und alle

n € N gilt.
Bemerkungen

. . . el e i N —- C
(1) Die erste Bedingung fiir die Multiplikativitit einer zF f : { n - f(n) } kann

auch durch
»,dng € N mit f (ng) # 0

ersetzt werden. Denn mit der zweiten Bedingung folgt daraus
f (o) = f(no-1) = f(no)- £ (1),
also f (1) = 1.

(2) Waihrend es sich bei der Multiplikativitit als giinstig erweist, die Null-Funktion auszu-
schliefsen, ist dies bei der Additivitdt nicht notig.

N — C
n o — f(n)
fr - o) =08 f (o)

fir £ € N, beliebige a; € Ny und paarweise verschiedene p; € P mit j € N und
J < k durch ihre Werte auf den Primzahlpotenzen vollstindig bestimmt, vollstindig
multiplikative durch ihre Werte an den Primzahlen.

(3) Multiplikative Funktionen f : { } sind wegen

(4) Ist g : N — C additiv, dann ist f := exp og multiplikativ.
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Definition 5.2 (0, 0, 7, w, ©, 1 und )

. N — {C;CCN} . . N — C :
a) FirD: { n D(n)::{dEIN;d\n}}undemeZFf' { . f(n)}wu"d

Y fd)= Y f(d)
din deD(n)

gesetzt.

b) Fiir alle « € R wird
N — R

Oa 't n +— o,(n) ::Zdo‘

din

als Teilersummen—Funktion zum Exponent « bezeichnet. Insbesondere heiffen

o= 0 Teilersummen—Funktion und

T = 0y Teileranzahl-Funktion.

c) Seien

w : {Hjl _ ilj?n);:#{peﬂ?;p\n}}

die Primteileranzahl-Funktion und

N — Ng
0. { . mn):z#{(p,j)TerN%pj\”}}

die Primfaktorenanzahl-Funktion.

L {sz - 1111\1?71)::1}

die Konstante 1-Funktion und

d) Seien

N—>N0

e {1J 1, fallsn=1
n — en)=|—|=
n 0, fallsn#1

die 1-Erkennungs—Funktion.

Folgerung 5.3

Fiir alle a € R ist 0, multiplikativ, aber nicht vollstdndig multiplikativ.
w ist additiv, aber nicht vollstéandig additiv. €2 ist vollstdndig additiv.

1 und ¢ sind vollstandig multiplikativ.
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Ist n € N mit der Primfaktorzerlegung n = H p?j , so gilt
j=1

w(n)=r und Q(n):Zaj.

Jj=1

Die erste Aussage ergibt sich unmittelbar aus dem spéteren Satz 5.9 auf Seite 83. Zur Ubung
werde der Beweis hier ausgefiihrt. Die anderen Aussagen sieht man unmittelbar ein.

BEWEIS: (fiir o, mit o € N)
Seien @ € R, m € N und n € N mit (m,n) = 1. Dann sind die Paare (d, k)" € N? mit d|m
und k|n den Teilern ¢ := dk von mn bijektiv zugeordnet und es gilt

o (mn) = 0" =" "(dk)*

Lmn dlm k|n
:Zdo‘-Zko‘ =0,(m) -0, (n).
dlm k|n

Fiir alle p € P und alle & € Ny ist

k
O_a(pk):Z(pk)a:1_‘_pa_'_p2a_'_.“+pka§£0_

j=1
Wegen
Oa (p2) =1+ p*+p* und
0a (D) 0a(p) = (L +p%) - (1+p%) = 1429 +p*
fiir alle p € P sieht man, dass o, nicht vollstandig multiplikativ ist. O

Die folgenden zwei Bezeichnungen gehen auf die alten Griechen zuriick. Die dritte Bezeichnung
erschliefst sich aus dem auf die Definition folgenden Satz.

Definition 5.4 (Vollkommene und befreundete Zahlen, MERSENNE-Zahlen)

a) Eine natiirliche Zahl n € N heift vollkommen (oder perfekt), wenn

a(n)dean ist.

dn
b) Zwei verschiedene natiirliche Zahlen n € N und m € N\ {n} heifen befreundet, wenn
o(n)—n=m  und o(m)—m=n  sind.

c) Die Zahlen M, := 2P — 1 mit p € P heifen MERSENNE—Zahlen.
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SATz 5.5 (Geradene vollkommene Zahlen und MERSENNE-Primzahlen)
BEHAUPTUNG: (1) (EUKLID-EULER)

FEine natirliche Zahl n € N ist genau dann gerade und vollkommen,
wenn es ein k € N mit n =2%. (2871 — 1) und 2"*' — 1 € P gibt.

(2) (Marin MERSENNE, 1588-1648)
Istme N mit 2" — 1€ P, soist m € P prim.

Bemerkung

Fiir alle p € {2,3,5,7,13,17,19, 31,61, 89,107, 127} sind die M,, prim, fiir die iibrigen p € P
mit p < 500 ist M, zusammengesetzt. Seit 12. Juni 2009 sind siebenundvierzig prime MER-
SENNE-Zahlen bekannt. Das am 12. Juni 2009 grofte solche M, gehort zu p = 431126009,
hat 12978 189 Dezimalstellen und ist zugleich die grofste damals berechnete Primzahl. Man
vermutet, dass es unendlich viele prime und unendlich viele zusammengesetzte MERSENNE—
Zahlen gibt.

Ob ungerade vollkommene Zahlen existieren, ist ein offenes Problem. Falls es welche gibt,
miissen sie groRer als 101%° sein.

Ebenso ist unbekannt, ob es unendlich viele Paare befreundeter Zahlen gibt.

BEWEIS:
(i) Zu (1), <=
Ist k € N mit p := 25! — 1 € P, so siecht man
o8- (2" 1)) =142+ 42"+ (14+2+... 42" p
:(2k+1_1) (p+1): (2k+1_1) 2k+1:22k (2k+1_1)
Dies ist die EUKLIDsche Feststellung.

(ii) Zu (1), ,,—>*

Eine Zweierpotenz 2% mit k& € N ist wegen o (2k) =14 ...4+2F =21 14 2.2F nicht
vollkommen.

Seien also n € N, k € N und v € N mit

n =2y st vollkommen, u>3 und 2 fu.
Dann folgt mit der Multiplikativitdt von o
My =2n=0(n)=0(2") o) = (2" -1) o),

also
-1 u
g (U) = 2k+1u . (2k+1 — ]_) =u -+ W (D)

Da v und o (u) ganz sind, ist es auch z=4—. Das heift 2" — 1 und 54— sind Teiler von w.
Aus der Identitdt (0) entnimmt man, dass u und 5=7— die einzigen Teiler von u sind. Also
ist u € P Primzahl und 57— = 1.
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(iii) Zu (2)
Seien h € N\ {1} und ¢ € N\ {1}. Dann ist

M — 1= (2" —1) . (2" 2D o 2h )

zusammengesetzt. ]

Definition 5.6 (MOBIUS-Funktion und VON MANGOLDT-Funktion)
a) Die Funktion

N — Z

J n oo pn) = (_1)W(n) . falls p? Xn fiir alle p elP gil.t
0, falls es ein p € P mit p?|n gibt

heiftt MOBIUS—Funktion (August Ferdinand MOBIUS, 1790-1868).

b) Ganze Zahlen, in deren Primfaktorzerlegung keine Primzahlen in zweiter oder hoherer
Potenz auftreten, heifen quadratfrei (squarefree).

Alle anderen ganzen Zahlen heifsen quadrathaltig (squareful, nonsquarefree).
c) Die Funktion

N - R
n o A(n)::{

Inp, fallsesein (p, k:)T € P x N mit n = p* gibt

0, sonst.

heift vVON MANGOLDT—-Funktion (Hans Karl Friedrich VON MANGOLDT, 1854—
1925).

Die fundamentale Bedeutung der etwas merkwiirdig anmutenden MOBIUS-Funktion wird
bald klar.

Die VON MANGOLDT-Funktion ist zwar weder multiplikativ noch additiv, spielt jedoch in
der Primzahltheorie eine sehr wichtige Rolle.

Folgerungen 5.7
(1) Die MOBIUS-Funktion ist multiplikativ, aber nicht vollstindig multiplikativ.
(2) Fiir alle n € N gilt
n ist quadratfrei = ()| = p? (n) = 1.
n ist quadrathaltig (d.h. Ip € P mit p*|n) = p(n) =

(3) Esist ZA (d) = In(n) fiir alle n € N.
dln
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BEWEIS:
(2) ist mit (1) sofort klar.

(i) Zu (1)
Sei p € P. Seien n € N und m € N mit (n,m) = 1.
Falls beide quadratfrei mit den Primfaktorenzerlegungen n=p;-...-p,und m=¢qy - ... g

sind, so ist es wegen (n,m) = 1 auch nm und es gilt

plm) =p(pr-.oproqr...gs) = (1) = (=1)"- (=1)" = p(n) - e (m).

Falls nm quadrathaltig ist, dann wegen der Teilerfremdheit auch n oder m, also

0=p(nm)=p(n)- pn(m).

Wegen s (p?) = 0, aber u (p)- i (p) = (—1)* = 1 liegt keine vollsténdige Multiplikativitit vor.

(ii) Zu (3)

Es ist In(1) = 0 = A(1) = > A(d). Sei also ¢ € N\ {1} mit der Primfaktorzerlegung
dll

¢ =pi* ... py¥. Nach Definition von A tragen zur Teilersumme nur die d € N mit d|¢ etwas

bei, die die Gestalt pg’» mit b € N, b <a;, j € Nund j <k haben. Also ist

k aj
2AD=35 )
din

Z (P2 ... pi) =1In(0). O

=1

Definition 5.8 (Falt—Produkt zweier zahlentheoretischer Funktionen)

Fiir zwei zF f : { HjL : j‘;(n) } und g : { HjL : S(n) }Wil‘d durch

N — C

frai {4 n = (Frg)( §jf 9(%)

das Falt—Produkt von f und g definiert.
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SATz 5.9 (Multiplikativitat des Falt—Produkts zweier multiplikativer Funktionen)
BEHAUPTUNG: Fulls f: N — C und g : N — C multiplikativ sind, ist auch f*g multipli-
kativ.

Bemerkung
Die vollstandige Multiplikativitat bleibt bei der Faltung nicht immer erhalten, wie das Beispiel

T=1x1

in Verbindung mit Folgerung 5.3 auf Seite 78 zeigt.

BEWEIS:

Seien f : { ]I:Il : qu(n) } und g : { Hq\i : ;]C(n) }multiplikativ.

Seien ny; € N und ny € N mit (ng,ny) = 1.
Durchlaufen d; € N und dy € N unabhéngig voneinander alle Teiler von n; und ns, so
durchlauft d;dy alle Teiler von nns.

Umgekehrt lasst sich jeder Teiler d € N von niny eindeutig als dyds mit d; € N, dy|ny, dy € N
und ds|nsy schreiben. Fiir d; € N und dy € N mit dq|n; und dy|ns ist wegen (nq,ns) = 1 auch

ny nNo
di,dy) = —,— | = 1.
( 1, 2) d1’d2
Also folgt

(f * g) (niny) Z f(d <n1n2>

dlnins

=3 S st o dQ)

di|ni da2|na

=Y f(d)-g (”)

(i)
dilni d2

=(fxg)(n)-(fxg)(n O

d2|n2

Die erste Aussage von Folgerung 5.3 auf Seite 78 ist hierin wegen
0o = Pyx1 mit P, (n) :=n® fiir alle n € N

fir alle o € R offenbar enthalten.
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SATZ 5.10 (Gruppeneigenschaft der zahlentheoretischen Funktionen)
BEHAUPTUNG: (1) Die Menge F der zahlentheoretischen Funktionen bildet mit % als Ver-
kntipfung eine abelsche Halbgruppe mit Finselement.

TR

der zahlentheoretischen Funktionen, die an der Stelle 1 nicht verschwin-
den, bildet mit x als Verkniipfung eine abelsche Gruppe.

(2) Die Menge

(3) ¢ ist in (Z,*) das neutrale Element. (¢ (n) = |1| fir alle n € N)

(4) Die MOBIUS—Funktion ist das Faltungs—Inverse der Funktion 1, das
heifst, es ist

pxl=1*pu=c.

(5) Die Menge der multiplikativen Funktionen bildet eine Untergruppe von
(Z,%).

BEWEIS:

(i) * ist eine Verkniipfung auf F und Anwenden von Satz 5.9

Dass x auf F eine Verkniipfung bildet, ist klar.

Dass * nicht aus M := {f € Z; f ist multiplikativ} hinausfiihrt, wurde in Satz 5.9 auf der
vorherigen Seite gezeigt.

(ii) Kommutativitit
Durchliduft d € N alle Teiler von n € N, so durchléduft auch % alle Teiler von n. Damit folgt
fiir alle n € N, alle f € F und alle g € F

G = 1@ (5) =1 (5) 0 (5) =S a@)-1 (5) = @ N
din d d'|n

din

Also ist * kommutativ auf F und insbesondere auch auf Z C F.

(iii) Assoziativitit
Es kann (f % ¢g) (n) fiir alle n € N, alle f € F und alle g € F auch als Z f(dy)-g(ds)

di|n und da|n
dido=n

geschrieben werden.
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Fiir alle n € N, alle f; € F, alle fo € F und alle f;3 € F folgt

(fr* (f2% f3)) (n)
= D ) (faxf)d)= D fld)- D folda) fa(dy)
di|n und d’'|n di|n und d’'|n da|d’ und ds|d’
did'=n did'=n dodz=d'
= > Ald) fad) filds) = > > fildh) - fo(da) - f3(ds)
(d1,d2,d3)T eN? d’'|n und d3|n  di|d’ und d2|d’
dldzdgzn d,dgz’n d1d2:d/

= Z (fr*fo) (d) - fs(ds) = ((f1 % f2) * f3) (n) .

d'|n und ds|n
d'd3=n

Also ist * assoziativ auf F und insbesondere auch auf Z C F.

(iv) Zu (3)
Es gilt fiir beliebiges f € F und alle n € N

(fra)m) = (Ex N =Y c@-f(5)=1-F(F)+D0-F(5) = ().
d|

dln n
d#1

(v) Zu (4)
Mit 1 und g ist auch 1 % g multiplikativ. Insbesondere ist (1 % p) (1) = 1.
Fiir Primzahlpotenzen, also alle p € P und alle £ € N gilt jedoch

(L) () = e 1) () = Sl 1 () = ) = w0) 41 ) =0

d|p* d|p*
Also ist (1% p) (n) =0 fiir alle n € N\ {1}.

(vi) Invertierbarkeit in (2, *)
Zum Nachweis des Inversen g € Z zu f € Z beziiglich x wird die Gleichung

gxf=c¢ (0)

rekursiv nach g aufgeldst.

Induktionsanfang:

Fiir n = 1 lautet () g (1) - f (1) = 1. Sei also g (1) := (f (1))~

Das Inverse von f (1) existert in C\ {0}, weil f (1) # 0 wegen f € Z ist.
Induktionsvoraussetzung;:

Es gibt ein n € N und fiir alle m € N mit m < n gibt es ein g (m) € C, so dass (0) fiir m
erfiillt ist, also (g * f) (m) = e (m) gilt.

Induktionsschluss:

Die Giiltigkeit von (0) fiir n + 1 besagt dann

O=en+1l)=gn+1)-f(1)+ Z g(d)-f(n;rl).
pr
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Diese Gleichung ist mit g (n+ 1) := — Z g(d)-f (n ;_ 1) S(f (1) 7" erfiillt.
d|(n+1)
d#n+1

(vii) M bildet eine Untergruppe

Nach (i) ist zur Untergruppen—FEigenschaft von M noch zu zeigen, dass mit f € M auch das
durch g * f = ¢ eindeutig festgelegte, in (vi) konstruierte g € Z multiplikativ ist.
Induktionsanfang:

Esist g(1) =g =1=1=1-1=g(1)-g(1).

Induktionsvoraussetzung:

Fiir ein n € N\ {1} sei schon gezeigt, dass g (didz) = ¢ (dq) - g (dy) fiir alle d; € N und alle
dy € N mit (dy,dy) = 1 und dydy < n erfiillt ist.

Induktionsschluss:

Nach (0) ist wegen f(1) =1 und n > 2

gn)==>_g(d)-f(3).
dln
d#n

Wegen g (1) =1ist g(1-n)=g(n)=1-g(n)=g(1)-g(n).
Gibt es ny € N\ {1} und ny € N\ {1} mit n = nyny und (ny,ny) = 1, so ergibt sich mit der
Induktionsvoraussetzung

glmna) == > g(d)-f (27

dlnins
d#ning

=— > 9(d1d2)'f<%'z—§)

(d1,d2)T eN?
di|ni und d2|n2
di1<ni oder da<no

—— X saew £ (5)-1(3)

(dl ,dg)TENz

di|n1 und d2|n2
di1<n1 oder da<ns

Y ot gl (5) 7 (%) g o) £ )1

di|n1 da2|na

g(ni)-g(na) —(g*f) (1) - (9% f)(n2)

g(n1)-g(ng) —e(m) e (n2)

g(n1)-g(na). [

SaTz 5.11 (MOBIUSsche Umkehrformel)
BEHAUPTUNG: Fliir zwei zahlentheoretische Funktionen f: N — C und F : N — C gilt

F=/fx1 = f=Fx*pu.
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, . N —- C ' N — C
Das bedeutet fiir alle f : { n o f(n) } und alle F': { n o F(n) }
F(n)=> f(d) fiir alle n € N
din
n ..
= f(n):ZF(d),u<3> fiir alle n € N.
din

Die Umkehrformel erlaubt es also, eine Teilersummen-Identitét ,,F' (n) = Z f(d) fur alle
din
n € N“ nach f hin aufzul6sen.

BEWEIS:
Ergibt sich sofort aus den Punkten (1) und (4) von Satz 5.10 auf Seite 84. O

Lemma 5.12 (1. Beispiel zur MOBIUSschen Umkehrformel 5.11)
BEHAUPTUNG: (1) Esist px 1 =1id, also gilt fir allen € N

ng(d) =n.

din

(2) FEsist o = px*id, also gilt fir allen € N

@(n)zn-z#-

din

BEWEIS:

(i) Zu (1)

Sein € N. Mit d € N durchlauft auch % alle Teiler von n. Sei

{{dG]N;dln} — {D;DCN} }

d — ICd::{aEIN;agnund (a,n):%

Durch K wird die n—elementige Menge {1,2,...,n} in disjunkte Klassen eingeteilt und ins-
besondere ist
dln

Wegen

’Cd:{bEN§b'g§nund (b-%,n>:

={beN:;b<dund (b,d) =1}

}

gilt #K; = ¢ (d) fiir alle d € N mit d|n. Damit folgt die Behauptung.

Ul
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(i) Zu (2)
(2) folgt aus (1) mit der MOBIUSschen Umkehrformel 5.11 auf Seite 86. O

Damit ist erneut die Multiplikativitat von ¢ gezeigt.
(2) ergibt wegen der Multiplikativitdt von p und id obendrein fiir alle n € N mit der Prim-
faktorzerlegung n = pi* - - - pi*

#:;#: <1+“(p1)+...+“(p[1“))~...-<1+”(pk)+...+“(€%k))

D1 Py Dk Dy

) (-2

pln

Lemma 5.13 (2. Beispiel zur MOBIUSschen Umkehrformel 5.11)
BEHAUPTUNG: Fir alle n € N st

Aw) =Y n(d) (%) ==Y n@)- ).
dln

din

BEWEIS:
Die erste Aussage entsteht durch Umkehrung von Folgerung 5.7 (3) auf Seite 81.
Aus der ersten Aussage und Punkt (4) von Satz 5.10 auf Seite 84 folgt

Afn) = () -3 ()~ 3 () (o)
dln dln

=In(n)-e(n) — > p(d)n(d)=—  pu(d)n(d). O
din dln
SATZ 5.14 (LEGENDREsche Formel)
VORAUSSETZUNGEN:
Seien A C N mit #A < oo, k € N und f : N = C eine zahlentheoretische
n — f(n)
Funktion.

BEHAUPTUNG: Dann gilt

Yo fy=d u@d- Y fn)
A

neA d|k ne
(n,k)=1 n=0 mod d

BEWEIS:
Die Aussage ist klar, wenn man bedenkt, dass die Summationsbedingung (n, k) = 1 fiir alle

n € A durch den Faktor e ((n,k)) = Z i (d) in der Summe ersetzt werden kann. (Diese

din
d|k

Ersetzung wird auch ,MOBIUS—Trick* genannt.) O
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Satz 5.14 entspricht dem Inklusion—Exklusion—Prinzip in der Kombinatorik:

Seien M eine endliche Menge, ¢ € N und FEi,..., E, Eigenschaften oder Merkmale, die
Elemente von M besitzen konnen.

Fiir alle 7 € N mit r < £ und alle (ji,...,j.)" € N” mit j, < jpp1 < £ fiir alle h € N
mit h < r sei M;, _; die Teilmenge derjenigen Elemente von M, die die Eigenschaften
E; ..., E; haben.

Bezeichne M’ die Menge aller Elemente von M, die keine der Eigenschaften E; mit j € N
und j < ¢ haben. Dann gilt

.....

l
BM = HM = H#M + YD HEM g F o+ (D) #M (IEP)
q1=1 (j1,42) " €N?
J1<ja2<t

Im Hinblick auf Satz 5.14 sei also
f =1, k=pi-...-p)f#1 und A= M.

E; bedeute p;|n fir alle j € N mit j < /.
Dann ergibt (IEP)

Y 1=#M

neA
(n,k)=1

¢
:#A—Z#{TLEA;”EO(%)}
Ji1=1
+ > Y #{neAin=0(p,) uwndn=0(p;)}F...
e
:Zu(d)-#{neA;nEOmodd}.

d|k

Die géngigen zahlentheoretischen Funktionen wie o, mit a € R, ¢ oder p weisen ein sehr
sprunghaftes Verhalten auf. Insbesondere ist es unmoglich, sie durch vertraute stetige Funk-
tionen zu approximieren, so wie es beispielsweise in der STIRLINGschen Formel mit der Fa-
kultatsfunktion geschieht.

Betrachtet man fiir f : { No— C

n o f(n) } hingegen die Summenfunktion

{yeR;y>1} — C
=]

e v F@) =Y fm) [

so lasst sich in vielen Fallen ein Verhalten der Art

F=H+R
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feststellen. Dabei bedeutet H (,Hauptterm®) eine , glatte* Funktion, wihrend das im Allgemei-
nen nicht genau angebbare R (,Restglied*) von geringerer Grofenordnung ist als H. Hierzu
hat sich eine — nicht auf die Zahlentheorie beschrankte — Schreibweise als sehr niitzlich
erwiesen.

Definition 5.15 (BACHMANN-LANDAU-Symbolik)
(Paul BACHMANN, 1837-1920; Edmund LANDAU, 1877-1938)

Fiir diese Definition seien zy € R, R>,, == {w e R;w > 2}, f : { R, : j‘;(x) },

. IR’ZZ'O — C . IR’ZZ'O - {WE]R;IUZO}
h: { o h(x)}undg. { T g(@) .

a) f heifst hochstens von der Ordnung g, wenn es ein C' € R mit C' > 0 und
lf ()] <C-g(x) fir alle z € R mit x > z

gibt. (Kurz: f = O/(g), f (z) = O (x)), f < g oder f (x) < g (x), ,f ist grok O von
g — die Schreibweise mit < heiftt ,, BUHOTPA 10BYSchreibweise)

Fiir f — h = O (g) schreibt man auch kurz f = h + O (g).
b) f heift von kleinerer Ordnung als g, falls
lim /() existiert mit lim /(@)
7= g (7) =00 g ()
(Kurz: f =0(g) oder f(x) =o0(g(x)), ,f ist klein—o von ¢“)
Fiir f — h = 0(g) schreibt man auch kurz f = h + o (g).

=0.

Beispiele und Bemerkungen

(1) In(z) = O (2°) fiir jedes € € R mit € > 0
(wobei die ,,O-Konstante“ C' € R mit C' > 0 von € abhéngt).

(2) « ist nicht grok-O von In (x), kurz:  # O (In (z)).
(3) sin(z) = O(1), aber sin (z) # o (1).
(4) f(z) = O (1) besagt nicht, dass f konstant ist, sondern nur, dass f beschréankt ist.

(5) Eine ,asymptotische Formel* F' = H + O (R) macht nur Sinn, wenn R von kleinerer
Ordnung als H ist.

Z.B.ist F (x) = x + O (2%) nicht aussagekriftiger als F' (z) = O (z2?).
(6) Bei konkurrierenden O—Termen reicht es, den grofiten zu behalten:

O (z) + O (%) 4+ O (exp (z)) = O (exp (2)).

Ssprich: ,, VINOGRADOV*
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L : R —- C :
(7) Ist f =o0(g), so existiert ein § : { r — §(z) } mit

f(z)=0(x)- g(x) und lim § (x) = 0.

(8) Aus f(x) =o(x) folgt f(x) = O (x). Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
(9) |x] =2+ 0O(), aber [z] #x+o(1).
(10) 7(n) = O (n°) fiir jedes ¢ € R mit € > 0 aber 7(n) # o(In(n)), da fiir alle k € N
In (Qk)
In (2

(11) ¢ (n) = O (n), aber ¢ (n) # o (n), da ¢ (p) =p—-1=

1st.

T(2k):k5+1>k‘:

~—

fiir alle p € P ist.

\olhs

Lemma 5.16 (Partielle oder abelsche Summation)
(Niels Henrik ABEL, 1802-1829)

VORAUSSETZUNGEN:
Seien f : No= C , ACR mit x € A fiir alle x > 1,
n — f(n)

R — C

. lz]
Y e e F@ =Y f)

und

A — C o .
g: { T g(z) } stetig differenzierbar.

BEHAUPTUNG: Dann gilt fir alle x € R mit x > 1

|z ] T
Zf(">-9(n)=F(x>-g(:r)—/F(t)-g'(t)dt.

1

1, fallst>n } folgt
0, fallst<n

y <1t < =)
JFwgwa= [>rmgma /(Zf(n)-sn(t))-g'(t)dt

1 1 n=1 1 n=1
lz] z [z] ’

- Zf(n)~/sn(t)-g'(t)dt :Zf(n)-/g’(t)dt

n=1 1 n=1
]

= F(z)-g(x) =) f(n)-g(n). m

n
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Lemma 5.17 (Endliche harmonische Reihe und Logarithmussumme)
BEHAUPTUNG: (1) FEs gibt ein v € R mit vy > 0 und

Z%zln(x)%—v%—O(%).

(2) Esist
l=)

Zln(n) =zln(z)+0 ().

Bemerkung
v =0.5772. .. heilst EULER-Konstante oder EULER-MASCHERONI-Konstante. Es gilt

7 = lim <—ln(n)+§%> :?(ﬁ—%) dr = lim (x—PG)) =-I"(1),

wobel I' die Gamma—Funktion bezeichnet.

BEWEIS:

(i) Zu (1)

Es wird partielle Summation 5.16 auf der vorherigen Seite auf f := 1 und
R\ {0} — R

g: - ::% angewandt.

Seien also F := [-] und () : {R - R }

r — (x):=x— |z

=]
Dannist > f(n)=F(z) =|z] =2 — () =x+ O (1) fir alle x € R mit > 1. Also gilt

n=1

2] z
Z% = x—x<x> +/(t— (t)) - 72 dt

o0

o (Y ene- [
)

/ e dt konvergiert nach dem Majorantenkriterium.

1
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t
Fir alle x € R mit 2 > 1 l&sst sich / <t_2> dt im Betrag abschéatzen durch

Setzt man v :=1— / % dt, so ergibt sich Behauptung (1).
1
(ii) Zu (2)
Da In monoton wiéchst, gilt fiir alle z € R und alle n € N mit 2 < n < z die Ungleichung

n

1n<§)g /m( )at.

n—1

Also gilt fiir alle x € R mit z > 2
lz] T

Sou(2) < [u(z)a< fn(;)

Damit folgt fiir alle z € R mit = > 2

l=]
Z In <£> =0 (z)
n
n=1
Dies gilt offensichtlich auch fiir alle x € R mit 1 <z < 2.
Hiermit ist Behauptung (2) sofort einzusehen:
l=) l=) l=)

Y )= In(x) Zln() (t+0(1) (@) +0(@) =z-In(z)+0(x). O

Den Abschluss des Kapitels bilden einige Beispiele asymptotischen Formeln fiir Summen tiber
multiplikative Funktionen.

SATZ 5.18 (Satz von DIRICHLET iiber die Teileranzahl-Summenfunktion)
BEHAUPTUNG: Bezeichnet v € R mit v > 1 die EULER-Konstante aus Lemma 5.17 (1) auf
Seite 92, so gilt

%T(ﬂ)zx-ln(x)#—(?ﬁ—l) :L'—l—O( %)

n=1
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Bemerkung
Eine schwéchere Aussage kann direkt mit Lemma 5.17 (1) hergeleitet werden:

] =) 5]
ZT(TZ): ZZ 1:2 1
n=1 dENdlllfrg(EkEN d=1 k=1

BEWEIS:

Ist n € N keine Quadratzahl, so ist fiir d € N mit d|n eine der Zahlen d und % kleiner als ns
und die andere grofer, also ist

0 falls n # m? fiir alle m € N ist
T(n)=2-) 1+{ ’
2 o

, sonst.
n
d<y/n

fiir alle n € N. Somit folgt aus Lemma 5.17 (1) auf Seite 92

=) L) lve] e
ZT(?’L)ZQ ZZl%—O(zé):Q Z Z 1+0 x%>
" " di‘:}ﬁ by e s
Lve] i) 1 lva] 1
_ 9 ; m; 140 x§)=2-2<bJ—d)+o<xa)
ire iy
Lva] Lva]
= 2x ZE+O r2 —2~Zd+0<m%>
Lk Lk
=2 (i (}) 40 (e4)) -2 WELVEED 6 ()
=z (ln(m)+27—1)+0(%). 0O
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SATZ 5.19 (Quadratfreie und teilerfremde Zahlen)
BEHAUPTUNG: Es sind

L] 6 s
(1) ;mn):ﬁw(sxz)
und

(2) Z¢(n):3—9’2+0(x-1n(x)+1).

T2

Bemerkungen

1. Da mit Hilfe von p? die quadratfreien Zahlen gezihlt werden, kann (1) auch so gelesen
werden: Fiir x := N € N wird

1 6 1 —oo 6
N~#{n € N;n < N und n quadratfrei} = F+O (\/—N) gl 5
Das heifit, dass die relative Haufigkeit der quadratfreien unter den natiirlichen Zahlen
bis zu N mit N — oo gegen % strebt.

Grob: Etwa zwei Drittel aller natiirlichen Zahlen sind quadratfrei.

2. (2) lasst sich in der folgenden Weise geometrisch interpretieren:

Nennt man einen Gitterpunkt (m, n)T € 7? sichtbar, wenn auf der Strecke zwischen
(0,0)" und (m,n)" kein weiterer Gitterpunkt liegt, wenn er also vom Koordinatenur-
sprung aus sichtbar ist, ohne von einem weiteren Gitterpunkt verdeckt zu werden, so
ist (m,n)" € Z?* genau dann sichtbar, wenn m und n teilerfremd sind.
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Die Dichte der sichtbaren Punkte wird definiert durch
T (x)

x—00 (2:6)27
wobei
T (z) :=# { (m,n)" € Z*; (m,n)" sichtbar, |n| < z und |m| < x}
fir alle z € R mit = > 0 bezeichnet. Klar ist
T(xz)=28- #{(m,n) e N?: (m,n)" sichtbar und 1 <m <n < x} +0 (1)

:8-#{(m,n)T€1N2;1§m§n§xund (m,n)zl}—l—O(l)

fir alle z € R mit « > 1. Ferner ist

[z] n

o)
dem=> Y 1

(m,n)=1

= #{(m,n)T e N?; (m,n)T sichtbar und 1 <m <n < x},

also
|z

6 2
T (z) :8-Z;<p(n)+0(1) = (20)" + 0 (2 In(z) +1)
fir alle x € R mit > 1 nach (2).
Damit haben sichtbare Punkte also die Dichte %, oder anders ausgedriickt:

Bei zufalliger Wahl zweier ganzer Zahlen sind diese mit einer Wahrscheinlichkeit von

S~ 60.8% teilerfremd.

T2

BEWEIS:

(i) Die Identitat (0O)
Fir alle n € N besteht die Identitéat

Die rechte Seite von (0) ist multiplikativ: Seien ny; € N und ny € N mit (ny,n2) = 1.

Jeder Teiler d € N von njny lisst sich eindeutig als dids mit d; € N, dy|ny, do € N und
dy|ny schreiben. Fiir d; € N und dy € N mit dq|n; und da|ns ist wegen (nq,n3) = 1 auch
(dy,dy) = 1. Fiir d; € N und dy € N ist dy|n, dy|ne und d?d3|nin, dquivalent zu d3|n; und
d§|n2
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Also folgt
nin ni n2 ni n2
Youldy= > pldid) =D > p(dy)-pld) =D pldi)- Y plda),
d=1 T N2 di=1  dp=1 di=1 do=1
d|nins dl(\cizlidjr)ldedﬂim d%\"l dg\nz d%\"l dg\nz

2 72
did3|ninz

Wegen der Multiplikativitdt von p und p? sind in (O) beide Seiten multiplikativ.

1, fallsa=1
Es ist u? (p®) = {O: fleZ Z 41 fir alle p € P und alle a € N.
p° 0 falls a =1
Es ist d)=pu(1)+< "’ fiir alle p € P und alle a € N.
1 d;“() a8 {—1+o, falls g £1 e PeT ¢
d=|p® =1

(ii) Zu (1)
Mit (0O) folgt fiir alle x € R mit > 1

] 2] [v7] vz ]
Sprm)=>"> pd=> pd- Y 1
n=1 n=1 gl:li d=1 nEﬂQ—((lF)
vz .

=Y - (F+ow)

_ 1 (d) p(d)

=21 2 7 —x gﬂ:\l 7 —i—O(\/E)

d>\/z
e YD o (va). ()

Die letzte Gleichheit ergibt sich aus der Theorie der RIEMANNschen Untersummen durch die
fiir alle x € R mit > 4 giiltige Abschétzung

1 (d) 1 71 177
_x'27§$' Z ﬁgx./t_dt:x.[_ﬂ
Vi

deN deN t=| v |
> d>| vz ]+1 Lva
1 x x
=z < <-==2-z
Vel = v —17 2
Zur Berechnung von Z () benutzt man die EULERsche Formel Z 1 = W—2
deN d keN K 6
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Da beide Reihen absolut konvergieren, kann ausmultipliziert und beliebig angeordnet werden.

P il 1 pld) p(d)

PP SIiD Phr i DY M.
I L e
neN dn neN neN

das heift, die Reihe in der letzten Zeile von (0) hat den Wert 5.

(iii) Zu (2)
Mit Lemma 5.12 (2) auf Seite 87, Lemma 5.17 (1) auf Seite 92 und dem in (ii) Gezeigten
siecht man fiir alle x € R mit z > 1

Lz

|z d |z d lz]
Z;P(n):z_:ln-;#: #Z”

d=1 m=1 d=1
lz) 2 9 Lz l=)
1 x r\\ w(d) 1
=3 21 (ﬁw(a))— 72 TOlr g
d=1 d=1 d=1
a? p(d) S
=5 2 + 0 (x ln(m))zﬁ-x + O (z-In(z)),

z? p(d)|  x? 122 1 z? 177>
_r . <. e Y B P S B
D R e ]

deN deN t=|z]
s > )41 )
2 22 22

lz)
Das Verhalten der Summe Z w(z) fir x € R mit x > 1, also insbesondere die Héaufigkeit

quadratfreier Zahlen mit ge;acllzahlig bzw. ungeradzahlig vielen Primfaktoren, ist wesentlich
schwieriger zu studieren. Jedenfalls ist das hier mehrfach benutzte Prinzip, eine zahlentheo-
retische Funktion f als Faltung zu schreiben, und in der entstehenden Doppelsumme die
Reihenfolge richtig zu wéahlen, bei p nicht ohne Weiteres anwendbar.
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Kapitel 6: Elementare Primzahltheorie

In diesem Kapitel soll die Verteilung der Primzahlen, insbesondere ihre Haufigkeit innerhalb
der natiirlichen Zahlen, ndher untersucht werden.

Definition 6.1

a) Die Primzahlzdhlfunktion heift

m: {]i - ilf&)::#{pewsx}}

b) Die erste YEBbIIEB*—Funktion wird definiert durch

R — R
9 r — J(x) :zZln(p)
pelP
p<x

c) Die zweite YEBbIIEB—Funktion wird definiert durch
R — R

l=]
x — (x) ::ZA(n)

Lemma 6.2 (Primfaktorzerlegung von n! mit n € Ny)
P x NQ — NQ }

T mit n! = p*m fiir alle n € Ny.
(p,n) 11

VORAUSSETZUNG: Sei a : {
pelP

— a'p,n

BEHAUPTUNG: Dann gilt fir alle n € N und alle p € P

Bemerkung
Die Summe wird nur formal bis unendlich erstreckt, da fiir p € P, n € Ng und ¢ € N mit
p’ > n der /~te Summand verschwindet.

isprich: ,,CHEBYSHEV"
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BEWEIS:

Seien n € Ny, p € P und ;7 € N.

Ein r € Ny mit » <n, das p in genau j-ter Potenz enthélt, liefert zu a,, den Beitrag j.
Also ist

ap,n:ZK-#{TEINO;Tgn,pZ\T und p‘tt ,Yr}

£eNg

:ZE'(#{TGNO;Tgnundpqr}_#{TeNo;TﬁnundpéHV})

£eNg

S (El-bD) -l

leNg JASING leN

bl :

LeN

Numerische Untersuchungen brachten Mathematiker wie EULER, LEGENDRE und GAUSS zu
der Vermutung, dass 7 sich ndherungsweise wie x - In (z) verhélt. Das erste in diese Richtung
fithrende Ergebnis ist

SATZ 6.3 (Satz von YEBLIIIEB)
(1850, TapuyTuit Jbeésuuy UEBLIIIEBH, 1821-1894)

BEHAUPTUNG: Fir alle j € {1,2,3,4,5,6} existieren C; € R mit C; > 0, so dass fiir alle
reR mitx > 2 gilt:

x x
. <
1) O ST =% gy
und
(3) Cs-x<9(x) <Cq-u.
Bemerkungen

1. Diese drei Aussagen sind dquivalent.

2. Auf die Werte der Konstanten wird hier nicht geachtet.

Der angegebene Beweis fithrt beispielsweise zu C = é und Cy = 12.

Hgprich: Pafnuty Lvovich CHEBYSHEV*

Manuskript zur Vorlesung Elementare Zahlentheorie — Sommersemester 2009 — K. HALUPCZOK



Elementare Primzahltheorie Seite 101

BEWEIS:

(i) Von ¥ zu 7 und ¢

Es wird sich als giinstig erweisen, (3) zu beweisen.

Aus (3) folgt (1). Denn mit der oberen Abschétzung in (3) ergibt sich fir alle x € R mit
T > 2

0=r(5m) T X
iy <p<i

A
8
+
~
(]
=3
S

ln(%)<p§:c
T G ) < (14 )
“In(z) In(x) = 77 n (z)
mit einem C7 € R mit C; > 0.
Umgekehrt folgt aus (3) fiir alle x € R mit > 2
R SR B
Zn) ) =
pPsT

Analog folgt (2) aus (3) wegen ¢ (z) > 9 (z) > Cs - x und

Y (x) =19 () + g In (p).
(p,k)TePxN
k>2 und pF<z

fir alle x € R mit z > 2. In der Doppelsumme treten nur p € P mit p < y/z auf (z € R mit
x > 2), also gilt fur alle x € R mit = > 2

Y. <) h@pE- Y 1

(p,k)T €PxN p€eP k=2
k>2 und pF<z p<Vz
1
< Z In(z) <zz-ln(x) <Cs-zx
p<z?2

mit einem Cgs € R mit Cg > 0 und somit
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(ii) Einfithrung und Abschitzung der B,
Die entscheidende Idee zum hier geschilderten Beweis von (3) wurde 1932 vom damals 19—
jahrigen Paul ERDOS (1913-1997) gefunden.

Es werde fiir alle n € N
|
B, — <2n) _ (2n)2
n (n!)

betrachtet. B,, geniigt fiir alle n € N den Ungleichungen

2n
2 . .
Bn<Z< 77) 1 = (L ) =4,

i=0 \J
und
g, =l onE2 2 g
1 2 n
Also gilt fiir alle n € N
" < B, < 4™ (0)

(iii) Obere Abschitzung fiir 9
Sei P, := [] p firallen e N.

pelP
n<p<2n

Fiir alle n € N und alle p € P mit n < p < 2n teilt p den Zéhler (2n)! von B,, aber nicht
den Nenner (n!)?. Also gilt fiir alle n € N

P,|B, und insbesondere P, < B,.

Wegen der fiir alle n € N giiltigen Identitéat

ergibt sich daraus fiir alle n € N mit (0)
v(2n) —9J(n) <In(B,) <n-In(4).

Seien nun z € R und k£ € N mit 2 < z < 2F < 2z.
Die Anwendung der letzten Abschéatzung auf die Zweierpotenzen unterhalb von 2z liefert

I (@) <9 (2%
=) -+ EET) -0 ET) + o+ () -0 (2) +0 (1)

k—

IA

H
T
L

9 (27 =9 (27)) <In(4)- Y 2 <In(4)-2¥ <In(16) - z.

:o j=0

<.

Manuskript zur Vorlesung Elementare Zahlentheorie — Sommersemester 2009 — K. HALUPCZOK



Elementare Primzahltheorie Seite 103

(iv) Untere Abschitzung von 9
Bei der linken Ungleichung in (3) muss man etwas sorgféltiger vorgehen.

P xN N
Sei a : { % )79 o }mit Bn:Hp“P’" fir alle n € N.

n = a
(p> N peP

Lemma 6.2 auf Seite 99 ergibt fiir alle n € N und alle p € P

osm-5 (3]0 )

In der Summe brauchen fiir alle n € N und alle p € P nur die £ € N mit ¢ <

berticksichtigt zu werden.
Fir allen € N, alle p € P und alle £ € N sei &, ¢ := 1% — L%J
Fir alle n € N, alle p € P und alle £ € N folgen 0 < &, ,, <1, 0 < &gy, 0 < 1 und

2 2
B g (e (5c0)

= 2€n,p,é - §2n,p,é S {07 1} )
da der Wert links ganzzahlig ist.

Somit erhélt man 0 < a,,, < LI?((%)
) n p)

In(2n)
In(p)

J fiir alle n € N und alle p € P. Dies liefert fiir alle n € N

In(B,) = In (H pap’") < Z V?H((QI?))J -In (p)

pelP
p<2n
2n
=> I(p)- > 1=> A(m)=1v(2n).
pelP a€EN m=1
p<2n p*<2n

Mit (0O) fithrt das zu

¥ (2n) >In(2)-n
fir alle n € N. Wie in (i) sicht man hiermit 9 (2n) > Cy - n fiir alle n € N und ein Cy € R
mit C9 > 0. Daher ist
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SATZ 6.4 (MERTENS—Formeln)
BEHAUPTUNG: Es gibt ein C € R mit o0 < C' < 25 (C' = 0.2615...),

L]
(1) S A @ roq),
(2) > mpp 7)+0(1)
und p<
(3) Z%: ln(ln(m))—i-CjLO(lntz)).

BEWEIS:

(i) Zu (1)
Mit Folgerung 5.7 (3) auf Seite 81 sicht man

=] =] ] =]

lz]
Zln Y a@=Sa@ 3 1= A(d)~EJ

n=1 d|n d=1 n=1 d=1

z
ZAT v @)

d=
Satz 6.3 (2) auf Seite 100 und Hilfsatz 5.17 (2) auf Seite 92 ergeben Behauptung (1).
(ii) Zu (2)
Es ist

=]
0< M_Zln(p): Z ln(kp)g In (p) - Z ]%

n
n=1 P optepsn P peP kEN\(1}
k>2 und pF<z p<Vz
<3 L ) _Hy
> ) ;—Zp.@_l)— (1).
pelP p pelP
p<Vz p<x

Mit (1) ergibt das Aussage (2).

(iii) Zu (3)
(3) folgt aus (2) mit partieller Summation 5.16 auf Seite 91. Man nimmt

N — R

U I = S

0, sonst

{ln(n) firnelP und

g: { ﬂi : ?(x) } stetig differenzierbar mit ¢ () = ﬁ fir alle t € R mit ¢ > 2.
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Nach (2) gibt es ein R : { v — R(x) } mit R (x) = O (1) und
- 0 falls 1 < 2
S rm=4, alls 1< <
n—=1 In(z)+ R(z), fallsz>2

fiir alle x € R mit x > 1. Mit partieller Summation folgt fiir alle x € R mit x > 2
Ed

Z%sz(n)-g(n)

pelP
p<z

R [ 1 [ R()
_1+ln(a?)+/t-ln(t)dt+/t-ln2(t)dt'

2 2

Da wegen R (t) = O (1) das letzte Integral konvergiert, gibt es ein ¢’ € R mit

/ / fn(;)(t) =040 (hl L)) '

2

Also gibt es ein C' € R mit leln(ln(x))+0+0 ! : O
P In (z)
pelP
p<z
Hinweis

1
Die Divergenz der Reihe Z — erfolgt aufserordentlich langsam.
pelP
Zum Beispiel wird der Wert 4 erst etwa beim 7 (1.79 - 10!8)~ten Summanden erreicht.

SATZ 6.5 (Summenabschétzungen fiir w und 2)
BEHAUPTUNG: Es gibt ein C € R und ein D € R, so dass fiir alle x € R mit x > 3 gilt:

E3 "
1) >l = o (@) +€)+0 (7).
B x
(2) ZQ(n) =z-(In(ln(z))+ D)+ O <1n(x)>
und -

L]
(3) D |wn) —In(n(x)]’ =0 h(n().
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Bemerkung

(1) und (2) besagen, dass dien € N mit n < z und € R mit z > 3 im Mittel etwa In (In (z))
Primteiler bzw. Primfaktoren besitzen. Wegen des langsamen Wachstums des iterierten Lo-
garithmus ist dies eine iiberraschend niedrige Anzahl. Ein Mittelwert kann dadurch erreicht
werden, dass viele Werte wesentlich darunter und viele wesentlich dartiber liegen. So ist es
bei multiplikativen Funktionen oft der Fall. Bei additiven Funktionen ist vielfach eine Ver-
sammlung der Werte nahe des Mittelwerts zu beobachten. (3) kann als Varianz—Abschétzung
gedeutet werden. Aus (3) folgt insbesondere fiir jedes § € R mit 6 > 0

#{neN;n<zund |w( )—In(In(x))| >d-In(ln(z))}

<(6-In(In (z Z\w —In (In (z))[?
=o(x)

fir alle x € R mit = > 3. Das heift, ,fiir die meisten n € N mit n < x liegt w (z) sehr dicht
beim Mittelwert In (In (x)). Mit Methoden der analytischen Zahlentheorie und der Stochastik
zeigten ERDOS und KAc 1940, dass w dem ,zentralen Grenzwertsatz* geniigt:

L ;n < 2 un w(n) ~In(ln (z)) e 1 tex v
;.#{ne]l\h < d T (In (2) St} \/%_/ p( )dy

fiir jedes t € R.

Ein so regelméfiges Verhalten zeigen multiplikative Funktionen im Allgemeinen nicht.

BEWEIS:

(i) Zu (1)
Nach Satz 6.4 (3) auf Seite 104 und dem Satz von YEBBIIEB 6.3 (1) auf Seite 100 gibt es
ein C' € R mit

|=) lz)
Zw(n):ZZIZZ {EJ :a?-zz%jLO(ﬂ(x))

n=1 peP pelP p pelP
pln p<w p<z

(w0 gh) o et

fir alle z € R mit 2 > 3.
(ii) Zu (2)
(2) ergibt sich analog mit

(p,k)TerN

<xz +0(w > Ly > o

piﬂ) (p,k)TePxN (p,k)TePxN
b=z k>2 und pF<z k>2 und pF<z
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fir alle xz € R.
Der Beitrag der p* mit p € P und k € N\ {1} erweist sich als

[ |

Y Lo % o<1>gx.zz(1) Y o

(p,k)T €PxN (p,k)T€PxN pEJP keN\{1} b pEP k=2
k>2 und pF<z k>2 und pF<z psz p<®
1 1 1 In (x)
e () rze([he] )
g (1 -5 ot op = In (p)
p<w p<lz
n n+1 In ()
< _
< ¥ () 2ele)
neN\{1} peP
p<z
1 1
<z Z +O [ In(z Z —
n-(n—1) PEP p
neN\{1} p<z
1
<z —+0(n(z) In(n(x)))
nelN

wegen der Konvergenz der verbliebenen Reihe und Satz 6.4 (3) auf Seite 104.

(iii) Zu (3)
Seien x € R mit x > 3, y := 27 und

B N — NO
Y n — Jj(n)::#{pE]P;pMundpgxi} '

Dann gilt fiir allen € N mit n < x
0<w(n) —wm)<3

da n hochstens drei Primteiler zwischen #7 und z besitzt.
Mit In (In (z)) —In (In (y)) = In (4) und der fiir alle a € R und alle b € R giiltigen Ungleichung
(a+b)* <2 (a®+ b?) sicht man

|z L]
S(x) =Y |wn) —n(n (@)’ = (@) —In(n(y) + 0 (1)
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Wegen Satz 6.4 (3) auf Seite 104 ist

Z@z(n) :ZZ#{HEN;ngx,p\n und ¢|n}

n=1 pelP qelP
<y q<y

= 2 2L

pE]P q€P\{p}

q<y p<y
T T T
rlil il sl
,,EZIP[IZE;L?QJ IéhﬂJ peZ]Pp
p<y q<y p<y p<y
1 1 1 1
:x~Z—~Z—+O(y2)—x~z—2+0(y)+x Z—+O(y)
pe]Pp oo P p p

Aus (1) ergibt sich
Y @m)=z-In(ln(y)+0(z).

n<x

Damit wird aus (0)

2] 2]
S(r) <2 (Zw2 (n) = 2-1n(n(y)) - Y@ (n) + (In (In(y)))*- x) +0(2)

=2-( z-(In(ln(y)))*+O(z -In(n ()))
—2-In(In(y)) - (x-In(In(y)) +

(
+(In(In ()" - 2) + O (2)
= O(z-In(In(y))),

lz)
also wegen S (x Z lw (n) —In(In (z))]* > 0

£
Z w (n) —In (In (2))]* = O (z1n (In (z))). O

Mit zusatzlichem Aufwand kann man

lz)
Z|w —In(In(2))]> = zln(In(z)) + O (x)

fiir alle x € R mit x > 3 zeigen.
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-1
lnfx) legt die Vermutung nahe, dass 7 (x)- (lnfx) )

fiir x — oo gegen 1 konvergiert. Dies ist der Inhalt des beriihmten Primzahlsatzes. Das
Problem besteht hier darin, die Existenz des Limes zu zeigen.

Der numerische Vergleich von 7 (z) und

-1
SATZ 6.6 (Im Konvergenzfall ist lim 7 (z) - (L)) =1)

00 In(z
(Yebormés)

. T\r
BEHAUPTUNG: Falls lim

oo In(z)

existiert, hat er den Wert 1.

BEWEIS:

(i) Partielle Summation

Es existiere A := lim (:c) Dann gibt es ein 9 : k=R mit lim 0 (z) = 0 und
T—00 —=% r +— 0 (ZL’) T—00

In(z)

™(e) =4 lnfx) +o(@)- lnfx)'
fiir alle x € R. Partielle Summation 5.16 auf Seite 91 mit
N — R
S RN ey

_0 (QI)) +A'/mt.1111(t) dt+/xt_5h(ltzt) dr. ()

2 2

(ii) Abschitzung des hinteren Integrals

Sei 7 € R mit n > 0. Es gibt ein x4 (n) € R und ein C} (n) € R mit x4 (n) > 3, C1 (n) > 0,
|0 ()] < nfirallex € Rmit x > 2y () und | (x)| < Cy (n) fir allex € R mit 2 <z < x4 (n).
Fiir alle x € R mit x > x¢ (n) ist

x xo (77) x

d(t) 1 1
/t-ln(t)dt < Ciln)- / t-ln(t)dt_l—n. / t-ln(t)dt

2 2 zo(n)

< Ci(n)-In(In(zo (1)) + 7 - In (In (2)).
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Also gibt es ein z; () € R mit z; () > 3 und

xT

/ O 4l < 20 In (In ()

t-In(t)
fir alle z € R mit > 24 (n). Aus (0) erhélt man daher

S L A (n () + 0 (n(In (2)))

pelP p
p<z

was nach Satz 6.4 (3) auf Seite 104 nur fiir A = 1 richtig sein kann. O

Den entscheidenden Anstofs zum Beweis des Primzahlsatzes gab 1859 Bernhard RIEMANN
(1826-1866) durch das Studium der nach ihm benannten ,, RIEMANNschen Zeta—Funktion“

{z€eC;Re(z) >1} — C
¢ s C(s)::Z%

nelN

Ihre Bedeutung fiir die Primzahlverteilung wird sichtbar durch die im gleichen Bereich, also
fir alle s € C mit Re (s) > 1 giiltigen Formeln

s AT A TN G O NI R Y ()
co=TI(1-5) T T e

pelP neN

Nach der von RIEMANN vorgeschlagenen Methode konnten 1896 erstmals Jaques HADAMARD
(1866-1963) und Charles DE LA VALLEE-POUSSIN (1866-1962) den Primzahlsatz beweisen.
Einen elementaren Zugang, der ganz ohne komplexe Funktionentheorie auskommt, fanden
1948 Paul ERDOS und Atle SELBERG.

Primzahlsatz
BEHAUPTUNG: FEs gelten die asymptotischen Formeln

)= o), awe T
(1) (z) In (z) * (ln (a:)) ’ : ) L
(2) Y(z)=1x+o0(x), also @D;x) =1
und

l=] l=] 1 (n) 2o
(3) Z,u(n) =o(z), also Z . 0
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Ein analytischer Beweis zu (1) und (2) — deren Aquivalenz leicht einzuschen ist — wird in
jeder Vorlesung zur analytischen Zahlentheorie gegeben.

Der elementare Beweis erfordert zwar keine weitgehenden Hilfsmittel, ist aber extrem ver-
wickelt. Als Beispiel fiir kunstvolle elementare Umformungen, insbesondere mit Hilfe der
MOBIUS-Funktion, soll hier die Implikation ,,(2) = (3)* gezeigt werden:

Lemma 6.7 (,,(2) = (3)“ im Primzahlsatz)

R — 7
VORAUSSETZUNG: Es sei M : v e M Z“
M
BEHAUPTUNG: Aus lim M =1 folgt lim ﬂ =0.
T—00 €T r—00 xr

BEWEIS:

(i) Einfiihrung von é
Es gelte lim ¥ () = 1. Dann gibt es ein ¢ : { R= R } mit

r—0o0 I

[z]
:ZA(n):x+5(m)~x und lim 6 () =0 (O)

fir alle x € R mit 2 > 0. Sei x € R mit z > 0.

(ii) M (z) - In (z) = >_ p(n) - In(n) + O (x)
Mit Lemma 5.17 (2) auf Seite 92 sicht man

K2

:Zum)»n(%wiu(n) In (n

Lz]

—Zu n)+ 0 Zln( )

L=)

—Zu n)+0(x).
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Kapitel 6

(iii) Aufsplitten der Summe in (ii) in zwei Teilsummen nach (O)
Mit der nach Lemma 5.13 auf Seite 88 fiir alle n € N giiltigen Formel

(A po) ( Zu( )-A Zu( ) Zu
B

i dzd(‘]r(Lk)
=m0 (1)
==Y uk) (k)< (7)

k|n
=~ () - (n)

erhdlt man mit (0)

=] =]

Y oum) ) =YY u(Z) A= Y ak)A@)

n=1 dln (d,k)T eN2
dk<z
=) £] ) .
=Y uk) YA =Y nk) v (T)
k=1 d=1 k=1
- %u(k‘) R Y10 5(2)
-7 . K k
k=1 k=1
(iv) Abschitzen der ersten Summe aus ()
Es gilt
] ] ] %]
k x
23O S - ([ o) = Y1+ 0w
k=1 k=1 k=1 d=1
L)
- p(k)+0(@) =33 u)-1(7)+0(@)
(d,k)T eN? n=1 kln
dk<zx
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(v) Abschitzen der zweiten Summe aus (0)

Sei n € R mit n > 0. Nach (0) existiert ein zo (n) € R mit xo () > 1, so dass |6 (t)| < n fiir
alle t € R mit t > xq (n) erfiillt ist. Ferner gibt es ein C; (n) mit C (n) > 0 und |0 (t)| < C; (n)
fir alle t € R mit 0 <t < ¢ (n). Damit ergibt sich im Falle x > x4 (1)

Lz Eol 2]
(k) r C1(n)
x'ZMT"S(%) ST %HE' Z kn'

Anwendung von Lemma 5.17 (1) auf Seite 92 fiihrt zu

Lz]

S8 (5) oo Eobeci o (n - () r00)
<n-z-In(z)+Cx(n)

mit einem Cs (n) € R.

(vi) Zusammenfiihrung
Fasst man das Vorige zusammen, dann ergibt sich im Falle x > x (1) die Existenz eines
C3 € R mit C3 > 0 und eines Cy (1) mit Cy (n) > 0 und

|M () Z“ n(n)| 4+ Cy- —— < n-x+Cy(n) - —

In () In(z)

Also existiert ein ;1 (n) € R mit xy () > zo (), so dass im Falle x > x; (1)
|M (2)] < 2n-x

gilt. Dies besagt aber M (x) = o (z). O

In dhnlicher Weise kann auch die Umkehrung ,(3) = (2)* gezeigt werden. Insofern ist es
gleichgiiltig, ob man (1), (2) oder (3) ansteuert. Dementsprechend gibt es elementare Beweise
von vergleichbarem Schwierigkeitsgrad zu (2) oder (3). (1) wird seltener direkt gezeigt, da die
Indikatorfunktion zur Menge der Primzahlen nicht so giinstige Summationseigenschaften hat
wie die VON MANGOLDT-Funktion A.
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Index
Symbole % 104
-] 4 S Al 104
# 3 inp)
= 18 2 P 104
1 78, 84,86 2= () 02
Y S 05
| 3 S w(n) 105
C 3 > ¢ (n) 95
e 78, 84 T 78
Fxg 82 84 Z 3
y 92, 93 Ly 21
ggT 5,6, 8,10, 16 ¢ 110
kgV 10, 11, 16
A 81, 88 A .
mod 18 abelsche Summation 91
N T 3 Aufsteigesatz 47
Ny 3
0 90 B ,
o 90 BACHMANN-LANDAU-Symbolik 90
0 78 befreundete Zahlen 79
w 78
ord 24, 25 C .
P 3 12 YEBLIIEB! 100
0 921 22’ 87 Chinesischer Restsatz 43
s 99
v 9 D
Q 3 Division mit Rest 4
R 3
R* 3 B
Erganzungsgesetze 53

27, 41, 45
(pf(m, f) T 73 EukLIDischer Algorithmus 7
o 78 EUuLER-Konstante 92,93
f 78 BEULER-Kriterium 90
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n

> % 92 tsprich: ,,CHEBYSHEV*
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FERMAT—Vermutung 68 MERSENNE-Zahlen 79, 80
FERMAT-Zahlen 13 Modul 18
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IEP 89 perfekte Zahl 79
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J prim 12
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gNR 49
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L R
Losungszahl 27, 41 RABIN-Test 37
LANDAU-Symbolik 90 Restklasse 19
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LEGENDREsche Formel 88 Restsystem
Lemma von EUKLID 12 reduziertes Restsystem 21, 22
Lemma 1.9 9 vollstandiges Restsystem 20
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Literatur 3 RSA—Verfahren 39
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