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§ 0 Einleitung

Additive Zahlentheorie ist derjenige Zweig der Zahlentheorie, der die Darstellungen und
Darstellbarkeit natiirlicher Zahlen als Summen ganzer Zahlen aus bestimmten Mengen
untersucht. Ist eine Menge A C Z, etwa eine Folge

A:{CL1<CL2<CL3<...}

ganzer Zahlen gegeben, wird oft die Frage gestellt, welche natiirliche Zahlen als Summe
einer festen Anzahl von Elementen aus A dargestellt werden konnen. Fiir ein festes s € N
sind also diejenigen natiirlichen Zahlen n gesucht, fiir die die diophantische Gleichung

T +To+...+trs=n (1)

eine Losung in z1,...,z, € A besitzt.

Die Zahlenmenge A kann allgemein beschrieben sein (z.B. nur dadurch daf§ sie ,viele®
Elemente besitzt), oder eine bestimmte Menge von gewissen arithmetischen Interesse
sein (z.B. die Menge der k-ten Potenzen, der Primzahlen, der Werte eines Polynoms
F € Z[z] an den natiirlichen Zahlen oder an den Primzahlen). Probleme der letzteren
Art rechnet man der ,additiven Primzahltheorie“ zu, aber man kann auch Probleme mit
»Mischformen“ behandeln, d.h. die Losbarkeit obiger diophantischer Gleichung (1) in
x; € A;,i =1,...,n, sofern n viele Mengen A; vorgegeben sind.

Wir nennen nun eine Menge A C Nj eine Basis beziiglich h € N, falls jede natiirli-
che Zahl n als Summe von h vielen (nicht notwendig verschiedenen) Elementen von A
geschrieben werden kann, d.h. falls Vn e N3z, ... o, € A: n=x; + -+ a3, gilt.

A heifit Basis (von endlicher Ordnung), falls es ein A € N gibt, so dafl A eine Basis
beziiglich h ist. Das kleinste solche h nennen wir die Ordnung der Basis A.

Nehmen wir als Beispiel fiir A etwa die Menge der Quadratzahlen
A=1{1%2%3% ..}, kurz ,Quadrate“ bzw. ,0%.

Der Vierquadratesatz von Lagrange besagt gerade, dafl A eine Basis beziiglich 4 ist. Der
Eulersche Zweiquadratesatz gibt genaue Auskunft dariiber, welche natiirlichen Zahlen als
Summe zweier Quadrate geschrieben werden kénnen, namlich genau die n € N, in deren
Primfaktorzerlegung alle Primteiler p von n mit p = 3 (4) in gerader Potenz auftreten.
(Das sind z. B. die Quadratzahlen.)

A ist also keine Basis der Ordnung 2, und dafl A auch keine der Ordnung 3 ist, besagt
der Dreiquadratesatz, den wir in § 2 der Vorlesung vollstandig beweisen werden.

(Die einfachere Richtung dieses Satzes, namlich dafl die Zahlen n = 4%(8b + 7), a, b € Ny,
nicht Summe dreier Quadrate sind, haben wir in der elementaren Zahlentheorie schon
gesehen.)



Demnach ist die Menge A der Quadrate eine Basis der Ordnung 4.

Als Verallgemeinerung kénnen wir fiir 4 die Menge der k—ten Potenzen nehmen, d. h.
A={1F2%3F 1 k>2

Ob diese Menge stets eine Basis endlicher Ordnung ist, ist bekannt als das Waringsche
Problem. Dessen Losung werden wir in § 4 angehen und dafiir Methoden einsetzen, die
uns aus § 3 dann schon bekannt sein werden.

Der § 3 behandelt die sogenannte Goldbachsche Vermutung, die in einem Teil lautet,
dafl jede ungerade Zahl > 7 die Summe dreier Primzahlen ist (,ternidre Goldbachsche
Vermutung®). Daf} dies fiir alle sehr grofien ungeraden Zahlen stimmt, wurde 1937 von
Vinogradov bewiesen; den Beweis mit der Kreismethode von Hardy und Littlewood
werden wir ausfiihrlich behandeln. Der zweite Teil der Goldbachschen Vermutung
besagt, daf} jede gerade Zahl > 4 Summe zweier Primzahlen ist (,,bindre Goldbachsche
Vermutung®), und ist bis heute ein ungelostes Problem.

In § 5 lernen wir noch einige weitere Varianten des Waringschen und Goldbachschen Pro-
blems ausfiihrlich kennen, sowie in § 6 einige — teils sehr aktuelle — Forschungsergebnisse
zu diversen additiven Problemen. In letzterem werden wir diese nur vorstellen und keine
ausfithrlichen Beweise bringen kénnen.

In § 7 wird ein Uberblick iiber den Beweis des Satzes von Chen gegeben, die bislang
beste bekannte Approximation an die bindre Goldbachsche Vermutung. Diese besagt,
daB jede hinreichend grofle gerade natiirliche Zahl n als Summe einer Primzahl p # 2
und einer weiteren natiirlichen Zahl P, geschrieben werden kann, die aus hochstens zwei
Primfaktoren besteht, d.h. also Vn > ng, 2|n:n=p+ P, mit p # 2 prim, Q(FP) < 2.

In § 1 bringen wir zunéchst eine Zusammenfassung iiber die wichtigsten Ergebnisse der
Theorie der Primzahlverteilung der analytischen Zahlentheorie, auf die wir immer wieder
als Hilfsmittel zuriickgreifen werden: der Primzahlsatz und die Riemannsche Vermutung,
Primzahlsétze in arithmetischen Progessionen und Exponentialsummen. Alle anderen Me-
thoden entwickeln wir dann ,,unterwegs®.



§ 1 Die Theorie der Primzahlverteilung

§ 1.1. Der Primzahlsatz und die Riemannsche Vermutung

Das erste Ergebnis zur Primzahlverteilung ist der Satz von Euklid, ndmlich dafl es un-
endlich viele Primzahlen gibt. Im Jahr 1798 vermutete Legendre, daf§ die Primzahlzéhl-
funktion

m(x) == #{p <z}
der asymptotischen Formel

()

z—oo x/logx

~1  (PzS)

geniigt — man nennt diese Behauptung den Primzahlsatz. Aquivalent formuliert:

m(z) = ——(1 + o(1)) baw. (z) = — —i—o(

= = fiir x — o0.
log x log x

log
Danach werden die Primzahlen mit wachsendem x immer seltener, bis £ machen diese nur
einen Anteil von @ aus, was mit wachsendem x gegen 0 geht: die (asymptotische) Dichte
der Primzahlen ist also = 0. GauBl beobachtete spiter! anhand numerischer Berechnungen,

daB das logarithmische Integral

x

dt

2

ebenso wie —£— eine Approximation an 7(z) ist, d. h. dafl w(z) = 1i(x)(1 + o(1)) ist.

log z

Das 148t sich auch so einsehen: Ist li(x) eine Approximation an 7(z), so ist auch lozx eine
solche und umgekehrt, denn durch sukzessive partielle Integration sieht man, dafl
[d _ d © ol d
t t t
li(x) = — () — = — =...
i(z) / dt( ) logt logt|, +/log2t
2 2
! (N =11y [* rod
t t 2 — 1Dl t
(Lo B2 / -
<logt log*t  log®t log™ ¢ logN ¢
2
@ 1z (N -1z < x )
~logx log® = log" logN ™ 2/’

z
log? =

weswegen sich li(z) und @ nur um O( ) unterscheiden.

'GauB schrieb am Heiligabend 1849, dafl er im Alter von 15 oder 16 Jahren fand, daB um z die

L it i ~ Sl 1 at
oez auftreten. Somit ist m(z) ~ 3 .7 57 & fy g7

Primzahlen mit Dichte =
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Die letzte Abschitzung sieht man so: Es ist

Nun stellt man anhand numerischer Werte fest, daf li(z) eine viel bessere Approximation
an 7w(z) ist als ==, d.h. man beobachtet, dafl die Differenz |li(z) — 7(z)| stets kleiner
ausfillt als |

Tabelle an, die Werte von 7(z) mit denen von li(z) vergleicht:

T 561/2

[/
logN*1t B log

2 2

< 2?4 (x — 2'?)

logz’
x
logz

T

21/2

+ [ =
log

— m(x)|. In diesem Zusammenhang geben wir die folgende (aktuelle)

T @) = #FHp<a) () — 7(2)
108 5761455 753

109 50847534 1700

1010 455052511 3103

1011 4118054813 11587

1012 37607912018 38262

1013 346065536839 108970
10t 3204941750802 314889
101° 29844570422669 1052618
106 279238341033925 3214631
1017 2623557157654233 7956588
1018 24739954287740860 21949554
101 234057667276344607 99877774
10%0 2220819602560918840 222744643
102t 21127269486018731928 597394253
10?2 201467286689315906290 1932355207
1023 1925320391606803968923 7250186214

logNJrl(:Cl/Q)

Anhand der Werte fiir li(z) — 7 (z) 148t sich ablesen, daf der Fehler dieser Approximation
sogar etwa nur so groB wie x'/? sein miisste. Wir werden auf diese Frage nochmals
zuriickkommen. Weiter ist die Differenz li(z) — 7(z) in dieser Tabelle immer positiv. Das
ist nicht immer so: 1914 bewies Littlewood, dafl die Differenz unendlich oft ihr Vorzeichen
wechselt, und 1986 bewies Te Riele, dafi es mehr als 10'° aufeinanderfolgende n mit



7(n) > li(n) zwischen 6.62 - 103 und 6.69 - 1037 gibt.

Der erste Schritt in Richtung Beweis des Primzahlsatzes gelang Tschebytschev um 1850,
der die Existenz von Konstanten ¢y > ¢; > 0 mit

1T Col

< <
logx — (@) < log x

zeigte (s. elementare Zahlentheorie). Dabei stellt sich auch heraus, dafl es technisch ein-
facher ist, mit den Tschebytschev-Funktionen

und

d(z) =) logp

p<z

statt mit m zu arbeiten — mit den Funktionen ¢ und ¢ lautet der Tschebytschev-Satz
einfacher c3x < 1(x) < cyx bzw. csz < ¥(r) < ¢z, und die m7—Version ist leicht aus den
Abschétzungen fiir ¢ oder 9 zu gewinnen. Auch fiir den Primzahlsatz hat man einfacher
zu formulierende dquivalente Versionen, diese lauten

1}1_{20 %x) =1 & Y)=x+o0(z)
und
lim I(z) =1 & J(z)=x+o0(x).

r—o00 I

Im Jahr 1859 fand Riemann einen engen Zusammenhang zwischen 7(z) und einer be-
stimmten analytischen Funktion, die heute seinen Namen trégt: die Riemannsche Zeta—
Funktion, die auf der komplexen Ebene fiir s € C,Res > 1, durch

o0

(o)=Y

n=1

definiert ist und eindeutig zu einer holomorphen Funktion auf C\{1} fortgesetzt werden
kann — allerdings nicht bei s = 1, wo die Funktion einen einfachen Pol besitzt. Die Funktion
¢ muB bei s = 1 divergieren, denn fiir s = 1 erhilt man fiir die definierende Reihe
gerade die harmonische Reihe %, die bekanntlich divergiert. Fiir o0 := Res > 1 ist die

n=1
definierende Reihe aber konvergent, wie man an dem Integralvergleich

1 1
DYDY /t_: it
= N



1 1 1
:1 _O—<M¢771 - Nafl> T M,N—oo 0

sieht.

0 N N +1 M

Fir s € C\{1}, Res < 1, hat man andere Darstellungen fiir die Zeta-funktion — die
Reihe divergiert dort namlich.

Schon Euler hatte diese Funktion mit rellen Argumenten untersucht und dabei die Pro-
duktformel

1
C(S):H ﬁ, RGS>1,
» p

entdeckt, die bereits einen Zusammenhang von ¢ mit den Primzahlen herstellt. Man nennt
dieses Produkt daher auch das Euler—Produkt fiir . Die bemerkenswerte Formel ((2) =
72/6 geht ebenso auf Euler zuriick. Euler zeigte weiter, daf

(_1)7%13271

2(2n)! (2m)™

¢(2n) =

mit den Bernoullizahlen Bs, gilt, die iiber die Formel

z

et —1

n!

2™ definiert sind.

NE

I
o

n

Fiir ((2n + 1) ist keine solche Formel bekannt.
Riemann entdeckte nun, daf§ sich im (sogenannten kritischen) Streifen 0 < Res < 1
unendlich viele Nullstellen der (—Funktion befinden, und setzte Vermutungen iiber deren

Lage in Beziehung mit dem Primzahlsatz.

Die beriihmteste und bis heute die einzige ungeloste dieser Vermutungen ist bekannt
als die Riemannsche Vermutung (RH), welche besagt, dal alle Nullstellen von ¢
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im Streifen 0 < Res < 1 tatséchlich auf der Geraden Re s = % liegen. Die anderen
Probleme der Arbeit Riemanns von 1859 wurden bis Ende des 19. Jahrhunderts gelost.
Insbesondere wurde gezeigt, dafl der Primzahlsatz aus dem Nichtverschwinden von ( auf
der Geraden Re s = 1 folgt. Als 1896 Hadamard und de la Vallée-Poussin unabhéngig
voneinander zeigten, dafl tatsdchlich ((1 4 it) # 0 fir alle t € R gilt, war damit der
Primzahlsatz endgiiltig bewiesen.

Mit der Untersuchung nullstellenfreier Gebiete nahe Re s = 1 konnte daraufhin der Prim-
zahlsatz mit der Fehlerabschitzung

Y(z) =z + O(z exp(—C(log x)"/?))
bzw. in der 7-Version
7(z) =li(z) + O(z exp(—C(log x)l/Q))

angegeben werden.

Das bislang beste Ergebnis ist
Y(x)=2+0 (x exp(—c(log x)3/5(10g log x)—l/s))

von Vinogradov und Korobov (unabhéngig voneinander) aus dem Jahr 1958 und konnte
in den letzten 50 Jahren nicht weiter verbessert werden.

Worin nun der fundamentale Zusammenhang zwischen den Primzahlen und den kriti-
schen Nullstellen der (—Funktion besteht, wird besonders deutlich durch die sogenannte
explizite Formel

U(xr)=x— Z x—p+0<%log2x),

pltmpl<r P

giiltig fiir alle 2 < T' < x. Die Summe hierin erstreckt sich {iber alle Nullstellen p von ¢ im
kritischen Streifen, fiir die | Im p| < T gilt. Wie viele kritische Nullstellen p mit | Imp| < T
gibt es nun? Bezeichnet N(7') deren Anzahl (mehrfache Nullstellen zéhlen dabei geméafl
ihrer Vielfachheit), so gilt der Satz, daf§

N(T + 1) — N(T) = O(log T) und N(T) = - log (%) - % +O(log 7).

(Insbesondere hat ein p = ( + in mit n > 2 die Vielfachheit O(logn).)
Unter Annahme der Riemannschen Vermutung Re p = % fiir alle kritischen Nullstellen p
von ( gilt der Primzahlsatz in der scharfen Form

U(z) =x+ O(xl/2 log” ), unter (RH),
bzw.

m(z) = li(z) + O(2"?logx), unter (RH).
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Diese 148t sich leicht aus obiger expliziter Formel ableiten: Zum Beweis setzen wir darin
T := 2'/? (> 2 fiir 2 > 4) und erhalten fiir die p-Summe so

1
1/2 _1:O< 1/2 1 <1 < 1 )
> 2l N ~ #pn \rilpl_nﬂL }

p,| Tm p|<T 1<n<|T]| N(n+1)—N(n)
1
— ()(;,51/2 Z ogn) nach obigem
n<tr)

= O(gcl/2 log? T) = O(:Ul/2 log? :U)

was die scharfe asymptotische Formel fiir ¢ (z) zeigt. Wir bemerken noch, daf§ diese
1-Formel sogar dquivalent zur Riemannschen Vermutung ist, was dhnlich beweisbar ist.

Die Riemannsche Vermutung liefert also die gute Fehlerabschitzung der Groflenordnung
von etwa x'/2, die man auch numerisch beobachtet. Man kann sagen, daB nach der Rie-
mannschen Vermutung die Primzahlen so gleichméflig wie nur moéglich verteilt sind.

§ 1.2. Primzahlsitze in arithmetischen Progressionen und die
allgemeine Riemannsche Vermutung

Dirichlet zeigte 1837, dafl jede Restklasse a mod ¢, (a,q) = 1, (,arithmetische Progressi-
on“ a, a+q, a+2q,..., kurz ,AP*) unendlich viele Primzahlen enthélt.

Genauer 148t sich dies mit folgendem Satz formulieren, der mit den Methoden von
Hadamard und de la Vallée-Poussin beweisbar ist:

Dirichletscher Primzahlsatz/Primzahlsatz in Progressionen: (DPZS)
Fiir (a,q) = 1 gilt

O(asg.a) = Y An) = ——<(1+0(1))

©(q)

n<x

n=a(q)

und

m(x;q,a) =#{p<z:p=a(g)}= (1+0(1)).
Die von o(1) induzierten Funktionen kénnen von ¢ und a abhéngen!

Noch genauer 1i8t sich 7(z;q,a) = 1;((23 + O(z exp(—C(log z)"/1%)) zeigen, wobei die
O-Konstante und C' von a und ¢ abhéangen konnen; diese Formel ist sinnvoll fiir kleine

q, wo der Fehlerterm von kleinerer Groflenordnung ist als der Hauptterm.

Die Primzahlen verteilen sich nach dem DPZS asymptotisch gleichmifig auf die ¢(q)
vielen reduzierten Restklassen mod q.
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Bemerkung. Eine Primzahl kann nur dann in einer nichtreduzierten Restklasse ad mod
qd, d # 1, liegen, wenn p = d und a = 1 (¢) ist. In einer nicht reduzierten Restklasse liegt
also hochstens eine Primzahl.

In dieser Form ist der Dirichletsche Primzahlsatz eine einfache Verallgemeinerung
des Primzahlsatzes. Da man in Anwendungen aber oft viele Restklassen gleichzeitig
betrachten mochte, benotigt man aber eine Version des DPZS, die explizit in ¢ und
gleichméfig in a ist. Eine solche Version ist der

Satz von Page: FEs gibt zu C' > 0 eine positive Zahl 6 > 0, so daf fir alle ¢ mit
1 < q < eOVIs®  die nicht Vielfache einer natiirlichen Zahl ¢ = qi(x) sind, und alle

(a,q) =1 gilt:

W(x;q,a) = =4 O(z exp(—d+/log z))

¢(q)
bzw. 7(x;q,a) = };((Z; + O(m exp(—éx/loga:)),

wobei die O—Konstante nur von & abhdngt.
Die Ausnahmen fiir ¢ machen diesen Satz allerdings etwas unhandlich. Ein weiteres
Ergebnis zur Primzahlverteilung in Restklassen ist der wichtige

Satz von Siegel-Walfisz: Fiir jedes (feste) A > 0 ezistiert eine Konstante ¢y = co(A) >
0, so dafs fiir alle ¢ < (logx)* und (a,q) =1 gilt:

: a—h(x) exp(—coy/logx
bzw.
V(x5 q,a) = %x) + O(exp(—cm/loga:))

(die O-Konstante hingt dabei nur von A ab).

Dieser Satz hat gegeniiber dem von Page hingegen den Nachteil, dafl er ineffektiv ist, d.h.
die Konstante ¢y(A) und die O-Konstante konnen nicht effektiv in Abhéngigkeit von A
berechnet werden. Dies ist kein Mangel im Beweis, sondern ein prinzipielles Problem.

All diese Sétze iiber Primzahlen in arithmetischen Progessionen beweist man iiber die
analytischen Eigenschaften von verallgemeinerten Riemannschen Zetafunktionen: Die
Dirichletschen L—funktionen. Um diese zu definieren, bendtigt man die sogenann-
ten (Dirichlet—) Charaktere mod ¢, zu einer natiirlichen Zahl ¢ sind das Abbildungen
X : Z — C, die g—periodisch und vollstdndig multiplikativ sind mit der Eigenschaft, dafl
|x(n)| =1 fiir (n,q) = 1 und x(n) = 0 fiir (n,q) > 1 gilt. Wir brauchen hier nicht wei-
ter die Theorie dieser Charaktere zu vertiefen, da wir sie voraussichtlich nicht benétigen
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werden. Zu solch einem Charakter y mod ¢ definiert man die zugehorige Dirichletsche
L—funktion als

= x(n) 1 ) .
— = ——— fiir s € C mit Res > 1.
2 ns IIl—x@W*

n=1 D

Ebenso wie ¢ lafit sich L(s, x) holomorph auf C\{1} fortsetzen, und wiederum mit ei-
nem einfachen Pol bei s = 1. Wie ( hat auch die L-Fortsetzung im kritischen Streifen
0 < Res < 1 unendlich viele Nullstellen und deren (horizontale) Verteilung hat wichtige
Implikationen iiber die Verteilung der Primzahlen in APs zur Folge.

Die oben angegebenen Primzahlsidtze {iber Primzahlen in APs werden bewiesen, indem
man zeigt, dafl keine der betrachteten L—funktionen eine Nullstelle nahe der Geraden
Re s =1 haben kann, und wie fiir ¢ 148t sich auch fiir die L-funktionen die Riemannsche
Vermutung formulieren:

Allgemeine Riemannsche Vermutung (GRH):
Sei L(s,x) eine Dirichletsche L—funktion. Dann liegen alle Nullstellen von L(s,y) mit
0 < Res <1 auf der Geraden Re s = %

Nimmt man die GRH an, so 148t sich fiir ¢ < z, (a,q) = 1 wiederum schlieen, da8

m(z;q,a) = 2(23 + O(z"?log x) unter (GRH)
bzw. (x;q,a) = —cp?q) + O(z'/?1og? x) unter (GRH)

gilt, was fiir 1 < ¢ < ﬁ nichttrivial ist.

Weil dann z. B. in der -Formel der Hauptterm —Z= > 2 > z'/2(log2)?*¢ von groBerer
©(q) q
1/2

GroBenordnung ist als der angegebene Fehlerterm /2 log® 2..)

In vielen Anwendungen braucht man nur, daff eine solche gute Fehler—Abschétzung ledig-
lich ,,im Mittel“ {iber alle Moduln ¢ gilt.
Man studiert daher die Differenz

A(Ia qva) = ¢(Ia Q7a) -

(a)

im Mittel iiber ¢, in dem man nach guten Abschéatzungen fiir

FE =
(z,Q) g@ﬁgg@y%)}
q<Q

sucht. Die triviale Schranke hierfiir ist E(z, Q) < xlogz, da A(z;q,a) < 2 logz. Gefragt
ist nun der grofite Bereich fiir @, fiir den eine nichttriviale Abschétzung fiir E(z, Q)
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moglich ist. Das in dieser Hinsicht beste bekannte FErgebnis ist der

Satz von Bombieri—Vinogradov:
Fiir ein A > 0 existiert ein B = B(A) > 0 (etwa B = A+ 5/2), so daf$ fir alle
Q < 2'?(logz)~B gilt:

E(z,Q) < z(logx)™.

In vielen Fallen kann dieser Satz die Annahme der unbewiesenen Riemannschen Vermu-
tung ersetzen.

§ 1.3. Exponentialsummen als Hilfsmittel

Fiir @ € R definieren wir die (komplexe) Exponentialfunktion e(a) := exp(2mia), welche
offenbar 1-periodisch ist, und fiir eine Folge (a,,) C C definieren wir eine Exponential-
summe als S(a) := > a,, e(am).

m<n
Warum so eine Summe wichtig fiir additive zahlentheoretische Probleme relevant sein
kann, werden wir spater noch genauer sehen. Dabei spielen folgende einfache Feststellun-
gen eine wichtige Rolle:

1.) Die Exponentialfunktion e(«) erfiillt die Orthogonalitétsrelation

O/e(“’“)do‘ = { é ZZ%\{O}.

1 62m‘ak’é =L (1-1)=0, ke z\{0},

2mik

! ! 4 2mik
/e(ak)da = /eQmo‘kda =< 1
[lda=1, k=0.
0 0 5

O

2.) Sei || := r]?i% |k — «| der Abstand von « zur néchsten ganzen Zahl. Dann gilt fiir
S
M < N, M,N € N, die Abschétzung

1
Z e(an)) < min{N—M, —}
Yot 2l
fir den geometrischen Summenabschnitt > e(an).

M<n<N
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Bemerkung. Ist a € Z, also ||a] = 0, ist m = oo zu lesen und die rechte Seite ist
dann = N — M.

Beweis. Trivialerweise ist der Betrag der Summe stets < N — M. Andererseits ist er nach
der Summenformel fiir geometrische Summen im Fall o ¢ Z < ||| # 0 dann

N 1

e(a(M + 1)) _Z_ e(a)”

n=0

B 1 —e(a(N—-M)) 2

_’ 1—e(a) ’ = |2 —2(:05(27r04)’1/2
2

_Q‘Sin(wa)} = 2|l

Dabei wurde benutzt, dafl

L=’ = (1 - cos(2ma)” + sin’(2r0) =2 2 cos(2ra) = 4sin’(ma).
——
cos? (ma)—sin?(ra)
=1-2sin?(7a)

Zur letzten Ungleichung:

| sin(ra)|

N[
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§ 2 Der Drei—Quadrate—Satz

Wir werden den folgenden Satz beweisen:

Satz 2.1. (Legendre/Gauf): Fiir n € N ist dquivalent:
(1) n ist Summe dreier Quadrate, d.h. n = x3 + x5 + 22, z; € Ny, ist ldsbar,
(2) n ist nicht von der Form 4*(8b+7) fiir a,b € Ny.

In elementarer Zahlentheorie wurde die Richtung (1) = (2) bewiesen, hier die Wiederho-
lung:

Beweis. von (1) = (2): Ann. Gelte (1) A= (2)
Sei 0 n=4%8b+1), a,b € No, und 0 n = z7 + 23 + 23
mit z; = 2%y;, 21y, E a1 < ay < as.

Beh. a = a4
Ann. a; > a: Aus O folgt dann 4™ |n im 4 zur Gestalt n = 4%(80 + 7) in [.

Ann. a; < a: Mit O folgt:

L gy T) = g 222 g e g
4 — — —
~ =1(8)  =0,1,4(8) =0,1,4 (8)

=0,4 (8)
(da =0 (4) fiir a1 <ag)

Es folgt

{
<
{
{

aber: =1,2,3,5,6 (8)

O

Da die Eigenschaft, Summe dreier (e zu sein, nicht multiplikativ ist (z.B. 3 -5 = (1% +
124+1%)- (22 +124+0%) =15 =48 -1+ 7) ist nicht }_ 3er Ue, s.0.), ldBt sich (2) = (1)
nicht so beweisen wie der 2lJe und 4[Je —Satz. Wir benotigen dafiir den Dirichletschen
Primzahlsatz in arithmetischen Progressionen (s. §1) und einiges aus der Theorie der
ternar—quadratischen Formen, was wir im néchsten Abschnitt entwickeln werden. Damit
beweisen wir dann spéter Satz 2.1 zu Ende. Auch das QRG wird dabei eine zentrale Rolle
spielen!
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§ 2.1. Bindr— und ternirquadratische Formen

1.) Sei M, (Z) := Z"*" der Ring der n x n—Matrizen mit ganzzahligen Eintrigen.

2.) A € M,(Z) symmetrisch :& A" = A, wo A" = (a};) = (a;;) fir A = (a;) die
transponierte Matrix bedeutet.

3.) AU € My(Z), A symmetrisch = UTAU symmetrisch, da (UTAU)T =
UT AT(UTYT = UT AU.

4.) Sei SL,(Z) die Gruppe der n x n—Matrizen mit ganzzahligen Eintrigen und Deter-
minante 1.

5.) SL,(Z) operiert auf M,,(Z) vermoge: SL,(Z) x M, (Z) — M, (Z) ~ A-U := UT AU
(Notation von rechts)

TA-(UV)=(UWVTAUV) =VIUAU)W = (UTAU) -V = (A-U)-V |

6.) A, B € M,(Z) sind aquivalent :< 3U € SL,(Z): B=A-U =UT AU

Notation: A ~ B ~ ist eine Aquivalenzrelation.
7.) Fir U € SL,(Z) folgt
det(A-U) = det(UT AU) = det(U") det(A) det(U) = det(A),

d.h. die Gruppenop. erhilt Determinanten. Weiter: A symmetrisch = A - U sym-
metrisch.

8.) Fir d € Z partitioniert die Gruppenop. die Menge der symmetrischen n x n—
Matrizen der Determinante d in Aquivalenz—Klassen.

9.) Zu A = (a;;) € M,(Z) symmetrisch definiert man die zugehdrige quadratische
Form F'4 durch

n n
Fa(xy,...,2,) = E g Qi Ti Ty,

i=1  j=1

ein homogenes Polynom vom Grad 2 in n Variablen z1, ..., x,.
Bsp. Fp, (21,...,2,) = 2% + -+ 22.
Schreiben auch x = (z1,...,7,)" und Fa(xy,...,z,) = Fa(z) = 27 Az.

10.) disc F4 := det A ist die Diskriminante von Fjy.

11.) Fy dquivalent zu Fp, d.h. Fo ~ Fp i< A~ B
Aquivalente Formen haben dieselbe Diskriminante.
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12.) F4 reprisentiert m € Z, falls m = Fy(z) fir ein z = (21, ..., 2,).
A ~ B, F4 reprasentiert m = Fg reprisentiert m.
Also: Zwei dquivalente Formen reprisentieren exakt die gleiche Menge ganzer Zah-
len, denn

A~B=A=U"BU = m = Fi(z) = 2" Av = 27U BUz = (Ux)" B(Ux) = Fp(Uxz).
Folgerung aus dem Satz von Lagrange: Fiir n > 4 représentiert jede quadratische
Form dquivalent zu x% + - - - + 22 alle nichtnegativen ganzen Zahlen Nj.

13.)

quadratische Form in 2 Variablen : bindrquadratische Form

quadratische Form in 3 Variablen : terndrquadratische Form

14.) F4 positiv definit: < Vo #0: Fa(x) > 1
Jede quadratische Form &dquivalent zu einer positiv definiten Form ist positiv definit.

Ziel des §2.1: Fiir bindr- und ternér- quadratische Formen gibt es genau eine Aqui-
valenzklasse positiv—definiter Formen der Diskriminante 1! (D.h. alle Formen sind
dquivalent zu 2% + 22 bzw. 2% + 23 + 22.)

Zunéchst zum bindrquadratischen Fall:

Lemma 2.2. Zu A € 7Z**? symmetrisch sei Fs(z) = a112? + 2a100179 + a973 die 2u-
gehorige quadratische Form. Dann gilt:
Fy positiv—definit < a1y > 1 und d := det(A) = ajya9 — a3y > 1.

[vgl. Hurwitz-Kriterium)|

Bewes.

» = “0an = Fa(1,0) > 1, and=an(anaxn — al,) = aj1aly — 2a11a3, + aj ag
= Fy(—ay,a1) > 1=d> 1.

s E T an>1 & d>1= anFa(zy, 12) = (anz + a1a2)? + das >0
und Fa(z1,22) = 0 < (21, 22) = (0,0).

O

Lemma 2.3. Jede Aquivalenz Klasse positiv-definiter bindrquadratischer Formen der
Diskriminante d enthdilt (mindestens) eine Form Fa(x1,13) = anx? + 2a10T102 + a9sx3
mit 2 ‘CL12| S a1 S %\/&
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Beweis. Betr. Fg, positiv—definit, zur Matrix B = b b2 )
b1z Do

Sei aq; := min {n >0;3dx, 20 :n = FB(xl,xg)}, etwa ay; = Fg(ry, ).
Dabei ist (rq,rs) = 1.
T Sonst : 1 < h | (r,7m) = an < FB(%,%) = W =95 <au,%

Sei 1 = rys9 — 1181 = r1(s9 + rot) — ro(sy + rmit) fiir alle ¢t € Z.
. R A | + Tlt
SVtEZ: U = (T2 52+r2t) € SLy(Z).
F(ry,m) alo + F(ry,ro)t
. 77T _ 1,72 12 1,72

Setze A:=UTBU = (a'w + F(r1,ra)t F(sy + rit, 53 + rot
mit ajy = b117181 + b12(r182 4+ 1281) + baarass, und age > aqy da (s1 4 rit, so 4+ 12t) # (0,0)
fir alle t € Z.

)) ~ a11, A12, A22

Nun wihle ¢ so, dass |as| = |ajy + ant| < %L (~ 1. Ungl. V)
Also A ~ B mit 2|ais| < agy. Sei d := ajjass — a3, die Diskriminante.
a2 2
Mit CL%I S a110a92 :d‘i‘a%z S d—}-% fOlgt 3(?% S d<:>a11 S % \/E
(~ 2. Ungl. V) O

Bemerkung. Fiir diese bindrquadratische Form F4 ist also
ay; = min {n = Fp(x1,19) # 0}.

Satz 2.4. Jede positiv—definite bindrquadratische Form der Diskriminante 1 ist dquivalent
2 2
2U ] + T3.

Beweis. Sei F' so. Aus Lemma 2.3 folgt F' ~ ay173 + 2a1971%9 + a3 mit 2|ays| < app <

% < 2. Da ay; > 1 (Lemma 2.2), folgt a;; = 1, also a;2 = 0.

Da 1 = ajja — a2, = ag, ist also F' ~ 22 + 22. O
Nun zu terndrquadratischen Formen:

Lemma 2.5. Sei A € Z3*3 symmetrisch, Fy die zugehérige ternirquadratische Form,
d = disc F'a. Dann gilt:

(1) a1 Fa(x) = (a1 + a1oms + a13w3)? + G (v2, x3) mit der bindrquadratischen Form
_ 2 _
G 4~ zur Matriz A* = ez =01y 011023 = Qa3 ) oy Jige Gp = det A* =

a11a923 — A12013 a110a33 — Q73
and.

(2) Es gilt: Fa positiv definit = G 4« positiv definit.
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ap = det(au
(3) Weiter: Fy positiv definit < = det
a22
d = det( A
Beweis. Obige Beh. (1) zeigt man durch Rechnen. .. @
Zu (2) und (3),,= “: Ist F4 positiv definit, ist a;; = F4(1,0,0) > 1.

Ist Ga(z2,3) <0 fiir 2o, x5 € Z, folgt Ga(a1172, a1123) = a3,Gax(v2,v3) < 0.
Sei I = —(algxg + CL13I'3), d.h. a1 + aj9a1129 + a13A11T3 = 0 und

2
1 'FA(%; a11T2, G11$3) =07+ GA*(G11$2, G11$3) <0= a9 =23=0.

~
>1 positiv definit

Dies zeigt: G 4« ist auch positiv definit.
Mit Lemma 2.2 folgt: Der Leitkoeffizient von G4« ist > 0, d.h. d' = ajja9 — a2y > 1.
Weiter ist disc G4+ = det A* > 1 nach Lemma 2.2, also ist d = det(A) > 1.

=ai1d
Zu (3),«< “: Lemma 2.2 zeigt, daBl G4« positiv definit ist. Klar: Fu(z) > 0 fir alle
= (11,22, 73)T.
Ist Fa(xq, 29, x3) = 0, folgt also aus (1), daB
\GA* (1'2,£E3) =0 & gllxl “+ ajoxo + a13T3 — Q

-~

~
=zo=x3=0, da G 4+ pos. def. = 21=0

Also ist Fy positiv definit. O

Bem. (1) liefert zu einer terndrquadratischen Form F4 eindeutig eine bindrquadratische
Form G 4-. Nun gilt: Eine bestimmte Menge terndrquadratischer Formen Fl, , in einer
Aquivalenz Klasse ~ Fp hat dieselbe zugehérige bindrquadratische Form G 4-, wie fol-
gendes Lemma zeigt.

Lemma 2.6. Sei B = (b;;) € Z**3 symmetrisch, Fg positiv definit.
Sei G« die eindeutig positiv definite bindrquadratische Form mat

bi1 Fp(y) = (buiyr + biaye + bizys)” + G- (yo, y3) gemdf Lemma 2.5.

Fiir V* = (v};) € SLy(Z) setze A* := (V*)"B*V* und G a- als zugehérige positiv definite
bindrquadratische Form zu A*, dquivalent zu Gp«. (V')
Fiir r,s € 7 setze

1 r S
Vie=(vj) == [0 v} vy | € SL3(Z)
0 w3 v3
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und A, s = VT%';BVT,S =: (a;j) (abh. von r,s) mit zugehoriger terndrquadratischer Form
Fa...

Dann gilt: ay; = by und ary Fa, (2) = (a1121 + a1222 +a13w3)% + G 4+ (9, 3) Mit obiger
Matriz A*, die ja unabhingig von r und s ist (ebenso a;; = byy).

D.h. GZT’S =Gy, alle Fy,, ~ Fp.

Beweis. Haben v;; = 1, v9; = w31 = 0, also ist wegen

3 3 3 3 3
T T
Aps =V, BV, dann a;;, = E E Vg Drivij = E E Vp1brivi; = E b1ivij,
=1

k=1 i=1 k=1 i=1
also a;; = by1. vV
3
Sei # = (z1, 12, 23)", V,sx =1y = (y1,y2,y3)" also y; = Zlvijatj.
Insbesondere: .

0

* *
V21T1  + U2aX2 + Vo33 = V11 To + V1pT3,
V31T

Yo
Y3

* *
3101 + U3 + U33X3 = Uy Tg + VgpX3.
0

x
( 2) ist also V*x* = y*
€3

Es folgt: Gp:(y*) = Gp«(V*v*) = Ga«(x¥)

Y3

Mit y* := (yQ) und x* :

und
3 3 3 3
buyr + biays + bizys = Z by Z Vi T = Z (Z blivij) Zj.
=1 j=1 7j=1 =1
=ay;
Da

Fa,, (z) = xTAT,Sa: = (Vr,sa:)TB(Vr,sx) =y By = Fp(y) ist, folgt
(a1171 + a1272 + ar3x3)* + GA;S(IBQ, x3) = anFa, (v) = b1 F(y)
= (bi1y1 + b2y + b13y3)2 + G+ (Y2, y3) = (a1 + a2y + a13x3)2 + G 4+ (29, x3),

also ist GA:,S(I'Q,IQ) = G a+ (g, x3) fiir alle xo, 23 € Z. O

Lemma 2.7. Seien U1, Ug1, U31 € Z, (UH,Ugl,Ugl) =1.
Dann existieren 6 ganze Zahlen w;;, 1 =1,2,3, j = 2,3, so daff U = (u;;) € SL3(Z), d. h.
detU = 1.
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Beweis. Sei a := (u11,ug1), wihle ujg, ugg mit uyjusy — U1z = a
(Darstellung des ggT mit Euklidischen Algorithmus).
Da (CL, U31) = (UH,Ugl,Ugl) = ]_, wéahle Uuss, b mit auszs — bU31 =1 (ebenso).

u11b u21b
Sel U3 ‘= 7 , U3 = 27 ,Uzg ‘= 0. Dann: U = (u”) € Z3X3 mit det U = 1.
\‘g./ ~—~—
€7Z, da a\un €7Z, da a|u21
(Nachrechnen und Entwickeln nach letzter Spalte.) O

Lemma 2.8. Jede Aquivalenzklasse positiv definiter terndirquadratischer Formen der Dis-
3
kriminante d enthdlt (mindestens) eine Form Y a;jx;x; mit
i,j=1
2max (|aw|, |a13]) < an < 2. Vd.

Beweis. Sei F positiv definite ternéirquadratische Form mit disc F' = d, und C' € Z3*3 die
zugehorige symmetrische Matrix.

Sei aq; := min {F(x), x # 0} und a1 = F(uq1, uo1, us).

Dann ist (UH,Ugl,Ugl) = 1.

™ Sonst: (uj,ug,uz) =h>1 = F(%, L %) = 94 < au,

im 4% zur Minimalitdt von aq;. o

Wegen Lemma 2.7 existieren u;;,7 =1,2,3, j = 2,3 mit U = (u;;) € SL3(Z).

Sei B := UTCU = (bU)

Also: F' ~ Fg, und by; = ay; ist ebenso die kleinste Zahl # 0, die von Fg dargestellt wird.
(Aquivalente Formen représentieren die gleiche Zahlenmenge, s. Punkt 12.) oben.)

Mit Lemma 2.5 folgt
a1 Fp(x) = (by1x1 + biawa + bizz3)? + Gp+ (22, 3)
—_——

positiv definit mit Diskriminante a11d

Mit Lemma 2.3 folgt Gp«(z2,23) ~ Ga:(12,73) = a};23 + 2a},7973 + abyr3 mit

CLTI S %\/ and.

Sei V* € SLy(Z) mit A* = (V)T B V™.
Seien r,s € Z und V, , € SLs(Z) definiert wie in Lemma 2.6. Sei A := V[, BV, ; = (a;;).

Mit Lemma 2.5 folgt
a*{l = A11Q922 — &%2.

Deﬁnitig; von A a2 = a1 T+ 512UT1 + 5137);1
* *
a1z = a8 + biavy, + bi3vs,.
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~ Wihle 7 so, daB |ai2| < %%, und s so, dafl |a;3] < %L. (1. Unglg. der Beh. v)

Da aj; < F4(0,1,0) = ag (Minimalitit von aj;), folgt
2
aiy < anas = ana — afy +ajy = aj; +aj; < %\/er %

= af; < (%)3\/ and = ap < %\3/3 (2. Unglg. v) O

Satz 2.9. Jede positiv definite terndrquadratische Form der Diskriminante 1 ist dquivalent
2u 3 + x5 + 23,

3

Beweis. Sei F' so. Nach Lemma 2.8 ist F dquivalent zu Fiy = Y a;;x;x;, det A =1, mit
ij=1

0 < 2max (|ais], |a13]) < ar < 3.

Es folgt a;o = a13 = 0. Da d # 0, folgt ay; # 0, also a;; = 1.

1 00
Somit: A= [0 A+ | mit Af = (a22 a23), wo det A* = 1.
0 Qg3 (33
Nach Satz 2.4 ex. U* = | 22 ") € SL,(Z) : (U")TA*U = L.
U2  as3
1 0 0
SeiU:= [0 5 |, dannist UTAU = I, also F ~ 2t + 23 + 3. O
0

§ 2.2. Summen von 3 Quadraten

Lemma 2.10. Sein > 2 und d € N, so dass —d' quadratischer Rest mod d'n — 1 ist.
Dann ist n Summe von 3 Quadraten.

Beweis. Es existieren ajo, a;; € Z mit a2y + d' = ay1(d'n — 1) = aj1a99,
WO oo :=d'n—1>2d —1>1, also ist a;; > 1.

app app 1
Nun: d = ajjas — a?,. Die Matrix A= | app ax 0
1 0 n

hat die Determinante det(A) = (a11a92 — a25)n — agy = d'n — ax = 1.

Aus Lemma 2.5 folgt, dal F (zur Matrix A) positiv definit ist. Ferner ist disc Fy =
det(A) = 1 und n = F4(0,0,1). Mit Satz 2.9 folgt, daB auch 2% + 23 + 22 die Zahl n
reprasentiert. ]

Lemma 2.11. n € N, n =2 (4) = n ist Summe von 3 Quadraten.

Beweis. Da (4n,n — 1) = 1, enthélt die arithmetische Progression {4nj +n —1; j =
1,2,...} unendlich viele Primzahlen. (Nach dem Dirichletschen Primzahlsatz, vgl. §
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1).
Sei j >1so,daBp=4nj+n—1=(4j+ 1)n — 1 prim.
Setze d :=4j+1=p=dn, —1=1(4),dan=2 (4).
=2 (4)
Wegen Lemma 2.10 geniigt es, z.z.: —d’ ist quadratischer Rest mod p. Sei d' =[] qzk die

PFZ von d'. Dann: p=dn—1= -1 (q¢i) firalled,und 1=d' = [] (=1)k (4), also
’L', qiE3 (4)
ist ] (=1)k=1.
i, =3 (4)

1.EG des QRG / _
= (=

(‘pd') _ <—?1) <%’> _ H <%>k QRE U <§>k

Lemma 2.12. n € Nyn=1,3,5 (8) = n ist Summe von 3 Quadraten.

Beweis. Klar: n =1 ist Summe von 3 Quadraten. Sei also n > 2,

3, n=1(8)
und c:=¢ 1, n=3(8)
3, n=5(8)

Firn=1,3 (8) ist &2 =1 (4), fir n =5 (8) ist “5=+ =3 (4).

Jedenfalls: (4n, 1) = 1.
"(4n,%t) =d=d|n & d|cn—1, da <51 ungerade, also ist d | 1, also d = 1. _

Nach dem Dirichletschen Primzahlsatz existiert eine Primzahl p der Form
p =4nj + <= fiir ein j € N. Sei d’ := 8j + .

Dann: 2p = (8j +¢c)n—1=dn — 1.

Wegen Lemma 2.10 geniigt, z.z.: —d’ ist quadratischer Rest mod 2p. Weiter geniigt, z. z.:
—d' ist quadratischer Rest mod p.

™ Denn ist —d quadratischer Rest mod p, so existiert ein zy € 7Z mit
(wo+p)2+d=22+d =0 (p).

Sei z := { i(;,—l— ’. ?{iz }, dann ist 24z und 2% + d”? = 0 (2). Also: 22 +d =0 (2p),
und dann ist —d’ ein quadratischer Rest mod 2p.

Sei nun d’ = [[ ¢ die PFZ von d'.
Da 2p = —1 (d') folgt 2p = —1 (¢;) und (p;, ¢;) = 1 fiir alle 3.
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e Istn=1,3 (18),folgtp51( )
)= Ch (@)= )

~——
=1, 1. EG

und

()" =11

(2)"

e Ist n =5 (8), folgt p=3 (4) und d’' = 3 (8). Dann ist

g = H (—1)% (4), also} H (—1)k = —1.

_1=d = H qu H

i, ;=1 (4) i, ;=3 (4) i, ¢;=3

Mit dem QRG folgt dann:

i, qizl (4)
(%)
B PR '
e In beiden Fallen:

() -T1(2)" -

p ai

G)-G)6)-
GV I () I e

p

) 11

(4)

i, ;=1 (4)

;=3 (4)

p

B ()

)" (

4qi

=1

2p) ki
qi

N— N—
da =+3 (8) da =3 (4)

Somit ist —d' quadratischer Rest mod p, falls >

Dies zeigen wir nun:

i, qiEI (8)
=1 (8)

I

[+

I -

[T 3"

i, ;=5 (8)

i QZEE)?? (8

)

I -

H (1",

i, ¢;=5,7 (8)

k; =0 (2).

II o

[T 1% (mod 8)
[T ¥ (mod 8)

= 321', 7;=3,5 (8) ki (_1)21, ¢;=5,7 (8) k; (mod 8)
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e Firn=1,58)istc=3und d =8;+3 =3 (8),
ki

also Z =1(2), Z k=0 (2). v/

i, ¢;=3,5 (8) i, ¢;=5,7 (8)

—~

e Firn=3 @) istc=1undd =8j+1=1 (8),

also Z k=0 (2), Z k;=0(2). v/

O

Nun sind wir in der Lage, Satz 2.1, (2) = (1), zu Ende zu beweisen, d.h. wir zeigen
nun: Ist n nicht von der Form n = 4%(8b+ 7),a,b € Ny, so 18t sich n als Summe von 3
Quadraten schreiben.

Beweis. von (2) = (1): Schreibe n = 4%m, wo m = 2 (4) oder m = 1,3,5 (8). Lemma
2.11 und Lemma 2.12 zeigen, daf} sich m als Summe von 3 Oen schreiben 1&8t, und damit
auch n = 4%m, da 4° fiir a > 0 ein O ist. O

ood

Satz 2.13. (Zusatz) Istn = 3 (8), lafst sich n als Summe von 3 ungeraden Oen schreiben.

Beweis. Mit Satz (2.1)ist n= 2} + 23 + 23 =3 (8), dies ist nur moglich,
~— ~— ~—
=0,1,4 (8) =0,1,4 (8) =0,1,4 (8)
wenn z2, 23, 23 = 1 (8), d.h. wenn 2%, 23, 22 ungerade Oe sind. O

Im néchsten § bringen wir eine Anwendung des 3—Quadrate—Satzes.

§ 2.3. Diinne Mengen von Quadraten

Sei A C Ny eine endliche Menge.

Definition: A Basis beziiglich A fiir n 1<

Vme{0,1,...,n}3ay,...,ap €EA:m=a;+ -+ a.

D.h. jedes m < n laft sich als Summe von h vielen Elementen von A schreiben, wobei
Wiederholungen erlaubt sind. Wir zeigen zunéchst mit einem , Abzéhlargument“: Ist A
eine Basis beziiglich h fiir n, kann A nicht zu klein sein.

Satz 2.14. Sei h > 2. Es gibt eine Konstante ¢ = c(h) > 0 so, dass gilt: Ist A eine Basis
beziiglich h fir n, so ist #A > en'/".

Beweis. Sei k = #A. Jedes m € {0,1,...,n} ist Summe von h vielen Elementen von
A, mit Wiederholung. Kombinatorik ~» Die Anzahl der Kombinationen von h vielen

Elementen mit Wiederholung einer Menge mit k£ Elementen ist (]H'Z_l).
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Somit ist

k+h—1\ k(k+1)---(k+h—1) dK"
”“S( h )_ Bl =
fir ¢ :=h">0und alle k, [k+h—1<k-h /],
also ist
hiny 1/h hIN 1/h
HA=Fk> <_/n) = cn'/" mit ¢ = ¢(h) = (—,) >0
c c

Lagrange ~ Die Menge Q,, := {k? < n} der Quadrate <n

ist eine Basis beziiglich 4 fiir n. v

Und: #Q, = 1+ |n'/?] > n'/2, was > cn'/*, nach Satz 2.14 die kleinstméogliche Anzahl

einer Basis beziiglich 4.

Frage: Gibt es fiir jedes n eine diinnere Menge A,, aus Quadraten, die Basis beziiglich 4
An

fiir n ist, d.h. mit lim 3% =07
n—oo

Dies beantwortet:

Satz 2.15. (Choi—Erd6s—Nathanson) Fir alle n > 2 ezistiert eine Menge A, aus
Quadraten so, dafS A, eine Basis beziiglich 4 fiir n ist, und daff # A, < (1022) -n'3logn
qgilt.

Beweis. Die Mengen Ay = A3 := {0,1}, Ay = A5 := {0, 1,4}, erfiillen die Behauptung,
also sei (En > 6.
Wir bemerken:

ist m #Z 0 (4) und a® < m,

soist m _ — _a® oder _.m —(a—1)* kongruent zu 1,2 (4)
(*) ~—~ ~—~ ~—~
=123  =0,1 (4) =123 _ 10 (1

und damit Summe von 3 Oen nach Satz 2.1.

Fiir n > 6 sei AV .= {02, 0 < ¢ <2n'/3} also #Ag) < 2nl/3 4+ 1.
Sei A = {¢2% (= |K/*nV/3] oder £ = |k/2n1/3] — 1, 4 < k < nl/3},
also #A,(f) <2-(n'/3 =3)=2n!/3 —6.

Sei AY = AP U AP Dann ist # AY <« 4n1/3,

AY enthilt alle Oe < 4n?/3.

Lagrange ~» jede Zahl m < 4n?/3

ist Summe von vier Elementen von A%O). Vv

Fehlen noch folgende m: 4n%*? < m < n?

e Seim € Nmit 4n?2 <m <n, m#0 (4).
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Beh. Es existiert cin ag € AP mit 0 < m — a2 < 4n?3 und m — a2 ist Summe 3er De
(aus A,(ll)).

" Seid < k= < n'/? und a = |kY/?n'/3].

n2/3]
Dann ist a> € AY, (a—1)% € AP und a® < kn?3 < m < (k+1)n?3 sowie a > kV/?n1/3—1.

Aus (x) folgt: m—a? oder m—(a—1)? ist Summe 3er Oe. Wihle af € {(a—1)%,a*} C AP,
so daBB m — a2 Summe 3er Oe ist.
Da 4 < 3n!/S fiir n > 6 folgt 0 <m —a> <m —a2 <m — (a—1)?

<(l€ + 1) 77,2/3 . (k1/2n1/3 . 2)2 < (]C + 1) n2/3 . kn2/3 + 4k1/2n1/3
= n2/3 L 4121/ < n2/3 + 4nt/? < 4n2/3,

also ist m — a2 Summer 3er Oe aus AL, |

Also ist m Summe von 4 Oen aus Aﬁf’).

Fehlt noch, die m mit 4n*? < m < n zu betrachten, die durch 4 teilbar sind! Und die
genaue Definition von A, ! Diese ist wie folgt. (Riickfiihrung auf AS?)!)

e Sei nun 4, = {4'a; 0 <i < 112?;’ a€ AT(IO)}, d.h. AV C A,.

Dann ist A,, Menge von Oen, und

1 21 4
# < (g +1) A < (F7) a0Vt = (g s

Sei N € [0,n].

Falls N # 0 (4), ist N Summe von 4 Cen aus A%O) C A, s.o.

Falls N = 0(4), ist N = 4'm, mit m # 0(4), 0 <i < £},

Dann ist m = a; + as + a3 + a4 mit Quadraten aq,...,a4 € A1(10)7 S. 0.,
also N = 4'm = 4'ay + 4'ay + 4'as + 4*a4 eine Summe von 4 Cen aus a,,.

O

Bemerkung. Es gibt eine Basis beziiglich 4 fiir n aus < n'/4* vielen Oen. Unbekannt
ist, ob ¢ hier eliminiert werden kann. (Zollner, 1985)
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§ 3 Die Goldbachsche Vermutung
und der Satz von Vinogradov

§ 3.1. Die Goldbachsche und Descartessche Vermutung

Aus dem Briefwechsel von 1742 zwischen Euler und Goldbach kann man folgende Fragen
entnehmen:

(a) Ist jede gerade Zahl > 4 Summe zweier Primzahlen? (bindres Problem)

(b) Ist jede ungerade Zahl > 7 Summe dreier Primzahlen? (terndres Problem)

1. Bem.: (a) = (b), denn: n > 7 ungerade = n — 3 > 4 gerade, (__ag n—3=p +p =
n = 3+ p + po. D.h. (a) ist die stérkere, (b) die schwéichere Vermutung. [(b) # (a)]
Descartes hat schon frither (vor 1650) folgende Vermutung aufgestellt:

(c) Jede natiirliche Zahl > 1 ist Summe von hochstens drei Primzahlen.

2. Bem.: Es gilt nattirlich (a) = (c), aber (b) Zz (¢), und auch nicht (c¢) = (a), d.h. (a)
und (c) sind nicht dquivalent. Vielmehr ist (c) dquivalent zu:

(d) Ist n > 2 gerade, so ist n € G oder n —2 € G,

wobei G := {g € N;3py, pp prim : g = p1 + p}
die Menge der Goldbachzahlen sei.

™ (c) = (d): n > 2 gerade Gl

n=p+p+p3=02),dh p=2=n-2=p+p3€G v
oder n=p1+p=negvs
oder n=p;, dh. pp=2=n4%

(d) = (c):
e Sein > 1 ungerade, (En > 5. Dann ist n—3 > 2 gerade, also nach (d): n—3 = p;+ps
odern—3—2=p +py,dh.n=34+p +prodern=5+p +ps vV

e Sein > 1 gerade, (En > 2. Nach (d) ist n =p; +pyodern —2 =p; +py & n =
24+ p1+p Vv -

Bemerkung (3). Descartes’ Vermutung (c) bzw. (d) ist auch dquivalent zu folgender
,, Verscharfung*:

(e) Jede natiirliche Zahl > 1 ist Summe von hochstens drei Primzahlen, wobei der dritte
Summand, falls existent, als 2, 3 oder 5 gewéhlt werden kann. (Einschriankung an
einen Summanden sind daher von Interesse.)

™ Das sieht man im Beweis zu (d) = (c). J
Im Hinblick dazu: Die bindre Vermutung (a) ist dquivalent zu
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(f) Jede natiirliche Zahl > 5 ist Summe von drei Primzahlen, wobei der dritte Summand
als 2 oder 3 gewéhlt werden kann.

" (a) = ():
° n>4gerade(=ag2<n—2:p1+p2=>n:2+p1+p2 v
e n > 5 ungerade = 2 < n — 3 gerade, also@p1+p2:>n:3+p1+]92/

(f) = (a): Sei n > 2 gerade 9042 = p1 + p2 + p3, wobei aus Paritiatsgriinden und
(2| p= p=2) eine Primzahl = 2 sein mufl. Also ist n Summe von 2 Primzahlen. 4

4. Bem.: Eine positive Antwort auf (a) ist sehr wahrscheinlich: Jedes n kann auf n — 1
Arten als my + mo geschrieben werden. Die Primzahlen treten mit einer relativen Hiufig-
keit &~ (logn)~! auf (Primzahl-Satz), also hat ein gerades n vermutlich Toamz Vviele
Darstellungen als Summe zweier Primzahlen.

Obwohl sich dies numerisch gut bestéitigen la8t, sind die Probleme (a)-(f) selbst sehr

schwierig.

1937 loste Vinogradov das ternére Problem (b) fiir alle hinreichend grofien n. Seit 1997
weifl man, daf§ unter Annahme der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung (GRH)
das terndre Problem (b) fir alle n > 7 positiv zu beantworten ist. Das binére Problem
(a) < (f) und das Descartessche Problem (c) < (d) < (e) sind bis heute offen. (Und (b),
da auch die GRH offen...)

Allerdings sind bis heute auler (b) noch weitere ,, Approximationen® an das bindre Pro-
blem bekannt, vor allem Verschérfungen des Vinogradovschen Satzes mit zusétzlichen
Bedingungen an die Primzahlen, wie deren Vorgabe in Restklassen oder kurzen Interval-
len, oder der Betrachtung der Goldbach—Ausnahmen £(z) :={n <uz; 2 |n&n ¢ G},
fiir die # &(z) < 2’ mit einer positiven Konstanten ¢ < 2 gilt. [J. Pintz, '07]

Es gilt auBlerdem [J. Pintz '07]:

Bis auf O(2%/°(log 2)'°) viele Ausnahmen lassen sich alle natiirlichen Zahlen < z schreiben
als Summe von hochstens 3 Primzahlen, wobei die dritte (falls vorhanden) als 2,3 oder 5
gewahlt werden kann. [Beachte % < %]

Die Goldbachsche und Descartessche Vermutung gelten also fiir ,,fast alle natiirlichen
Zahlen.

§ 3.2. Die Kreismethode von Hardy und Littlewood

Um 1920 entwickelten Hardy und Littlewood eine analytische Methode, die zur Losung
additiver Probleme herangezogen werden kann: die Kreismethode. Unter Annahme der
GRH konnten sie das ternidre Goldbach-Problem (b) fiir alle hinreichend grofien n lésen.
Die Formulierung der Methode mit endlichen Exponentialsummen und deren genaue Ana-
lyse brachten Vinogradov dann 1937 zur Losung des ternédren Problems fiir n > ny ohne
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Annahme einer unbewiesenen Vermutung. Wir werden die Methode und wie sie zum Be-
weis des Satzes von Vinogradov fiihrt, hier ausfiihren.

Sei n grofl und sei
r(n) = Z 1

P1,p2,p3 prim
p1+p2+p3=n

die Anzahl Darstellungen, n als Summe dreier Primzahlen zu schreiben. Wie beim binéren
Problem (s. 4. Bem. in § 3.1.) 1afit sich vermuten, daf}

77,2

(logn)?

gilt. Dies hat Vinogradov fiir alle n > ny beweisen konnen, genauer:

r(n) ~

Satz 3.1. (Vinogradov) FEs gibt eine zahlentheoretische Funktion S(n) und positive
Konstanten c1,co mit ¢ < S(n) < o fir alle ungeraden n, so daf fiir alle n > ng gilt:

() = S() 570 s (1 i O<%)) |

Die zahlentheoretische Funktion S(n) heifit singulidre Reihe fiir das terndre Goldbach-
Problem. Insbesondere folgt r(n) > 0 fiir alle hinreichend grofien ungeraden n. Fiir gerade
n ist jedoch S(n) = 0, und somit ist mit Satz 3.1. 7(n) > 0 nicht fiir gerade n zeigbar.

Die Grundidee zu einem Loésungsansatz mit der Kreismethode ist die folgende. Sei also
n > ng hinreichend grof.

Definition: Fir a € R sei

S(a) = S(n,a) = Zlogp e(ap),

p<n

und betrachte
R(n):= > logps logp; logps

p1t+p2+p3=n

als gewichtete Summe der Anzahl Darstellungen von n als Summe dreier Primzahlen.
Bem.: ¢(3) := > fiir 3 € R.

Die Gewichtung mit logp macht den Beweis technisch einfacher. Genau so gut kann
man auch mit der von Mangoldt—Funktion A bewichten. Wir zeigen also erst eine
asymptotische Formel fiir R(n), aus der sich dann die fiir 7(n) spéter leicht herleiten lafit.

Die Exponentialsumme S(«) kann nun zur Berechnung von R(n) dienen: Es gilt ndmlich

1

R(n) = Z log p1 log ps log ps = /S(a)3 e(—na) da,

p1+p2+p3=n 0
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denn die rechte Seite ist
1

= Y logpilogp;logps /6(@(1)1 +p2+p3—n))da = R(n).

P1,p2,p35N 0
N

J/

ONR I, pi+p2+p3—n=0
0, sonst

Die Idee der Kreismethode beruht nun auf der Beobachtung, dafl der Wert des Integrals
vor allem durch den Wert auf bestimmten Teilintervallen gegeben ist. Man nennt diese
mallgeblichen Teilintervalle die ,major arcs“ und die Restintervalle die ,,minor arcs*.

Beim terndren Goldbach-Problem wéhlt man die major arcs 9t C [0, 1] wie folgt.
Sei B> 0 und Q := (logn)®. Fiir 1 < ¢ < Q und 0 < a < ¢ mit (a,q) = 1 definiert man
den major arc M(a, q) als

M(a,q) = E — %,g+ %] N[0, 1],

und die Vereinigung der major arcs als

Q
M = U1 L M(a.q) € 0,1).

(a,q)=1

1. Beh.: Die major arcs sind paarweise disjunkt fiir grofle n.

™ Ann. a € M(a,q) NM(d', ¢’) mit . =+ Z—:. Dann ist |ag’ — a’q| > 1 und

1 1 aq’ — a a d a a’
_2§_/§|(]7/(]|:‘___/ ‘——Q‘JF’O‘——, <29
Q@ 7 qq qaq qa q q q n

also n < 2Q3 = 2(logn)3?, was fiir alle hinreichend groBen n nicht stimmt. ~ 4 2

1
Die minor arcs definiert man also als m := [0, 1]\9%. Somit spaltet man das [ zur Berech-
0

nung von R(n) auf in

R(n) = /S(a)3e(—na) da+/5(a)3e(—na) dov.

Dieser Ansatz liefert dann eine asymptotische Formel: der Hauptterm ist in | enthalten,
m
und [ trigt nur zum Fehlerterm bei.
m
Wir beginnen im néchsten § 3.3 mit der Auswertung von .
m
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§ 3.3. Auswertung der major arcs

Das néchste Lemma beschreibt das Verhalten der Exponentialsumme auf den major arcs.

Lemma 3.2. Fir a € M, o = %+ﬁ, q < Q, (a,q) =1, |7] < %, gilt mit einem
(universellen) C' > 0:

Sla) = % e(fm) + O(nexp(—C(logn)*/'?)).

m<n

Bemerkung. Die O-Konstante und C' sind wegen der Verwendung des Satzes von Siegel—
Walsfisz nicht numerisch angebbar.

Beweis. Zunachst ist fir v € R:

S(y)= Y ) logpe(yp)+ O(logy),

r=1 p<n
(ra)=1  p=r(q)

da Z Zlogp:Zlogp<<Zlogpglogq.

(T-,T;l>l pié(il) ppg\qn Pla
Also ist
=e("})
a d ap
S(—) = Z Z logp e<—) + O(log q)
q r=1 p<n q
(ra)=1 p=r(q)
=9(n;q,r)
q ra e N
= Z e<—> Z logp+ O(log Q)
r=1 q p<n
(r,q)=1 p=r(q)

— zq: e(%)l‘}(n; q,7)+ O(log Q).

r=1
(rq)=1

Fiir 9(n;q,r) setzen wir nun die asymptotische Formel ein, die der Satz von Siegel—
Walfisz liefert. Wir haben hier die Auswertung der Exponentialsumme auf das Problem
der Primzahlverteilung in arithmetischen Progressionen aus der analytischen Zahlentheo-
rie zuriickgefithrt. Mit ¥(n;q,r) = ot O(n exp(—Cqy(logn)'/1?)) erhalten wir also

S(E) _ Z e(@) . <L + O(nexp(—co(logn)l/lo))> + O(log Q)
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q
Die zahlentheoretische Funktion c¢,(a) = > e(%‘l) heift Ramanujan—Summe. Sie

1aBt sich hier berechnen durch

R d|(r0) dia =
{ 17 (7“, Q) =
0, sonst
ta q la q
=@ () =2n(y) 2e(G)  =2n(g)e
dla
| d, falls dla
1 0, sonst
= > w(2)d=ulo)
dl| (a,q)
hier=1
Somit ist -
S<2> _ #la) 4+ O(nexp(—C’o(logn)l/m)),
a/  »(q)

Um S(«) auszuwerten, wenden wir partielle Summation an und verwenden das Zwischen-

ergebnis fiir .S (%):

Sei A(m) = logp, falls m = p prim, '
0, sonst

Damit ist

_M elbOm) = m elam — ﬂ e Lom
S(a) MZ (Bm) = X( ><§§T)m o (Bm)

= Z (A(m)e(%) - M) e(Bm).

= v(q)/,
=: a(m) fii‘r,partiellez

m<n m<n

Nun ist fir z > 1:
von |z|=z+0(1)

/—/?
Z a(m) = Z A(m)e(%) _ ) T+ O(—)

m<z m<x QD(Q) QD(Q)
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— Ex _@.x = T ex 0) xl/lo
_5<q,) o + 0(1) = O(zexp(—Cy(log z)/')),

also ist (partielle Summation):

S(a) — wla) Z e(fm) = e(Bn) Z a(m) — 2mig /1n e(fr) Z a(m)dx

©(q)

m<n m<n

< nexp ( — C(logn)l/m),

mit einer Konstante C' > 0, die von B und Cy abhéngt. O

Nun sind wir soweit, dal wir das Integral iiber 9t auswerten koénnen:

Satz 3.3. Fliir beliebige A > 0 ist fiir eine Konstante B = B(A) > 0 und Q := (logn)?:

/53(a)e(—na)da = S(n)n?2 + O<ﬁ>;

wobei die O—Konstante nur von A abhdngt. Daber ist

S(n) = Z % die singulére Reihe
q=1

des terndren Goldbachproblems.

Beweis. Sei a € M(a,q), f:=a — 2 Aus der Formel fiir S(«) folgt

s _ g 3 3 1/10
S(a) :@(q)?)(z:e(ﬁm)) +0(n® exp(~C(logn) V1)),

m<n

daja > e(fm) < nist. (Und p? = p.)

m<n

Also ist

/S( e nada—z O; /
T i)

m (arq)=

(IVldnge 27)

34



wobei wir S(n, Q) =

(Ze((a=5)m) e(=n(a=7) Jia+0 ()
e T Ty —
Q/n
-3 g [ (et onans o)
Q/n
~sm.@)- [ (X elim) el=n)ds+0( o).
—Q/m ="

) gesetzt haben.

2 4<q %%(_”
/2 172  —-Q/n

Das verbleibende Integral splitten wir auf in / — / — / . Da

~1/2  Q/n  —1/2
. 1.
Z e(fm) < m fir || < 5 gilt (s. § 1.3),
m<n
ist das 2. Integral
1/2 1/2 9
— / <Ze(ﬁm)) e(—nfB)df < / 590 < 5
Q/m  M=" Q/n
2
und das 3. Integral ebenso < @
Weiter ist
1/2 1/2
/ ( 3 e(ﬁm)) gas=Y Y Y (1 + ma +ms — n)B)d3
~1/2 m<n mi<n mo<n m3<n,1/2
B 1, mg=n—m; —my
ONR1(0, sonst.
Y X - Y ey
mi<n—2

mo<n

mi<n
n—msi>mo

_ 2
k= n—2 n—l):<n21)=%+0(n),

n—2

k=1
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Q/n

2 n2
also / cee = Es folgt
Jomrrel@)

3

/ S(a)’e(—na)da = S(n, Q) - —2 + OQ;) + O<(1021>A>
m

2 2

— S(n,Q) - % +o((logT)A) fiir B = B(A) > 0.

Die im Hauptterm vorkommenden endlichen Summen sind die Partialsummen der sin-
gulidren Reihe

£ S s

die wegen

<p(q)
/—M

S Mo

q<Q q<Q

absolut konvergiert, auch gleichméafig in n.

Denn da ¢(q) > ¢'~%/2 fiir ¢ > 0 und alle hinreichend grofien ¢ (vgl. @), etwa € := g,
folgt
1
s -5 <y L b
Mit @ = (logn)® und B(A) geeignet erhalten wir
2 2
5 B n n
/S(a) e(—na)da = S(n); + O((logn)A>’
m
die Behauptung. O

Die singuldre Reihe S(n) wollen wir noch genauer daraufhin untersuchen, ob sie = 0 sein
konnte. Dann wére der Hauptterm ja wertlos im Vergleich zum angegebenen Fehlerterm.
Dafiir entwickeln wir eine andere Formel fir S(n):

Satz 3.4. Es gilt

S(n)zH(l—i—ﬁ)-H(l—ﬁ).

pin pln

Insbesondere ist also S(n) = 0 fiir gerade n, und es gibt Konstanten ci,co > 0, so daff
c1 < 8(n) < ¢y fiir alle ungeraden n.
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Man nennt diese Produktdarstellung das Euler Produkt fiir S(n), in Anlehnung an
-1

die Euler-Produkt-Entwicklung von Z — = H (1 — —) . Genauer: Ist f eine

nphp¢p<N' p<N

multiplikative zahlentheoretische Funktion und Z f(n) absolut konvergent, dann ist

nf;f(n)ZH(if )).

p k=0

Ist f sogar vollstindig multiplikativ, so ist

St =T[(t-f®) " (Euler-Produkt-Satz)

Beweis. (von Satz 3.4) Die zahlentheoretische Funktion % ist multiplikativ in ¢,

da ¢,(—n) multiplikativ in ¢ ist [vgl. @ |. Weiter ist
_ _ —_an _ b= 17 p | n,
&(=n) = Ze( p >_{—1, sonst.
1<a<p
Der Euler-Produkt-Satz liefert also

Stn) H<1+Z pe el om)y 1;[(1_ p>)

k=1 « )
=0 fiir k>2

— H ( ) H <1 - (]9_711)2> [Konvergiert fiir 2 t n]

pin pln

O

Damit ist die Behandlung der major arcs abgeschlossen. Beachtlich ist, daf} diese den
Hauptterm der asymptotischen Formel liefern, denn deren Maf ist nur

3B

2y 3 L@ o) o

q<Q O<a<q
(a,9)=

Daf3 die grolen minor arcs nur noch zum Fehlerterm beitragen und deren Beitrag klein
bleibt, ist das schwierigere Problem und wird in den néchsten § 3.4. und § 3.5. behandelt.
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§ 3.4. Auswertung der minor arcs

Das Verhalten der Exponentialsumme S(«) auf m beschreibt der folgende Satz von Vi-
nogradov, den wir mit Vaughans Identiit beweisen werden. Diese wurde spéter, nach
Vinogradov, von Vaughan entwickelt und vereinfacht die Abschiatzungen von Vinogradov
wesentlich.

Satz 3.5. (Vinogradov, Vaughan) Gilt ‘oz — %} < q%, wol<qg<mn, (a,q) =1, so ist

n
Sla) < <W + 05 4 n1/2q1/2> (logn)*.
Bemerkung. Fiir a € m liefert dieser Satz eine nichttriviale obere Abschétzung fiir
S(«). Um das einzusehen, brauchen wir zunéchst den (auch sonst fiir die Zahlentheorie
wichtigen)

Satz 3.6. (Approximationssatz von Dirichlet) Zu jedem o € R und X € Ry exi-
stiert g €N, a€Z, 1 <q¢< X, (a,q) =1, so dafs ‘a— %} < qLX qgilt.

Bewes. Zu losen ist }aq — a} < %
Man zerlege das Intervall [0, 1] in [X]+1 viele disjunkte Teilintervalle der Lénge ([X]+1) "
und betrachte die {aq} = ag — [ag] mit ¢ < X darin.

1

. Fall (Randfall) Es existiert ¢ mit A) {aq} € [0, ([X]+1)7'[ oder B) € [[X]/([X]+1),1]
~ dieses ¢ tut es mit A) a := [ag], da 0 < {aq} = aqg—a < 5 < %

[X]+1 X
bzw. mit B) a := [ag] + 1, da &ﬁl <{aq} =ag—a+1<1.

. Fall Existiert kein solches ¢, so liegen die {ag} fiir ¢ = 1,...,[X] in einem der [X] —

1 vielen Intervalle [[X]ﬁ, [XZJ}F—+11[ fir ¢ = 1,...,[X] — 1. Nach dem Dirichletschen

Schubfachprinzip gibt es also ein Intervall, in dem zwei der {ag} liegen, d.h. es
existiert 7 € {1,....,[X] — 1}, und ¢1,¢2 € {1,...[X]} mit 1 < ¢ < ¢ < [X]:
{aq1 }, {ag.} € [[X]ZH, [;;]’il [ Sei q :=qo — q1, a = [ag]| — [aq], dann ist

1 1
< —.
X]+1°- X

g — af = |ag: — [ag] — (aq — [aq])| = [{ag} — {aqi}] <

Ist der so erhaltene Bruch ¢ noch ungekiirzt, so kiirze man ihn zu Z—: mit (a,¢') =1 und

erhélt so )

’ 1 1
a__

gX — ¢X

S

<

Q\

O

Fiir ein o € m garantiert Satz 3.6. die Existenz eines Bruches : (a,q) =1, mit g < & und

}a— %} < qnl/Q = % also }a—g < q%. Da o € m, gilt fiir dieses ¢ dann ¢ > Q = (logn)?,

denn sonst wire ja a € M(a,q) C M 4.
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Nach dem Approximationssatz von Dirichlet kénnen wir auch die Punkte o der minor arcs
mit Briichen annéhern, deren Nenner haben dann aber eine gewisse Mindestgrofie @), da
sie ja nicht auf den major arcs liegen, die durch Briiche mit kleinen Nenner approximiert
werden kdnnen.

Da g also in dem Bereich € [Q, %} liegt, wird die Abschétzung in Satz 3.5. dann offenbar
eine nichttriviale obere Schranke fiir S(«) auf m liefern. [ Trivial wire die obere Schranke
S(a) < n.]

Wir entwickeln nun das zentrale Hilfsmittel zum Beweis von 3.5., die Vaughansche Iden-
titat:

Satz 3.7. (Vaughans Identitit) Fir eine zahlentheoretische Funktion f und U € R ist

Z A(m)f(m) = Sl + SQ -+ Sg -+ S4

m<n

S; = Z a;(m)f(m) firi=1,...,4, wobei

ay(m) i { Am), m<U } as(m) = — 32 AOu(),
’ U‘é’b
as(m) == Y p(0)logk, as(m):=— Y A()- > pu(d).
= &2 &

Beweis. Natiirlich ginge der Beweis auch vollig elementar; wir zeigen hier aber einen

analytischen Beweis, der einfacher und wesentlich eleganter ist:
Sei fiir Res > 1 : F(s) :== Y 2 Gs) .= 1 % Dies sind alles Beispiele fiir

ns )
m<U m<U

Partialsummen von Dirichletreihen; die Untersuchung analytischer Eigenschaften von Di-
richletreihen sind ja zentrales Thema der analytischen Zahlentheorie. So hat man etwa
fiir Re s > 1 die Dirichletreihen

)= 3 oy = 3 TSy = 3 A gy A1 < dog).

ms ms
m>1 m>1 n>1

Denn multipliziert man zwei Dirichletreihen miteinander, so werden ihre Koeffizienten
zahlentheoretisch gefaltet. Mit der Identitét

¢ _<
¢ ¢

von Dirichletreihen folgern wir aus dem Identitétssatz (der dhnlich wie fiir Potenzreihen
auch fiir Dirichletreihen gilt), dafl deren Koeffizienten links und rechts gleich sind, also ist

() = F(5) = C(9)F(5)G(s) = C(5)G(s) + (= () = F(5)) (1 = ) G(5))

A(m) = ay(m) + az(m) + az(m) + ag(m) (auch oft , Vaughansche Identitiat“ genannt)
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mit den angegebenen zahlentheoretischen Funktionen a;(m) als Faltung der entsprechen-
den Koeffizienten der Dirichletreihen der Identitét, die als Faktoren auftauchen. Multipli-
kation mit f(m) und Y iiber die Identitét fiir A(m) liefert die Behauptung. O

m<n
Damit kénnen wir Abschidtzungen von Summen der Form > f(m)A(m) vornehmen (an-
m<n
wenden werden wir dies auf die Exponentialsumme S(a) := 3
nahe an S(«) ist):

A(m)e(am), die sehr

m<n

Satz 3.8. Sei 1 < U < n'2. Dann gilt fir jede zahlentheoretische Funktion f die
Abschdtzung

Z f(m ) < (logn)T} + T,

U<m<n

[ﬁ\

Z ZA f(mk)|,

U<m<g U<k<-

Wobei b(k) eine zahlentheoretische Funktion ist mit }b(k)’ < d(k) (Yk), die nur von U
abhdngt.

Beweis. Die linke Seite ist = S5+ 53+ S5, in Vaughans Identitéit. Wir schétzen die Summen
S3, S4, S9 nach oben ab:

k
@ Mit logk = [ d—yy haben wir
1

m<n E=T <U k<2
_ j+1d_y
i Jf Y
Jj+1
Y
=Su0 [ Y e
<U JSE-1Y 0 g<k<y
N——
~ y<k
j+1 p
Y
POl B SERNIUD DL
j<n—1% e£<(;lf y<k<? Yy

—— —J+1
——

~ f ~ Zlgmin{U,]-%}
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< (logn) Zmﬁx’ Z f(kﬁ)’ < T{(logn).

<U w<k<y

@ Diese Summe 143t sich wie S3 abschitzen: Wir haben

at):=

Sp= 3 (= 20 AOuFk L)) = =3 (130 AOuG)) S Fke)

m<n kﬁj.':m — tSU? Z]":t ]CS%
£,j<U ’ £,j<U

Dies ist auch < (logn)T7, da

la(t)] < ZA(E) = logt < logn ist mit U? < n.
ot

Wegen Zu(d)=0fﬁr1<k§U [ 1 =¢] folgt

d|k
d<U

Si== > > AG) (X u@) rGk),

U<j<{ U<k§? dﬂlg
——
=: b(k) fiir k>U
also Sy < Ty mit |b(k)| < d(k). O

Wir kénnen damit nun den Satz 3.5 von Vinogradov/Vaughan beweisen:
Beweis. (von 3.5.) Sei a € R und dazu (a,q) =1, 1 < ¢ <n mit |a — %‘ < q%.
Dann wenden wir 3.8. an auf f(k) = e(ak): Es folgt fiir 1 < U < n'/2:

S(a) = Z A(m)e(am) < U + (logn)Ty + T»,

m<n

WO

= Z mgx’ e(ak:é)‘ < Z min <%, ||a’|—1)

(<U? w<k<

(Abschnitt einer geometrischen Summe, vgl. §1.3) und

TQZ) SOy A(j)b(k)e(ozjk)‘ist.

- n n
U<ji<t U<k§7

Auch T5 wollen wir so abschétzen wie T7, ndmlich mit einer geometrischen Summe. Dazu
vertauschen wir > mit ) und zerlegen die dufiere ) in Abschnitte K < k < 2K fiir
j k k
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§ . log(777)
K:2-UmltKS%ad‘h'U:L“"L1ogU22 .
Da v < logn folgt

Ty < (logn) max, T(K)
SR>y

mitT(K):’ Z Z A(y ayk)

K<k<2K U<j<3
Wir wenden darauf die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an und erhalten somit

rEEs (Y pwf) - Y | Y AG

k<2K K<k<2K U<j<%

< > d(k)?<K(log K)3 @
k<2K

< K(logK)? Z Z A(j1)A (Oék(]l - 22))

K<k<2K U<j1,j2<™

Hier separieren wir die Terme mit j, = ji, deren Beitrag < K(log K)*- K - % - (logn)* <
Kn(logn)® bringt, von denen mit j, # 7j;, es folgt:

T(K)* < Kn(logn)® + K(logn)®- Y min (K, [la(ji — 52)[ ),

= .
U<je<in<g

da die ) e(ak( g1 — jg)) wiederum eine geometrische Summe war.
k

Setzen wir £ := ji — jo, s0 ist 1 < ¢ < 2, und zu einem /£ gibt es < 7 viele Paare (my, my)
mit £ = my — myq, also folgt

T(K)* < Kn(logn)® + n(logn)® Z min (%, HafH’l).

<
Die verbleibenden Summen kénnen wir nun mit folgendem Lemma behandeln. O

Lemma 3.9. Sei ’a } <z L (a,q) =1, ¢ L >1, n> 1. Dann:
Zmln < l|lacl|| ™ 1) < (g + L+ q) log(2Lq).

Damit ist dann

+

T(K) < (Kn)"*(logn)** + ( 73 K1/2 + (nq)l/Q) (logn)? fiir ¢ < n,

also T, <« (]og n)4 . <ﬁ + + (nq)1/2)

n
[1/2
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und Ty < (logn) - (1—/2 +U?+(n )1/2).

= U? = n*°, und wir haben

Setzt man nun U := n?®, so ist 17

S(a) < U+ (logn) Ty + T < (logn)* - <— + 05 4 (nq)m).

1/2
Wegen
S(a) — S(a) = Z log p e(ap) < Z Z logp < Z logn < n*?logn
pkgn p<n1/2 k< llog,n p§n1/2
k>2 og p
folgt diese Abschétzung dann auch fiir S(«). U Beweisende von Lemma 3.5.

Bleibt noch, den Beweis des Lemmas 3.9. zu bringen:

Beweis. (von 3.9.) Sei §:=a — e, also 18] < q%, a=2+p0.
Schreibe ¢ = hq+ r mit 1 < r < ¢ (Div. mit Rest), dann ist die linke Seite

:Z;min <%a||04£||_1) Z Z mm<hq+7‘ H +hqﬁ+TﬁH1)

0<h<i L 1<r<q

1. Fall r < { (also [rf3]| < ) und h = 0.
Der Beitrag dieser Summanden ist

<5 (-4 565

r<q/2 q

wobei s(r) < ¢q/2 ist, sowie s(r) >1das(r)=0<q|rim4%zum 1. Fall.

Da nun
PO, 2l
q 2 q 2
gilt, folgt fiir den Beitrag der Summanden im 1. Fall
-1 1 1
2 _ - =9 — <2 - 1
<<Z< ) ¢ Y, 7<) - <dqlogg,

1<s<q/2 1<s<q/2 s<q/2
dieser ist also klein genug.
-

Begriindung zur Gleichung (*):
C ist klar, und die Anzahl der Elemente links und rechts ist gleich, ndmlich = |¢/2],

da gilt:
ar ar
s(r1) = s(r2) & !|71|| = Hf” & ary = £ary(q)
Sry=2r(q)da(a,q) =1<r=rdal <r;,rn<q/2 3
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2. Fall Fiir die anderen Summanden ist hg + 7 > (h + 1)q, da dies fiir r > ¢/2 stimmt und
fir r < q/2und h > 11ist hg+r > hqg > @ < hq > q. Deren Beitrag ist also

< Z me( i+ 1)g

0<h<

"y has || ).

Behauptung: Fiir ein Intervall I C [0,1] der Lénge % gibt es bei festem h zu

t(r) =

% + hqgl + Tﬁ” € I (d.h. mod 1) hochstens vier Losungen in 1 <r <g.

r

Sei I = [v,v+ 1/q], so muB
ra
" +hgB €[y —1/q,7+2/q]

liegen, damit ¢(r) € I. Denn die " durchlaufen alle Briiche 0/¢,1/q, ..., %, die
Zahl hqp ist fest, und es ist |r3| < 1/q. Der Abstand dieser Punkte ot hq(3

voneinander ist > 1/q fiir verschiedene r, also liegen hochstens 4 dieser Punkte in
[y —1/q,7 + 2/q|, also hochstens 4 der t(r) in 1.

v—1/q

2
2
+
—_
~
S
2
+
DO
\
L=

Wahle nun I, = [3, ST] mit 0 <s<q—1.Fiiréd € I,, s> 1, ist also + 5 < I, somit
ist deren Beitrag

<<+Z—+Zzzq

1<h<L/q 0<h<L/q s=1 t(r)rel

<<—Z + > Zq<< logL+£ qloggq,

h<L/q 0<h<L/q s=1

ebenfalls klein genug.
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§ 3.5. Beweisschlufl des Satzes von Vinogradov

(Losung des ternéaren Goldbach—Problems fiir n > ng, 2 1 n)

Zundchst mufi aus Satz 3.5. der Abschidtzung von S(a) eine Abschétzung fur
[ S*(a)e(—na)da gewonnen werden.

Wir haben fir « € m ja (a,q) =1, Q < ¢ < G Q= (logn)? mit ‘oz — %} < q%, wie wir
nach Satz 3.6. gesehen haben.
Anwendung von Satz 3.5. liefert fiir o € m also

n 1
S(a) < (g + 77+ (n)? ) (log )’

also
n

(logn)B/2—4"

n 4/5) 4
max 1S(a)| < <Q1/2 +n? ) (logn)* <

Fiir das [ erhalten wir damit:
m

acm

‘/S%a)e(—noz)da} < max |S(a)| ~/0 1S(a)|*dax

< -n(logn)?

(logn)B/2—4

TL2 2

n ..

wobei wir
1 1
/ |S()Pda = Z log p1 logpg/ e(a(pr — p2))da < n(logn)?
0 < 0
p1,p2<n < -~
L pi=p
0, sonst.

abgeschétzt haben. Wir fassen dies zusammen mit Satz 3.3. iiber die major arcs zu

R(n) :/53(a)e(—na)da+/Sg(a)e(—noz)doz

2

— S(n) - ”; +0(LA).

(logn)
Aus dieser asymptotischen Formel fiir R(n) = > logpilogpslog ps ist nun die fiir
p1+p2+p3=n
r(n)=  >. 1 herzuleiten.
p2+p2+p3=n
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e Esist R(n) <r(n)(logn)?.
~ also r(n) > 0 falls R(n) > 0, d.h. damit ist das terndre Goldbachproblem fiir
grofle ungerade n, wenn also S(n) > 1 gilt, bereits gelost.

; 1 —
e Seinun 0 <6 < 5 und rs(n) = > 1
P1+p2+p3=n
pignl_(s fiir ein ¢

Dann ist

nm<s Y 1< Y (X )< ¥ (X

p1+p2tp3=n p1<nl=9  p2+p3=n—pi p1<nl—% pa2<n
pp<nl—9
2—6
1-6 n
<m(n )m(n) <K 5
(logn)

Damit erhalten wir

R(n)> > logpilogpslogps > (1—0)°(logn)® > 1

P1+p2t+p3=n p1+p2+p3=n
p1,po,p3>nl—? p1,p2,p3>nl—d
> (1 —6)*(logn)®(r(n) —rs(n))
2—§

> (1 - 6)(log n)3<r(n) - W)'

Somit ist

1 —6

(logn)’r(n) < (1—7(5)3]%(”) + (log n)n?

FurO<(5<—1stcg<1—(5<1und0<(1 7 1= (1(5)) < 8(1—(1—6)3%) < 246.

Wegen der asymptotischen Formel fiir R(n) ist insbesondere R(n) < n? und somit

0 < (logn)*r(n) — R(n) < (ﬁ ~1)R(n) + (logn)n”"?

1ogn)‘

< 6 R(n) + (logn)n®° <« §n*+ (logn)n®*° = n? (5 + 5

Diese Ungleichung gilt fiir alle § € ( ) die implizierte Konstante ist unabhéngig von J.
Sei nun ¢ := 2198181 Danp st § 4 log" — 2loaloan | bg" < loslogn 1 somit

logn logn logn
loglogn
0<( 3 - R 2. .

< (logn)’r(n) (n) <n Tog

Fiir A > 1 folgt mit der asymptotischen Formel fiir R(n)
also

log logn n? n n?loglogn
3 — 2, = C— _
(logn)’r(n) —R(n)+O<n Tog 1 ) S(n) 5 +O< A) +O< og 1 )
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also

r(n) =8(n) - m@ + O(loig)in))

Damit ist der Satz von Vinogradov iiber das ternédre Goldbach-Problem bewiesen. In
néchsten § 3.6. machen wir noch einige Bemerkungen zum binédren Goldbach—Problem.

§ 3.6. Bemerkung zum binidren (Goldbach—Problem

Wie beim ternéren Problem (dort wurde [ S*(a)e(—na)da ausgewertet)
m
kann auch

/52 —na)da = Sz)(n) - n+O<(10gnn)A)

gezeigt werden, wobei die singulére Reihe hier

St (n) = i ZZEZ; cal=nm) =] (1 * %1) 1;[ <1 N ﬁ>

q=1 pln

ist; und sie ist # 0 fiir gerades n.
Die Schwierigkeit besteht hier in der Auswertung der minor arcs. Wiirde man wie oben
abschétzen, so schafft man nur

n3/2

)/52 —na)da| < max|S(a)| /|S(a)\d04 < Qg

n
S lognyeFT )

1/2
<([Is(@)2da) " <n/2(10g )
0

gebraucht wird aber eine Abschétzung, die besser als < n ist.
Hierfiir ist kein Weg in Sicht, auch nicht unter Annahme der GRH. Allerdings schafft man
folgende Abschéatzung: Es ist

2
Z’/SQ —ma)da| < n

(logn)*

3

r

Es gilt die Besselsche Ungleichung > [(v,e,)|*> < (v,v) (=: ||v]|?) fiir eine Teilfolge
m<n
(em) eines Orthonormalsystems in einem Prahilbertraum, v ein beliebiger Vektor daraus.
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Hier auf die linke Seite angewandt zeigt diese, daf3 diese nach oben abschétzbar ist durch

1
2 3
S/}S }doz < rggg\s -/‘S(a)‘ doz<<7(10gn)AJr2 -n(logn)” = Tog )

Weiter folgt aus der obigen asymptotischen Formel fiir [, daB

m
2( 2 n’ .
Z‘/S mOédOé—S(g( )m <<W gllt.
Somit erhalten wir insgesamt
2( 2 n’
Z’/S —ma)do — Sy (m) - < Tog )"

Korollar 1. Sei E(n) := {m < n; 2 | m & m # p; + p2} die Menge der Goldbach—-
Ausnahmen bis n. Dann ist deren Anzahl

n
— bzw. — oo 0.
#E(n) < (og ) 2w < (log ) 0

LFast alle“ geraden m < n erfillen also die bindre Goldbach—Vermutung.
1
Beweis. Fiir jedes m € £(n) gilt /SQ(a)e(—ma)da =0, also

0

2 2
n®-#E M) < ngﬂ;n /0 S*(a)e(—ma)da — Sy (m)m| < Tlogn) &+
me€(n) >>m2 (n/2)
wobei £'(n) = {Z <m <n;m € &E(n)} ist, d.h. #&'(n) < Tognja+t- Dann ist

k n
il .
) < Y #E (k) < (logn) - S AT < Toga)d

k<n (n>ng

k=27

Wir hatten bereits in § 3.1. erwihnt, dal neuerdings sogar # £(n) < n? mit 9 < % gezeigt
werden kann. O
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§ 4 Das Waringsche Problem
und der Satz von Waring—Hilbert

§ 4.1. Das Waringsche Problem

Edward Waring behauptete 1770 ohne Angabe eines Beweises, daf§ jede natiirliche Zahl
die Summe von 4 Quadraten, 9 Kuben, 19 4-ten Potenzen usw. sei.

Waringsches Problem: Vi >23g(k) e NVn e N:
dny,...,ng € N: n:n]f+-~-+n§, 1<t <g(k),

d.h. n 148t sich als Summe von hochstens g(k) vielen k—ten Potenzen natiirlicher Zahlen
schreiben.

Anders ausgedriickt:
Fiir jedes &k > 2 ist die Menge der natiirlichen k—ten Potenzen eine Basis endlicher
Ordnung. Gesucht ist auch die Grofle dieser Ordnung, also das kleinste g(k), das
Warings Behauptung erfiillt. Fiir £ = 2 liefert der Satz von Lagrange bzw. Euler den
exakten Wert g(2) = 4.

Das allgemeine Problem in dem Sinne, daf g(k) < oo gilt, wurde erst 1909 von David
Hilbert gezeigt. 1919 fanden Hardy und Littlewood eine Losung des Problems mit ihrer
Kreismethode, die von ihnen insbesondere fiir das Waringproblem entwickelt wurde. Die
hier ab § 4.2. vorgestellte Losung geht auf Yuri Linnik zuriick und benutzt Ergebnisse
von Lew Schnirelman.

Doch bereits die genaue Bestimmung von ¢(3) ist ein schwieriges Problem, also die Losung
des Waringschen Problems fiir Kuben.

Wieferich und Kempner zeigten um 1910, dafl ¢(3) = 9.

Dies ist optimal, weil sich 23 und 239 nicht als Summe von hochstens 8 Kuben schreiben
lassen.

Spéter zeigte Landau um 1926, dafl nur endlich viele natiirliche Zahlen 9 Kuben benétigen,
d.h. jede hinreichend grofle natiirliche Zahl ist Summe von < 8 Kuben.

Sei G(3) die kleinste Zahl, so daB sich jedes hinreichend grofies n als Summe von < G(3)
vielen Kuben schreiben 148t, also

IngVn>mng: Ing,...,ny €N: n=n}+...+n) mit 1<0<G(3).
e Landau zeigte also G(3) < 8.

e Dickson zeigte 1939, dal 23 und 239 die einzigen natiirlichen Zahlen sind, die nicht
als Summe von < 8 Kuben geschrieben werden kénnen.

e Linnik zeigte, daBl G(3) < 7 (schwer!), es gilt: 4 < G(3) < 7. Der exakte Wert von
G(3) ist bis heute unbekannt. Die Behauptung ¢(4) = 19 wurde erst 1992 bewiesen.
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Uber natiirliche Zahlen, die Summe von 2 Kuben sind, ist folgendes bekannt:
1. es gibt natiirliche Zahlen mit beliebig vielen Darstellungen als Summe von 2 Kuben,

2. fiir fast alle natiirlichen Zahlen, die Summe 2er Kuben sind, ist diese Darstellung
eindeutig.

Dazu die folgende Anekdote {iber Hardy und Ramanujan: Hardy besuchte den schwer-
kranken Ramanujan im Krankenhaus und berichtete beildufig, dal er zur Hinfahrt das
Taxi mit der Nummer 1729 = 7 - 13 - 19 benutzt hatte, eine véllig langweilige Zahl. Dar-
aufhin entgegnete ihm Ramanujan, dafl 1729 sehr wohl eine interessante Zahl sei, ndmlich
die kleinste Zahl, die auf 2 Arten als Summe zweier Kuben dargestellt werden kann:

1729 = 123 + 13 = 103 + 95,

Man nennt die kleinste Zahl, die auf £ Arten als Summe von 2 Kuben geschrieben werden
kann, daher die k-te Taxizahl.

§ 4.2. Der Satz von Schnirelman

Zur Vorbereitung des Satzes von Hilbert-Waring, nédmlich

Satz 4.1. Fir alle k > 2 ist g(k) < oo,

benotigen wir Ergebnisse von Schnirelman, die wir in diesem § entwickeln.
Definition 4.2. (Basis, Ordnung): Seien A, B C Ny.

1) A+ B:={ceNy; Jac AIbe B:c=a+ b} heiit die Summe der Mengen A
und B.

2.) nA:={ceNy Jay,...,.ap, c A:c=a1+ - +a,} =A+ A+---+ A
n;,nal

3.) A heifit Basis (von N), wenn es ein n € N gibt mit n.A O N (also ,= “, d.h. A ist
Basis beziiglich n). Das kleinste solche n heifit Ordnung der Basis.

4.) A(n) :=#{1 <a <n; a € A} Zahlfunktion von A

5.) o(A) = iélf @ Schnirelman—Dichte von A. | Bem. inf, nicht lim inf!]
neli1

6.) A hat positive Dichte, wenn o(A) > 0 ist.
Folgerung 4.3. 1.) 0<o(A) <1
2.) A hat positive Dichte < Ja > 0Vn € N: A(n) > an.

3.)1¢ A= o(A)

=0 [ daA(1)=0]
ng A= o(A) < =L

[ da A(n) <n—1]

1
n
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Hilfssatz 4.4. SeimA,BC Ny, 1€ A, 0¢€ B.
Dann: o(A+ B) > o(A) +o(B) —o(A)o(B).

Beweis. Sei n € N und seien 1 = a; < asa...a, <n die Elemente von AN{l,...,n} ~
r = A(n).
Fir1 <j <rsei

L &j+1—aj—1, 1§j§7“—1
g] n —ar, j:/’n

= In jedem IV [a;, a; +1) bzw. [a,,n] sind > B(g;)+ 1 viel Elemente von A+ B, ndmlich
a; = a; + 0, und die a; + b, mit 1 < b, < g;.

= (A+B)(n) > T+ZB(gj) < A(n) —l—U(B)jZlgj

(Zahlfunktion von A+B) i=1

> no(A)(1 — o(B)) + no(B).

= @ > o(A) + o(B) — o(A) o(B)
O
Bem.: Mit grofierem Aufwand kann dies verschirft werden zu:
0€ANB = o(A+B)>min {1, o(4A) +o(B)}. (Satz von Mann)
Hilfssatz 4.5. 0,1 € A= o(nA) > 1 — (1 —0o(A))".
Beweis. VInach n:n=1:v,n~n+1: Sei 0 :=(A). Dann:
o((n+1)A)>0+0nA)—o-onA) >+ (1-0)(1-(1-0)")
=o+1-(1-0)"—0c+o(l-0)"=1—(1—0)"""
O

Damit kann nun gezeigt werden:

Satz 4.6. (Satz von Schnirelman) Sei A C Ny, 0 € A, 0(A) > 0.
Dann ist A Basis, d.h. In:nA=Ny.
Eine Menge natirlicher Zahlen positiver (Schnirelman—)Dichte ist eine Basis.
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Beweis. Da o :=0(A)>0ist 1 € A

45 .~ 3k eN: o(kA) > 3. (*)

Wir zeigen 2kA =Ny : Ann. 3Im e N, m >1: m &€ 2kA=kA+ kA
Da 0 € kA folgt m ¢ EA.

Dann

m (<i) m - (o(kA) + o(kA)) < (kA)(m) + (kA)(m)
= (kA)(m — 1) + (kA)(m — 1),
da m & A. Seien

1<b <---<b. <m—1die Elemente von kAN{1,...,m — 1}
wr:(ka)(m—l), m < 2r.

Wir haben by,...,b,, m —by,...,m —0b. € {1,...,m — 1}, und wegen 2r > m > m — 1
sind mindestens zwei der Zahlen gleich (Schubfachprinzip), also existiert 1 < j, ¢ < r mit
b; = m — by, also ist m = b; + b, € 2kA, 4. O

Das Waringsche Problem — ob fiir k& > 2 die Menge P, = {0,1%,2% 3% ...} der k—ten
Potenzen eine Basis ist — 148t sich mit dem Schnirelmanschen Satz nicht auf Anhieb
16sen, da Pp(m) < m'/* also o(Py) = 0 ist.

Unsere Beweisstrategie ist die folgende: Wir zeigen:

@ 3L = L(k) : o(LPx) > 0 (die Hauptschwierigkeit!)

damit und dem Satz 4.6. von Schnirelman folgt die Behauptung.
Im néchsten § zeigen wir einen Hilfssatz von Linnik, der zum Beweis von & dient.

§ 4.3. Die Linniksche Ungleichung

Wir brauchen zunéchst eine obere Abschéitzung der Anzahl Losungen von z1y; + Z2y2 = a
in ganzen Zahlen |z;| < A, |y;| < B:

Hilfssatz 4.7. Firac Z, A,B > 1 sei

Q(a) = Q(CHA, B) = #{($1,$27y17y2) S Z4;§1yl + Tay2 = a, |$g| < A, |yg| < B}'

®
Dann ist
2TA2B32 4 9A? 4 9B2%, falls a =0,
Q(a) < 60AB§: 2, falls a # 0.
Bewess.
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1. Fall: a = 0 : Sei zunéchst z; = x5 = 0, dann ist die Anzahl der moéglichen Paare 1, 49
dann (2B +1)? =4B*+ 4B +1 < 9B

Die Anzahl der Quadrupel mit y; = 3, = 0 ist analog < 9A2.

Zu einem Tripel (z1,x2,y;1) mit x; # 0 oder xo # 0 existiert nun hochstens ein ys
mit ®, und auch zu (x1, y1, y2) mit y; # 0 oder yo # 0 existiert héchstens ein z5 mit
®, die Anzahl solcher Losungsquadrupel ist somit

<min{(24+41)*(2B + 1), (2A+1)(2B+1)*}
< 27min{A’B, AB*}

< 27(A’B - AB*)Y/?

= 27A*? B3

2. Fall: a #0,(EA< B
[ durch Vertauschen der Rollen von A und B ist der Fall B < A analog].

Sei Ql( ) Ql(& A B #{ x1>372a3/1a3/2) € Z ® (1’1,372) = 17

|za] <|z1| < A, |y,| < B} [ hier ist 1 =0 ausgeschlossen]

und fiir (z1,22) = 1, |za| < |21] < A sei Qa(a, 1, 22) := #{(y1,12), ®, |y;| < B}.
[ fiir (1, 22) = 1 ist ® 16sbar wegen ggT-Darstellung (Euklidscher Algorithmus).]

Ist (y10,y20) ein Losungspaar zu (z1,x9) = 1, so werden alle Losungen durch y; = y19 +
bxa, Yo = Y20 — by (b € Z) beschrieben.

— 2B
Die Beschriankung |y], |ye| < B ergibt |b| = ‘yQT |y | S d.h. fiir b (und damit y;, ys)
Y1 Z1
stehen
2B 5B
2. + 1 < T
1] Y 1]
da |;1‘|I§1‘ASB

viele Werte zur Verfiigung.
Somit ist

Q1(a) = Z Z Qs(a, z1,72) < Z Z _‘

z1,1<|z1|<A IQx‘IQ‘S‘II‘ 1<|z1|<A  |z2|<|z1]
(z2,x1)=

9 1
—58 Y An+1 _a04p

1<]z1|<A _lml
<3

LaBt man die Bedingung |z3| < |x1] in der Definition von @ (a) weg, verdoppelt sich die
Anzahl hochstens, d. h.

= # {(z1, 22,51, 12) € Z* (z1,22) = 1,9, |z;] < A, |y;| < B} <60AB.
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Somit ist die Abschidtzung der Behauptung fir die Quadrupel mit (z1,z5) = 1 gezeigt.
Falls (z1,z9) =: d, ist ® dquivalent zu

a A
Y1+ Ty = a7 wo (27, 25) = 1, |2} < =, |y;| < B,

A
deren Losungsanzahl ist also < 60 - 7 B nach obigen [

a) = ZQ1<%;§,B> < 60ABZ$.
dla dla

<AL B] Also ist

f

Hilfssatz 4.8. (Linniksche Ungleichung)
Seit A>1, k>2, Cy > 1, und

Alr) = ap 2" + ap_ 12" + -+ arw + ag € Z7]
ein Polynom mit
0 < |ag| < Cy, |ap_1] < CLA, ... |ay| < CLA* Y |ag| < CLA".
Sei I ein Teilintervall von [0, A], und

8]{:71

do.

zelINZ

Te = Te(C1, A, f, 1) :/’ e(af(x))

dann ist T, = O(A%" k).
Die O-Konstante hingt von Cy und k ab (im Prinzip effektiv berechenbar).

Bem.

1. Der Beweis wird induktiv nach k gefiihrt, die Bedingung an f ist dabei giinstig.
Anwenden werden wir Linniks Ungleichung nur fiir f(z) = 2%, I =0, A].

2. Die triviale Abschiitzung ist J;, = O(A% "), d.h. k A-Potenzen werden gewonnen.

Beweis.
1. Induktionsanfang k& = 2 (d.h. deg f = 2).
Es ist

To= Y- [ elatfo) + faa) — F) = £lue) = Flas) = Flan) + Flom) + S (3)da

< #{(@r . mayny), 0< 35,y <A, f(r) — fl) + [(z2) — f(y2)
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= flas) — fys) + f(xa) — f(ya) }-

Sei 7, 1= 1; — y;, ¥ = as(x; +y;) + a1 [a1,az Koeflizienten von f|
Dann:

flxs) = fly;) = @2(37? - yf) +ar(z; —y;) = x;y;

Da 0 <xj,y; < A, |a1] < C1A, fag| < C) folgt |2 < A, |y < 3C1A.

Jedem Paar (27,y}) mit |2 < A, |yj| < 3C1A entspricht (da ag # 0) hochstens 1 Paar
(xj,y;) mit 0 < z;,y; < A.

Also folgt

To <#{ (@) xlyy vy o] <A, |y < 3CLA, 2y + ahyy = ahyh + 2y, )
Mit Hilfssatz 4.7. folgt

BH< Y QQ(a,A,BClA):O<A6+ 3 A4<Zé>2).

la|<6C1 A? 0<|a|<6C; A2 dla

Mit B := 6C; A? ist die Y iiber a nun

1 1 1 dy, d
@Y Yoy ar Y g ¥orsm 3 G

m<B di|m da2|m d1,d2<B m<B d1,da<B
m=0 ([dl,dg})
S[dfdﬂ
1
<98 . _0(B) =04,
— Z (d1d2)3/2 ( ) ( )
dy1,d2<B

wobei (dy,ds) < min{dy, ds} < +/dids benutzt wurde. Also folgt:
Jo = O(A%) = O(A¥ ' 2),

Die O-Konstante hiangt allein von C ab.

2. Induktionsschritt £ > 2:

Ind.Vor.: Die Ungleichung sei fiir £ — 1 und alle zuldssigen Polynome ¢ vom Grad k — 1
bewiesen, d.h. die Vor. sei mit einem Cy = Co(C1, k) erfiillt.

2.1. Sei f ein zulédssiges Polynom, deg f =k

Fiir 0 < a <1 gilt dann

|3 ca@)f = 3 elalit) - @)

z€INZ z,yelNZ

< gl o+ ) ) el - f@)).
Terme mit y=z 0<[b|<A z€INZ

z+beINZ

———

<zel(b)
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Fiir 0 < |b] < A sei

o(z) = g(x,b) = %(f(ﬂb)—f(x)) :ak.%((ﬁb)k_xk) it

k k
= ay, - ((1)xk1+ (2)xk26+--~+bkl) +ta

= g1 2"+ Ap_o(b)2" 2 + ...+ ao(b), wobei d;_; = kay nicht von b abhiingt.

+—((z+b) —x)

@I»—n

Es gilt mit 0 < |b| < A dann
ap1 = kap #0, |ap_1| < Co, |ar_o| < CoA, ..., |ag] < CuAF

die Konstante Cy = Cy(C1, k) ist mit diesen Ungleichungen festgelegt!
(Beachte, daf§ die |a;| < C1 A7)

Die f(x,b) sind also zulédssige Polynome, auf die die Induktionsannahme anwendbar ist.
Fiir 0 = |b] < A setzen wir nun

S(b,a) == Z e(abg(z,b)),
z€I(b)

und es ist

2'8k)72 k*?

‘ Z e(af(z)) §28k_2max{ A+1) gt ‘ Z S(b, ‘ } (®)

z€INZ 0<|b|<A

2.2. Die Holdersche Ungleichung
c A ¢/
(es) = (o) (XH)
. 1 1 c
[die a, 8, >0, ¢, >0, —+~ =1,dh. —=c—1>0]
c c c

mit ¢ := 82 liefert
8](:72

ST o1Ska)|  <@ATTTE Y Skt

0<|b|<A 0<|b|<A

8k—2

und es folgt

’Ze(af(x)) :O(k)<maX{A8k_2,A8k_2*1 Z }S(b,a)}gkﬂ}).

zel 0<|b|<A

2.81672

2.3. Fiir 0 < |b| < A sei

8]{:72

1S5(b,a)| :‘ Z e(abg(z))




=3 T(y,b)e(aby),

Y

wobei T'(y, b) # 0 nur fiir

< gh2 b)| = 04!
ly] <8 a{g%}g(:r, )| = O(A* 1)

moglich ist.

= |T(y,b)| = 0/1 (;T(y’, b)e(aby’))e(—abwda\
_ jxg%])e(\j%g(x, b))}sk_Qe(—g%y)da}
|2 O/b )g(:b)e(gg(x,b)) "oy
_ / L;@e@gu, )| e(—ay)ial
go/l Z)e(ag(x, )" da.

zel(b

1
Auf dieses / wenden wir die Induktion vor. an, es folgt T(y,b) = O(A%*~¢=D),

0
2.4. Somit:
1

T =0 / S () DR (2 a)}Sk_2)4)da>

0 0<|b|<A
1
= O(A*7) po(ars / < > T(y,b)e(aby))4da).
0 0<|b|<A

1
Das / ()* ist nun
0
OER Z Z T(yla bl) te T(y4, b4)

0<Iby s lbg|SA |y | <Cg AR—1
y1b1 4 +ygbg =0

Mit y3 ~» —z3, y4 ~ —z4 und der Abschitzung fiir die T'(y, b) ist dies

— O<A4'8k_2’4(k*1)# {(br - 4y Y1, 2, 21, 22); 0 < [b;| < A,
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lyil, 12i] < CsAPY, biys + bays = byzs + 5424})-

Wie bei k = 2 143t sich die 8-Tupel-Anzahl mit HS 4.7 abschétzen zu

< QQ(CL?A’C:%A'H)=O<A3-A3(’f*1>+ > AQ.AZ(k1)<Z§>2)

|a|<2C5 Ak 0<|a|<2C3 Ak dla
= O(A%)
Zusammenfassung:
jk — O(A4-8k_2) + O(A4-8k_2f4+4-8k_274k+4+3k) — O(A4-8k_2) + O(ASk_lfk) — O(ASk_lfk)‘

O

§ 4.4. Der Satz von Waring—Hilbert

Jetzt sind wir in der Lage, zu zeigen:

Satz 4.9. (Satz von Waring-Hilbert): Zu jedem k > 2 existiert ein g(k) € N, so daf jedes
n € N in der Form n = nt + .. .x’;(k) (die xj € No) darstellbar ist. [& ,g(k) < 00|

Bewes.
1. Sei
1
L::§'8k*1, R(n) :=#{(x1,..., ) eNg 2} + -+ 2] =n},

Fir N > 2L gilt:

Y Rm)= Y #{(z....,2r) e NJ;2f =a} =L

n<N 0<a<N fiir Extraterm a=0
N1
> (#Ho<e < (7)"H" -1

L/k N>L
2<N) _ 1S o Nk

L
Da R(n) > 1 gilt diese Abschétzung fiir alle N > 1 mit einem Cy € (0, Cs].
[ Fiir N € [1,2L]ist Y. R(n) > 1> NL/*2L)~L/* also Cy = min {C5, (2L)~2/*} tut’s |

n<N

2. Fiir alle N > 1 gilt
Z RQ(n) S C6N2L/kfl'

n<N

[A:= |NVk| fir N > C7ist M := LA* > N, da L > 4. Somit:

ZR2 Z (#{xl,..., ; 0<x; <A, o+ -+x]}i:a})2

n<N 0<aM
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1
Das / ist nach HS 4.8. = O(Agk*l*k) = O(N2L/k=1,
0

Fiir alle N > 1 gilt dies, wenn man die O—Konstante ev. vergrofert.

3. Die CS-Ungleichung ergibt

2 . .
<n§ZN1 : R(n)) < < Z )(Z R*(n ), mit Schritt 1. & 2. folgt also

R(n)>0
Z 1> CSNZL/k72L/k+1 = Cy- N.
n<N
R(n)>0

Somit hat die Menge
A= {n;R(n) >0} = {n; n ist Summe von L vielen k—ten Potenzen}

A(N) _ #{n < N;R(n) > 0}

positive Dichte, da VN > 1: > (s > 0.

N
Nach dem Satz 4.6 von Schnirelman folgt, dafl die Menge .4 U {0} eine Basis ist (etwa
von Ordnung §(k)), d.h. jedes n € N 148t sich als Summe von g(k) vielen Elementen von

A schreiben, die selbst wiederum Summe von < L vielen k—ten Potenzen ist. Dies zeigt

Satz 4.9 mit einem g(k) < Lg(k).

1. Bem.: Der Linniksche Beweis mit der Linnikschen Ungleichung, die die obere Schranke

fiir Y o R2(n) liefert, reicht gerade haarscharf aus, um positive Schnirelman-Dichte fiir
A zu zeigen. Eine schwéchere Ungleichung reicht nicht.

2. Bem.: Der Beweis wiirde zwar eine obere Abschétzung fiir g(k) liefern; diese wire

allerdings astronomisch hoch und nicht lohnend. Genaueres liefert die Linnik-Methode

nicht. Besseres liefert hingegen die Hardy—Littlewoodsche Kreismethode fiir
G(k) =min{¢; INgVn > Ny 3z1,..., 2 € Ng:n=af + -+ 2},

nimlich G(k) <logk - (k+o(1)), (k — o).
3. Bem.: Stets gilt G(k) < g(k). In einer Ubung wird G (k) > k + 1 gezeigt.
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§ 5 Selbergsche Siebtheorie
und additive Primzahltheorie

§ 5.1. Das Selbergsche Sieb und zwei Anwendungen

In diesen §en geben wir einen Einblick in die Siebtheorie. Die moderne Siebtheorie ist
mittlerweile ein méchtiges Hilfsmittel in der Mathematik, nicht nur in der Zahlentheorie,
woher sie urspriinglich kommt. Das einfachste und &lteste Sieb — das Sieb des Eratosthe-
nes — dient dem Aufspiiren aller Primzahlen < n mittels einem einfachen ,Siebprozef3“:
Ist eine Tabelle mit allen Primzahlen p < y/x bekannt, so sind aus einer Tabelle mit
allen ganzen Zahlen € (y/z, x| diejenigen zu streichen (zu ,sieben“), die Vielfache einer
Primzahl p < /x sind; die iibrigen Zahlen im Intervall (y/z, x|, die also nicht ,,durch das
Sieb gefallen sind“, sind dann genau die Primzahlen € (y/z,z]. Dieses Sieb beruht auf
der einfachen Beobachtung, daf eine zusammengesetzte Zahl n einen Primteiler < \/n
hat und ist fiir nicht zu grofle x sehr gut praktisch anwendbar, um Primzahltabellen zu
erstellen oder einen Primzahltest durchzufiihren.

Diese Idee eines Siebs wollen wir nun folgendermaflen formalisieren: Sei eine endliche
Menge A C N gegeben, und P eine (beliebige) Menge von Primzahlen, d.h. P C P.

Fiir reelles z > 2 sei P(z) := [] p.

p<z
pEP

Dazu sei die Siebfunktion S(A, P, z) gegeben durch
S(AP,z) =#{ac AVpeP,p<z:pta} =#{ac A (a, P(2)) =1}

Die Menge {a € A;Vp € P,p < z : p+ a} heift auch die gesiebte Menge, deren
Komplement in A die ungesiebte Menge. Im Beispiel des Eratosthenes—Siebs erhélt man
hier mit z = /z, A = ZN(y/x, x], als gesiebte Menge gerade die der Primzahlen € (\/z, x].
Als anderes Beispiel konnen wir damit die Primzahlzwillinge (p mit p 4+ 2 prim) sieben:
Setze A := {n(n +2);\/z < n < z}, z := /z und sei P die Menge aller Primzahlen.
Die gesiebte Menge besteht dann mindestens aus den Zahlen p(p + 2), fiir die p und p + 2
prim ist, und daher ist () < /& + S(A, P,\/x), wenn my(z) := # {p;p,p + 2 prim}
die Primzahlzwillingszahlfunktion bezeichnet. An diesen Beispielen sieht man, dafl man
an der Auswertung der Siebfunktion interessiert ist. Siebsétze liefern nun Abschétzungen
fiir diese, typischerweise obere Abschiatzungen. Das trifft auch fiir das Selbergsche Sieb
zu, das wir jetzt behandeln.

Sei zunéchst — etwas allgemeiner — A eine endliche Folge ganzer Zahlen mit |A| vielen
Folgengliedern, die wir streichen méchten. Wir gehen nun davon aus, dal wir die Anzahl
|Ay4| der durch d teilbaren Folgengliedern von A fiir jedes quadratfreie d € N relativ gut
kennen, némlich in der Form |A,4| = ¢(d) - |A| + r(d) mit einer multiplikativen Funktion
g der Eigenschaft, dal 0 < g(p) < 1 fiir alle p € P gilt, und einem — hoffentlich kleinem
— ,Restterm*® r(d).

Das Selbergsche Sieb gibt nun eine obere Abschéitzung fiir S(A, P, z) in Abhéngigkeit von
g und 7:
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Satz 5.1. (Selberg-Sieb) Sei A eine endliche Folge ganzer Zahlen mit |A| vielen Folgen-
gliedern, P eine Menge von Primzahlen, und fir z > 2 sei P(z) := [] p. Sei die Siebfunk-

p<z
peP

tion S(A, P, z) gegeben als die Anzahl der Folgenglieder a, fir dieVp € P,p < z:pfa
gilt. Fir jedes quadratfreie d € N sei Ay die Teilfolge der durch d teilbaren Folgenglieder,
und |Ag| ihre Anzahl. Weiter sei gegeben eine multiplikative Funktion g : N — Ry mit
0 < g(p) <1 fir allep € P. Sei g1 : N — Ry eine vollstindig multiplikative Funktion,
die mit g auf P tbereinstimmt, d.h. mit g,(p) = g(p) fir p € P. Weiter definieren wir
den Restterm r(d) durch r(d) :=|Aq| — g(d) - |A| und die Funktion G : R>9 — Ry durch

G(z) = Z g1(m).

m<z
plm=peP

Dann gilt die Formel

S(A, P,z 3.

d<z2
d|P(z)

wobei w(d) wie ublich die Anzahl der verschiedenen Primteiler von d bezeichnet.

Beweis. Sei z > 2. Fir jeden Teiler d von P(z) suchen wir eine geeignete reelle Zahl A(d)
mit A(1) = 1 und A(d) = 0 fiir alle d > 2. Diese A\(d) helfen bei der Abschatzung von

S(A, P, z), denn wegen (Y )\(d))2 > 0 fiir alle @ € N und wegen (Y )\(d))
d|(a,P(z)) d|(a,P(2))
falls (a, P(z)) = 1, folgt:

S(APz)= > 1<Z< Z A(d )222 D> Mdi)A(do)

aeA a€A  d|(a,P(z ac€A dila dala
(a,P())=1 d1|P(z) da|P(2)
= Z Adi)A(dy) Z 1= Y Ad)ad) Y1
d1,d2|P(2) dlff,ﬁ;\a d1,d2|P(2) [df,fz?”a
= D Md)Md) - A4
dy,da|P(2)
= Y AMd)A(da) (9([dy, o)) |A] + 7([dy, do)))
dy,do| P(2)
= |A]- Z 9([d1,42]) Z A(dp)A ([d1>d2])
dy,da| P(2) dy,da| P(2)
9
_ A(d1)A(da)r([dy, do))
d1d22<z d17 d2 d1d22<z
dy,da| P(2) dy,daP(2)
=:|A]-Q + R,
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wobei benutzt wurde, da8 g([di, ds]) = % gilt, da g multiplikativ ist (Vergleiche
g\la1,a2

auch @) Sei nun D die Menge aller (positiver) Teiler von P(z), die < z sind:
D:={k|P(z); 1<k<z}.

Dies ist eine teilerabgeschlossene Menge (d.h. daBl k|d € D = k € D) quadratfreier
Zahlen. Ist nun k € D, folgt 0 < g(k) < 1,da 0 < g(p) < 1 fiir alle p € P. Fir k € D
definiere die Funktion f: N — R vermoge

1
(k/d G ZM g(’f)H@_g(p))‘

d\k plk

fk) =

dlk

Dann ist f(k) > 0 und f(kiks) = f(k1)f(ke) fir k1, ko € D mit (kq, ko) = 1. Mobius—

Inversion die auch auf teilerabgeschlossenen Mengen méglich ist (@), liefert dann, daf3
o) Zf (d) gilt. Somit ist

0=y mgwx(dl)g(dﬁxdg)

>3 F(R)g(di)M(dr)g(da)A(da)

dy,d2€D k\dl
kldg
= Z f Z dl))‘(dl)g(dQ))‘(dQ)
keD dy,da€D
kldy kldo
=S s (@) = 3 sk
keD df\dD keD

=Yk

also ist @) eine quadratische Form in den Variablen g, die selbst wiederum linear in den
A(d) sind. Die duale Mébius—Inversion auf D angewandt zeigt nun (wir beweisen diese in

einer ), daf3

o@D = 3 (5o = ) Y ke (x)

kED keD
d|k dlk

insbesondere erhalten wir fir d = 1, da§ > u(k)y, = 1.
kED
Nun sei F(z) := kz ﬁ
€D

Wir wollen nun die y, und damit die A(d) so einrichten, da die quadratische Form

= > f(k)y? dort ihr Minimum annimmt, wobei aber die lineare Nebenbedingung
keD
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®: Y. p(k)yr =1 erfiillt sein mu8B.
kED
Dies 16sen wir durch Anwenden des folgenden Lemmas:

Hilfslemma:
Seien ay,...,a, >0, by,...,b, € R. Das Minimum der quadratischen Form Q(y1, ..., yx)
= a1y? + -+ + a,y? unter der linearen Nebenbedingung b1y, + - - + by, = 1 ist gleich

mbi 4§ =1,...,n, angenommen.
a;

m= (Y Z—?_)_l und wird genau bei 1; =

1=

[ Die Cauchy—Schwarz—Ungleichung zeigt

= () = (X () vaw) 2 (S 0) - (L eat)

i i=1 i=1

3

also
n n bZQ 1
;aiy?2<izla—i) =m.

Weiterhin gilt Gleichheit in @ genau dann, wenn es ein ¢ € R gibt mit \/a;y; = i o

Vai
Y = % fiir alle ¢ = 1,...,n. Dies zeigt
" 2 t mb;
I=> byi=t) —=— alsot= dy = —
Ist umgekehrt y; = m%, i=1,...,n,s0ist Y by; =1 und Q(ys,...,yn) = m. ]

=1
In unserer Situation ist das Minimum also

(X455 = (Z ) —7

keD keD

und wird bei den y, = % angenommen.

Damit lassen sich durch Einsetzen dieser Werte fiir y; in (x) dann auch die Werte fiir die
A(d) ermitteln durch

_ u(d) _ p(d)
AMd) = Td) ;M(l{?)yk = m ; p(dl)yae

dlk de|P(z)

_ p(d) CON
=g 2 M TG

a0\ P(2)
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B p(d) 1
~ f(d)g(d)F(2) kzz/d fey
de|P(z)

=1Fy(z)

wobei wir im letzten Schritt p?(df) = 1 wegen (d, ¢) = 1 fiir d¢|P(z) benutzt haben.
Wir zeigen nun, daf§ })\(d)’ < 1 fur d|P(z) gilt: Denn es ist

m<z/l
m|P(z) m|P(z)
(m,d/€)=1 (md) 21
1 1 1 1
Y5 X T L o POY
20 2=, Tom) = 2270 2=, Tom) 0
dm|P(z) dm|P(z)
=Fa(2)(>0)

also ist [A(d)| = #ﬁg)() < 1. Wir wollen damit nun |R| abschétzen.

Dazu brauchen wir: Fiir eine quadratfreie Zahl d € N gibt es genau 3“4 viele geordnete
Paare dy,dy € N mit [dy, dy] = d, vergleiche auch

Sind dy,dy < z, so ist d = [dy, do] < 2%

Gilt nun dy, ds|P(z), so ist d = [dy, ds] quadratfrei und d|P(z).
Damit 1a8t sich R abschétzen durch

Bl=| > AdM@)r(dnd))| < Y [r(ld )]

dy,do<z dy,do<z
dy,do|P(z) dy,d2|P(z)
< Z 3“’(d)}r(d)}, also ist
d<z2
d|P(z)
S(|A|, P, 2) Z 3w(d)’7"
d<z2
d|P(z)

Nun muB nur noch F(z) > G(z) bewiesen werden. Mit der vollstindig multiplikativen
Funktion ¢;, die mit g auf P iibereinstimmt, erhdlt man

O EINT)| re R ) e

keD keD keD plk
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geom. S Z 9 (k) H Z G ()" j:in. Z g1(k) H Z 91(p")

0<ar®)<l =5 plk T=0 keD plk =0
=2 0k 2 a@=3 3 akh=23 > g0m-
keD =1 keD (=1 kED 72:1
ple=plk ple=plk lm
pl R =plk
00
Sa (X )z X (X )
m=1 keD m<z keD
Jim p|lm=-peP klm
Pl =plk (Einschrénkung p| E=plk
an die m)

m<z
p|lm=peP

Hier haben wir benutzt, daf3 die vorletzte Summe stets > 1 ist, da & = m* die Sum-
mationsbedingungen erfiillt, wo m* := Hp|m p den quadratfreien Kern von m bezeichnet.
Damit ist das Selberg—Sieb bewiesen. O

Nun werden wir einige wichtige Anwendungen des Selberg—Siebs besprechen.

0. Anwendung: Wir erwidhnen ohne Beweis, dal das Selberg-Sieb im Falle des
Eratosthenes-Modells lediglich die Abschéatzung

() K
(%) log

bringt, also nichts Genaueres als wir auch schon anhand der oberen Tschebytschev-

Abschétzung wissen. Kommen wir also zu den Anwendungen, in denen die Selberg-

Siebmethode neue Erkenntnisse bringt.

1. Anwendung: Die Anzahl der Darstellungen von geraden n € N als Summe zweier
Primzahlen. Im Zusammenhang mit der binédren Goldbach-Vermutung mochten wir ja
zeigen, daf} diese stets positiv ist. Die analytische Untersuchung dieser Darstellungsanzahl
mit der Kreismethode liefert zwar eine Vermutung {iber eine Asymptotik (vgl. §3.6),
aber der Fehlerterm kann dabei unkontrollierbar grof3 werden. Demgegeniiber zeigt sich
hier der Vorteil der Selberg-Siebmethode, mit der immerhin eine obere Schranke fiir die
Darstellungsanzahl gezeigt werden kann, die von der richtigen Groflenordnung ist.

Wir zeigen nidmlich:

Satz 5.2. Sein € N gerade und R(n) := #{(p1,p2) € P* n = pi + p} sei die Anzahl
der Darstellungen von n als Summe zweier Primzahlen. Dann ist

< loglogn
1
n
f II0+).
(n) < llog )2 1‘[ =

mit absoluter O—Konstante.
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Beweis. Es ist R(n) =#{p € P, p<n, n—pe P}

Sei ay := k(n—k), A := (ag)1<k<n, also ist |A| = n. Sei P := P die Menge aller Primzahlen,
und sei 2 < z < y/n. Die Siebfunktion S(A, P, z) bezeichnet die Anzahl der Folgenglieder
von A, die durch keine Primzahl p < z teilbar sind. Ist v/n < k < n—y/n und a; = 0(p) fiir
ein p < z, so ist k oder n — k zusammengesetzt. Dies zeigt R(n) < 2y/n+ S(A, P, z). Mit
dem Selberg—Sieb kénnen wir nun S(A, P, z) nach oben abschétzen. Sei g dazu vollstandig
multiplikativ, definiert iiber

[ 2/p, falls pin,
g(p)—{l/p, falls p|n

Damit ist g1 = ¢g. Da 2 | nist 0 < g(p) < 1 fur alle p € P.

Und: ap =k(n—k)=0(p) = k=0 (p) VEk=n(p).

Fiir p 1 n sind diese beiden Kongruenzen verschieden, fiir p | n gleich.

Sei nun d = py - -pp - q1 - - - g¢ eine quadratfreie Zahl, wobei p; | n, g; 1 n.

Dann ist ¢g(d) = %.

Daa, =0 (d) & a, = 0 (p) Vp | d, folgt aus dem CRS, daB es genau 2¢ paarweise
verschiedene Kongruenzklassen mod d gibt, so daf3 gilt:

ar = 0 (d) < k gehort zu einer dieser 2° Klassen.

Somit ist dann

A=) 1= > 1++ Y 1

k<n k<n k<n
dlag, k=xz1(d) kEIQZ(d)
[ falls 2y, ..., 79 die 2 besagten Restklassen mod d bezeichnen)]

ot (I _ot. ¢
—9 <d+0(1)) 2.2 +0(2)
[ mit absoluter O—Konstante].

und mit [Ag| — g(d) - |A| =: r(d) folgt dann

n

()] = [14d] - a(@) - 4] = [2- 2+ 025 — 2 | < 2 < 240,

Mit dem Selberg—Sieb 5.1 folgt

S(A,P,z) < C|¥—+ KZZ?)‘” }7" )| mit G(2) ﬂ;Zg(m).

d|P(z)

Wir wollen nun G(z) nach unten abschétzen, damit wir dies weiter nach oben abschétzen
konnen. Sei dazu

h l
T4 Sj
=1 j=1
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h
1y 2\s; 251t
Dann ist g(m) = H <—> (—) = :
pi ; j m

i=1 j=1

Sei d,(m) := #{d | m; d > 1, (d,n) = 1}, dies ist eine modifizierte Teileranzahlfunktion.
Dann ist

L ) .
j:l j:1 j:l

also ist g(m) > & ( ) und somit

m
m<z m<z
Wegen
1\-! .1
1— _) _ 1
H ( p Z t
pln t=1
plt=p|n
folgt
1 1 00 1
1-2) - G) = 1
lg ( p ot st ; mt
g p\tip\ plt=pln
mt=w > 1 > 1
BN dam) Y —=3 Y >Z S dy(m)
mez G w=1 m il
pl(w/m)=pln p|(w/m)=p|n pl(w/m)=pln
Sei m|w,

w—Hp qu,m Hp qu'mltpzln g; tn.
=1

Da m|w, ist

0<r <wu Vi, 0<s; <v;Vj, ——Hp“l “Hq”f

In der letzten Summationsbedingung teilt jeder Primteiler von =

q; die Zahl 2 also ist s; = v; Vj. Somit ist

auch n, also teilt kein

14

m= sz qu , also d,,(m) = H(v]+1)

J=1
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h
Fiir jedes w € N ist die Anzahl solcher Teiler m gleich [](u; + 1). Fiir jedes w < z folgt
i=1

somit, dafl

Y du(m)= > H(vj+1):HuZ+1 HUJH (w).

p\%n;wp\n P\%n;wp\n
Sei z := n!/%. Dann ist
1\-1! d(w
=760 2 T 5 og2 5 (g
[T(1-) G =37 > (og=) > (logn)”,
pln w<z

vergleiche dazu auch eine @, sowie

c‘;g) < (1ogn)2H<1_;>_l = @H@_%)_l IT(+ 1)

pln pln P'ln
n 1 - 11
L — | | <1 + —), da | | (1 — —) konvergiert.
2 2
(logn)? 2\ p e A

Um weiter den Fehlerterm abzuschétzen, benutzen wir }r )| < 2¢(@ und erhalten

E=Y 3ra) < Y 340240 < 3 6@

d<z2 d<z2 d<z?
d|P(z) d|P(z)

Da 2¢(4) < (, also

log 6 log 6 log 6

6W(d) — (2W(d))10g2 < dlos2 < 2210g2

folgt

2log6
E S § P Tog2 < 22+210g6/10g2 < 27'2 — n9/10’ da 5 = n1/8‘

d<z2

Damit folgt

S(A4P.2) logn H < ) < (logn)2 g <1 + 119)’

und somit

n 1
R(n) <2yn+ S(A,P,2) < W'H<1+—>.

p
pln

Die einfache Abschitzung, daff das letzte Eulerprodukt < loglogn ist, sei als eine

@bungsaufgabe gestellt.
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2. Anwendung: Eine Abschitzung der Anzahl Primzahlzwillinge < x.
Sei m,(z) .= #{p € P; p <xAp+mn € P} fir 2 | n, insbesondere ist my(z) die Anzahl
Primzahlzwillinge < x. Wir zeigen:

1
Satz 5.3. Sein € N gerade. Dann ist m(r) < =z | | <1 + —),
(log )2 = p
pln

mit absoluter O—-Konstante.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich dem von Satz 5.2. Sei P := P. Sei A = (ag)1<p<, mit
ap = k(k+n), also |A| = |[z]. Fiir ein z mit 2 < z < /& sei S(A, P, z) wiederum die
Anzahl der Elemente von A, die durch keine Primzahl p < z teilbar ist. Falls k¥ > y/x und
ar = 0 (p) fiir ein p < z, ist k oder k 4+ n zusammengesetzt.

Es folgt m,(x) < x + S(A, P, 2).

Wiederum benutzen wir das Selberg—Sieb zur Abschitzung von S(A,P,z). Sei d =
p1---Dh - @1 qe quadratfrei, wo p; | n, ¢; { n, und |A,| die Anzahl der Folgenglieder
von A, die durch d teilbar sind. Dann ist |Ay| = 22k + r(d) mit der gleichen Funktion g¢

g(d)
wie im Beweis von 5.2, und genauso ist ‘ )| < 2¢ < 2¢) | Es folgt
1
S(A,P,z) _—+23w(d)’ ,WOG z) = Z—ist.
d<z2 m<z g(m)
d|P(2)
Der Rest des Beweises verlauft nun genau wie bei 5.2. O

Im speziellen Fall n = 2 halten wir fest:
x
(logx)?’

Satz 5.4. Sei mo(x) die Anzahl der Primzahlzwillinge < x. Dann ist mo(x) <

Satz 5.5. (Korollar von Satz 5.4, Satz von Brun)

1 1
Sei p, die Folge der Primzahlzwillinge (d.h. p,, p,+2 prim). Dann ist Z ( )

Pn Pnt2
konvergent.
Beweis.
5.4 Dn 1 1
n = n) K ————, also — K< ———,
ma{on) (log pn)? pn  n(logn)?
o0 1 [e.e]
daher ist — <K ——— konvergent.
2 2 gy
Die Konvergenz dieser Reihe iiberlegt man sich leicht mit einem Integralvergleich. O

Der Satz von Brun besagt also, dafl es viel weniger Primzahlzwillinge als Primzahlen gibt.
Die Frage, ob es endlich oder unendlich viele Zwillinge gibt, bleibt damit aber ungeklart.
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Die Primzahlzwillingsvermutung von Hardy und Littlewood aus dem Jahr 1923 be-
sagt, dafl es unendlich viele geben sollte, wieviele man genau vermutet, werden wir gleich
erlautern.

Die von Brun um 1919 entwickelte Siebmethode nennt man auch das Brunsche Sieb und
stellt eine wichtige Pionierarbeit fiir die moderne Siebtheorie dar. Die hier vorgestellte
Siebmethode von Selberg ist eine etwas stirkere Methode, liefert fiir Primzahlzwillinge
aber gerade den Satz 5.5 von Brun. Das noch stérkere sogenannte grof3e Sieb zeigt
iibrigens die schérfere obere Schranke

mo(x) < (16C, + o(1))—
log” x
mit der Konstanten .
C2= 1 (1= =)

p>3

Man nennt diese Konstante Cy = 0.6601618158 ... auch die Zwillingskonstante. Denn
die berithmte Zwillingsvermutung von Hardy und Littlewood besagt, daf m(z) asympto-

tisch wie
du

log? u

Lo(z) := 2C /2

wachsen sollte. Das Ergebnis mit der Methode des grofien Siebs ist also schon nahe dran,
aber lediglich eine obere Schranke.
Man nennt die Konstante des Brunschen Satzes, die Zahl

11
3 <_ n —2) — 1.9021604 £ 5 - 1077,
S \p pt

prim

die Brunsche Konstante. Den moglichst genauen Wert dieser Konstante zu bestimmen,
ist ein schwieriges numerisches Problem. Beim Versuch, diesen Wert weiter zu verbessern,
fand T. Nicely um 1995 dabei einen Bug im Intel Pentium Computer Chip, genauer einen
Fehler in der FlieBkomma-Arithmetik des Chips. Die Behebung dieses Fehlers hat die
Herstellerfirma Intel Millionen Dollar gekostet.

§ 5.2. Der Satz von Schnirelman—Goldbach

Wir zeigen in diesem § den

Satz 5.6. (Goldbach—Schnirelman)
Jede natiirliche Zahl > 1 ist die Summe einer beschrankten Anzahl von Primzahlen.

Sei S die kleinste Zahl, so dal jedes n € N.; als Summe von hochstens S vielen
Primzahlen geschrieben werden kann. Der Satz von Goldbach—Schnirelman besagt also,
dal S < oo, d.h. die Zahl S existiert.

Die Descartessche Vermutung lautet demnach S = 3. Den Wert fiir .S, der sich aus dem
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Beweis von 5.6. ergibt, konnte durch Verfeinerung des Beweises sukzessive von S < 2-100
(1964) bis S < 7 (1995) verkleinert werden. Da die terndre Goldbach—Vermutung fiir
alle n > 5 unter Annahme der GRH gezeigt werden konnte (1997/98), folgt S < 4 unter
Annahme der GRH.

Nun zum Beweis von Satz 5.6. Wir brauchen zunéchst zwei Abschiatzungen fiir den Mit-
telwert der Anzahl Darstellungen einer natiirlichen Zahl als Summe zweier Primzahlen;
diese werden in den néchsten zwei Lemmas bewiesen.

Lemma 5.7. Sei R(n) die Anzahl der Darstellungen von n € N als Summe zweier Prim-
zahlen. Dann ist

1'2

Z R(n) >

n<zx

(logx)?

Beweis. Sind p,q prim mit p,q < 7, so folgt p + ¢ < x. Also ist

ZR(n)Zw<g)2>> (x/2)? s

(log3)* ~ (logx)?

2

n<x
nach dem Satz von Tschebytschev. O

Fiir das néchste Lemma bendtigen wir die Abschéitzung von Satz 5.2. fiir R(n) nach oben,
die wir in § 5.1. mit dem Selbergschen Sieb hergeleitet haben.

Lemma 5.8. Sei R(n) Die Anzahl der Darstellungen von n € N als Summe zweier
Primzahlen. Dann ist

3

Y R(n)’ < og )T

n<x

Beweis. Nach Satz 5.2 gilt fiir gerades n die Abschétzung

n 1 n 1
R(n) < (logn)? H <1 + 5) = dzn: d

1 2
oin (log n)

Diese Ungleichung gilt auch fiir ungerade natiirliche Zahlen, da eine solche Zahl nur dann
als Summe zweier Primzahlen geschrieben werden kann, wenn n — 2 prim ist, dann ist
R(n) = 2 und sonst R(n) = 0. Somit ist

ZR(n)2<§$<Zé>Q<@§<Zé>Q

n<x dln dln

7 1 x? 1
< (log x)* Z Z Z dydy = (log x)* dlgqm Z !

n<z diln dz|n

n<x
dy|n,dg|n<[dy,da]|n
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T 1
< < — 55
< logx dldz< d1d2 dl,d2] ~ (logx)* dl’dz2<$ df/%[;’/z
x3 1 x? dyds
< ) < da [dy, do) = > (dydy) /2.
ot \2r ) < ogayr: Mol = g gy 2 (he
k
gt.

Mit Hilfe eines Cauchy—Schwarz—Tricks (der gleiche, den wir schon im Beweis von Satz
4.9 hatten) 148t sich mit den beiden Lemmas nun der folgende Satz zeigen:

Satz 5.9. Die Menge A :={0,1}U{p+ ¢; p,q prim} hat positive Schnirelmandichte.
Beweis. Fiir R(n) erhalten wir mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung, daf
2
(Y Bm) < Y 1Y R Al) Y R@®)
n<x n<z n<x Zihlfunkti A n<x
R(n)>1 ahlfunktion von

aus Lemma 5.7 und 5.8 folgt damit, daf3

(T rm)

A 1 \E 1 s (loga)’
x Zx S R(n)? > z x3/(logx)*

n<zx

> 1.

Somit existiert ¢; > 0 mit A(x) > ¢z fir alle x > 5. Da 1 € A, existiert ¢; > 0
mit A(z) > cox fiir 1 < o < x. Also ist A(z) > min(cy, co)x fiir alle x > 1, d.h. die
Schnirelmandichte ist positiv. O

Nun zum

Beweis. (von Satz 5.6., Goldbach—Schnirelman).

Die Menge A :={0,1} U{p+ ¢; p,q prim} hat also positive Schnirelmann—Dichte.

Nach Satz 4.6 (von Schnirelman) ist A eine Basis, d. h. 3h : hA = Ny. Sei nun n > 2, d. h.
n—22>0.Fir £,k > 0 mit £+ k < h gibt es dann ¢ Primzahlpaare p;, ¢; mit

99— 14 11 ‘
n I+ +1+pi+q)+-+ P+ q)

k Summanden
Sei k = 2m + r mit r € {0, 1}.
Falls r=0.ist n= 2+ .--+92
alls r ,ist n +- 42 +(p1+q)+ -+ (pe+ q),

m+1 Summanden

fallsr =1, ist n=3+24+---+2 in beiden Féllen ist al
alls r =1, ist n +24 - 4+2+(p1+ @)+ -+ (pe+ q), in beiden Fillen ist also n

m Summanden
eine Summe von hochstens 2¢ +m + 1 < 3h vielen Primzahlen. O
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§ 6 Das Waring-Goldbach-Problem,
Varianten und neue Wege

§ 6.1. Zum Waring-Goldbach-Problem

Wir kniipfen zunéchst direkt an §5 an. Das dort besprochene Selberg-Sieb hat noch viele
weitere Anwendungen. Eine weitere ist etwa der folgende Satz.

Satz 6.1. (von Romanov, 1934) Seia € Z, a > 2,

A= {p+ad"; pprim, k> 1},
A(x) die Zihlfunktion von A. Dann

Je>0Vae >x: Alx) > cx.

Ein positiver Anteil aller natiirlicher Zahlen kann also in der Form p + a* geschrieben
werden. Weitere solche Anwendungen sind moglich.

Die Stédrke der Selberg-Methode wurde bereits im vorigen §5 demonstriert: Hier konnte
eine scharfe obere Abschétzung fiir die Darstellungsanzahl von geraden Zahlen als Summe
zweier Primzahlen gegeben werden, wohingegen die analytische Kreismethode aus §3 dabei
versagt hatte, wie wir dort gesehen haben.

Die Weiterentwicklung von Siebmethoden brachte daher auch neue Fortschritte.

So ist auch die beste bekannte Annédherung an die Goldbach-Vermutung ein Ergebnis
weiterfithrender Siebtheorie. Dabei handelt es sich um den folgenden beriihmten Satz von
Chen. Diesen kiindigte Chen schon 1966 an, doch wegen Schwierigkeiten aufgrund der
chinesischen Kulturrevolution veroffentlichte er seinen Satz erst 1973.

Satz 6.2. (von Chen, 1966/1973) Sein € N, 2 | n,
r(n) = #{(p, 2); n=p+ P, p prim, Q(P,) < 2}.

Dann dngV n > ng:

r(n)>0.67-H<1— (p—11)2) p=l _n

_ 9 2"
e p|>2 p—2 (logn)
pln

Alle hinreichend grofien geraden Zahlen lassen also eine Darstellung der Form p + P,
mit einer Primzahl p und einer Fastprimzahl P, zu, die hochstens zwei Primfaktoren
besitzt. Die Siebmethode, die Chen zum Beweis entwickelt hatte, heiflt lineares Sieb. Eine
Erlauterung der grundsétzlichen Ideen dieses Siebes wire an dieser Stelle zu umfangreich,
um eine verniinftige Einfithrung zu vermitteln. Fiir den Interessierten sei daher auf das
Buch von Nathanson (s. Literaturhinweise) verwiesen.
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Ergebnisse iiber Fastprimzahlen sind typisch fiir Anwendungen von Siebmethoden. All-
gemein heiflt eine natiirliche Zahl n eine Fastprimzahl der Ordnung k£ bzw. eine Zahl
vom Typ k, falls Q(n) < k ist, also falls n insgesamt hochstens k Primfaktoren besitzt. Fiir
eine Fastprimzahl der Ordnung k& hat sich auch die kurze Schreibweise P} eingebiirgert.

Eine weitere Annidherung an das Goldbach-Problem ist bekannt als das Goldbach-Waring-
Problem. Fiir eine eingehendere Erlduterung dieses Problems gehen wir nochmal kurz zum
Waring-Problem zuriick, das wir in §4 mit der Linnik-Methode gelost hatten.

Dort haben wir gezeigt, daf es fiir jedes k € Nx, eine Zahl g(k) gibt, so daf jedes n € N
als Summe von hochstens g(k) vielen k-ten Potenzen, also als

n=ab+ - +af, 1 <gk), z1,..., 2 €N,

geschrieben werden kann. Fordert man dies nur fiir alle hinreichend grofien n, ist die dafiir
nétige Summandenanzahl G(k) hochstens so grofl wie g(k).

Nun liefert die Kreismethode, die wir in §3 am Beispiel des ternidren Goldbach-Problems
kennengelernt haben, Ergebnisse fiir die Darstellungsanzahl

Rio(n) = #{(z1,...,25) €Z5y; n=ab + - + 2%}
im Waring-Problem. Hardy und Littlewood zeigten dafiir folgenden Satz.
Satz 6.3. (Hardy und Littlewood, 1919/1920) Sei k > 2. Ist s > 2% + 1, dann ist

rs(1+ %) . .
W)ksk,s(n) .k ( )

fiir n — oo, wobei I' die (Eulersche) I'-Funktion bezeichnet, und Sy s(n) > ci(k,s) > 0
die singuldre Reihe des Waring-Problems.

Rkﬁ(n) ~

Auf den genauen Wert der singuléren Reihe gehen wir hier nicht ndher ein, wichtig ist, dafl
sie fiir die angegebenen s und k stets positiv ist. Denn damit ist die Darstellungsanzahl
Ry s(n) fir groBe n ebenfalls positiv — was bedeutet, da§ das Waringproblem fiir & und s
und hinreichend grofie n 16sbar ist.

Eine untere Schranke der Summandenanzahl s nach unten ist erforderlich, damit der
Beweis gefiihrt werden kann. Das ist nicht weiter verwunderlich, ist doch fiir s = 2 und
k > 3 das Fermatsche Problem inbegriffen: k-te Potenzen kénnen nicht Summe zweier
k-ten Potenzen sein, wie man seit dem Beweis der Fermatschen Vermutung von A. Wiles
weif3.

Daher ist interessant zu wissen, wie grof hier die kleinstmdogliche Summandenanzahl s ist.
Sei G(k) das kleinste s, so daB obige Asymptotik (*) gilt. Ford zeigte 1995, daB

G(k) < k*(log k + loglog k + O(1)) (**)
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fiir K — oo gilt. Vaughan (1986) und Boklan (1994) erhielten die Schranken G(k) < 2k
fir kK > 3 und G(k) < g - 2% fiir k > 6, was fiir k < 8 besser ist als die Schranke in (**).

Nun zum Waring-Goldbach-Problem. Hier fragt man nach Losungen der Gleichung

also welche n € N sich als Summe von s vielen k-ten Primzahlpotenzen geschrieben werden
konnen. Dies ist natiirlich schérfer als das Waring-Problem, und fiir s = 2 und k£ = 1 ist
diese Frage gerade das offene binédre Goldbachproblem.
In welchen Féllen das Waring-Goldbach-Problem gelost werden kann, besagt nun der
folgende Satz von Vinogradov (1937) und Hua (1938).

Satz 6.4. (Vinogradov und Hua, aktuelle Version) Seien k,s,n € N, und

Rz,s(n) = #{(pb cee 7p8); n :p]f +oe +pls€7 Di € ]P)}

Sei
2k 4+ 1, 1<k<5,
s>4T 9k 41, 6<k<s,
k*(logk +loglogk + O(1)), k> 8.
Dann ist

fiir n — oo. Die (absolut konvergente) singulire Reihe ist
Sl:,s(n) > CQ(k7 S) > 07

falls n = s mod K(k), wobei

0+2, p=2 2|k, .
Ky = ] »*",  ykp) = {(9+1 comst | mit p||k.
=Dk ’ ’

Die Kongruenzbedingung = s mod K (k) ist notig, damit die singulidre Reihe positiv ist.
Das sieht man z. B. auch im Spezialfall des terndren Goldbachproblems fiir £ = 1 und
s = 3, bei dem K (k) = 2 ist; hier betrifft die Kongruenzbedingung genau alle ungeraden n.
Der Satz von Vinogradov aus §3 ist also Teil dieses sehr allgemeinen Satzes von Vinogradov
und Hua zum Waring-Goldbach-Problem.

Wir ziehen noch weitere Folgerungen aus diesem Satz fiir Primzahlquadrate (k = 2) und
Primzahlkuben (k = 3):

Satz 6.5. (Korollar) Jedes hinreichend groffe n =5 (24) ist Summe von 5 Primzahlqua-
draten.
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(Denn fiir k =2, s =5 ist K(k) =23-3! =24))

Satz 6.6. (Korollar) Jede hinreichend grofie ungerade Zahl ist Summe von 9 Primzahl-
kuben.

(Denn fiir k =3, s =9 ist K(k) =2.)

Wiederum von Interesse ist die kleinste Summandenanzahl s, fiir die das Waring-
Goldbach-Problem l6sbar ist. Sei dazu

H(k) := min{s; n = p¥ + --- 4 p* 16sbar fiir alle hinreichend groBen n = s (K (k))}.

Man vermutet, dal H(k) = k + 1 ist, allerdings konnte dies bisher fiir kein & bewiesen
werden. Fir k& = 1 bedeutet H(1) = 2 ja gerade die Giiltigkeit der bindren Goldbach-
Vermutung fiir grofle gerade n. Die besten bekannten Schranken fiir £ < 3 sind durch
den Satz von Hua und Vinogradov gegeben, also H(1) < 3 (ternédres Goldbach-Problem),
H(2) <5, H(3) <09.

Fiir k£ > 4 fassen wir die bestbekannten Ergebnisse zu folgendem Satz zusammen:
Satz 6.7. Sei k > 4, H(k) wie oben. Dann ist

F(k), 4< k<10,
H(k) <
k(4logk + 2loglogk + O(1)), k > 10, (Hua)

wobei F'(k) wie folgt gegeben ist:

k [4]5]6]7[8]9]10
F(k) |14 [21] 3346 | 63| 83| 107

Die Schranke k(4 logk + 2loglog k + O(1)) kann fiir hinreichend grofie £ noch verbessert
werden zu

H(k) < k(g log k + O(log log k)), fiir k — oo.
(Hua/Wooley 1995)

§ 6.2. Weitere additive Probleme mit Primzahlen

Es gibt noch viele weitere Moglichkeiten, Varianten und Verallgemeinerungen des Waring-
Goldbach-Problems zu formulieren, z. B. kann man die diophantische Gleichung

n=apt + asph + -+ apt

betrachten, wo n,aq, ..., as feste ganze Zahlen sind, nicht notwendig positiv.
Wenn die Gleichung losbar ist, mochte man auch die Losungen mit py, ..., ps < X zéhlen,
wenn X ein grofler Parameter ist.

76



Zum Beispiel ist schon die Zwillingsvermutung p; — p» = 2 von diesem Typ. (Also die
Frage, ob p; — po = 2 unendlich viele Losungen hat.) Diese ist eng mit dem bindren
Goldbachproblem verwandt, wie wir auch schon im §5 bei der Behandlung des Selberg-
Siebs gesehen haben. Nun 148t sich auch der Beweis des Satzes von Chen so umformulieren,
daB sich folgende Anndherung an die Zwillingsvermutung ergibt:

Satz 6.8. (Chen) Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p+ 2 = P;.

Das bedeutet, dafl die Gleichung p + 2 = p’ oder die Gleichung p + 2 = p;py unendlich
viele Losungen hat — vermutlich haben dies beide.

Aber auch schon die schwichere Vermutung, ob Q(p + 2) gerade (respektive ungerade)
fiir unendlich viele Primzahlen p ist, ist vollig offen.

Aufgrund der strukturellen Ahnlichkeit des Zwillingsproblems mit dem Goldbach-Problem
lassen sich etliche Goldbach-Ergebnisse auf die Zwillingsvermutung iibertragen, so auch
der folgende Satz:

Satz 6.9. (Pintz 2007) Fiir E'(x) := #{n < x,2 | n,n # p1 — p2} gilt E'(z) < 2%/5.

Fast alle geraden n sind daher Differenz zweier Primzahlen; oder anders ausgedriickt: Fast
alle geraden n sind Abstand zwischen zwei Primzahlen. Ob diese dann auch unendlich viele
Darstellungen als Differenz zweier Primzahlen haben, ist unbekannt.

Andere Varianten des Waring-Goldbach-Problems betrachten diophantische Gleichungen
des Typs

n=f(p) + f(p2) + -+ f(ps)
mit einem Polynom f(X) € Z[X].

Auch Systeme von solchen Gleichungen werden behandelt, z. B.
nj=pi At 1<j <k

Die Losungsanzahl erfiillt ebenso eine asymptotische Formel wie in dem Satz von Vino-
gradov und Hua, wobei der Hauptterm dabei aber weniger gut verstanden ist.

Ein sehr klassisches Problem, bei dem natiirlicherweise ein System von diophantischen
Gleichungen auftaucht, ist die Frage nach der Existenz (nichttrivialer) arithmetischer
Progressionen (APs) bestehend aus r Primzahlen. Genauer ausgedriickt: Gibt es fiir jedes
r > 3 unendlich viele Paare p, k einer Primzahl p und einer natiirlichen Zahl k, so dafl
die Zahlen p,p+ k,p + 2k,...,p+ (r — 1)k allesamt Primzahlen sind? (Fiir r = 2 ist die
Aussage trivial.)

Noch anders ausgedriickt: Wir suchen Losungen des diophantischen Systems

Pi— 2Pig1 +Pig2 =0, 1<i<r—2,

d.h. der Abstand zwischen zwei Primzahlen p;,p;11, 1 < ¢ < r — 1, der Folge ist immer
gleich. Das Problem lautet, ob dieses System unendlich viele Losungen mit paarweise
verschiedenen Primzahlen besitzt.
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Fiir » = 3 kann dies mit einer Variante des in §3 vorgestellten Vinogradov-Beweises des
ternaren Goldbach-Problems gezeigt werden, fiir » > 3 liegt das Problem jedoch auflerhalb
der Reichweite der Kreismethode.

Weitere Teilergebnisse in diese Richtung waren bislang folgende Sitze:

Heath-Brown 1981: Es gibt unendlich viele APs aus 3 Primzahlen und einer P»-
Fastprimzahl.

Balog 1992: Fiir alle r gibt es paarweise verschiedene Primzahlen py,...,p,, so daf alle
Mittelwerte (p; + p;)/2 prim sind.

2004 wurde die Vermutung iiber Primzahlen in arithmetischen Progressionen jedoch in
voller Allgemeinheit bewiesen. T. Tao und B. Green zeigten den folgenden Satz:

Satz 6.10. (Tao/Green 2004) Sei k > 3, A C P,

lim su #{n € Ain < N}

Dann enthdlt A unendlich viele APs aus k Elementen.

Insbesondere ist die Voraussetzung des Satzes fiir A = P erfiillt, woraus die Giiltigkeit
der Vermutung iiber Primzahlen in Progressionen folgt. Jedoch ist der Beweis des Sat-
zes von Tao und Green ein reiner Existenz-Beweis, fiir die Konstruktion beliebig langer
Primzahl-Progressionen gibt er keinen Hinweis. Dennoch handelt es sich um ein sehr be-
merkenswertes Ergebnis, bei dem Tao und Green neue Wege der additiven Kombinatorik
erschlossen haben.

§ 6.3. Weitere Arbeiten zum Waring-Goldbach-Problem

§ Abschitzungen von Ausnahmemengen

Wie die Ausnahmen im bindren Goldbach-Problem kann man auch die Ausnahmen des
Waring-Goldbach-Problems behandeln und Abschitzungen fiir ihre Anzahl zeigen.
Sei k, s gegeben und sei

Eps(x) =#{n<z; n=s (K(k)), n= p]f + .- —l—p]; unlésbar in pq,...,ps € P}

die Anzahl der Ausnahmen im Waring-Goldbach-Problem. (K (k) ist der im Satz von
Vinogradov und Hua definierte Modul.)

Erste nichttriviale Abschéitzungen fiir diese Ausnahmen konnte Hua angeben, weitere
folgten, z. B. Schwarz 1961: VA > 0: Fy 4(z) < Toa oy LUr gewisse k,s.

Weitere Ergebnisse fiir spezielle k£ und s sind (von diversen Autoren):

Eys(x) < a7 By y(x) < 25/ By (z) < 27 (5 < s < 8, was noch verbessert
wurde), Ej(r) < 170 fiir § = d(k,s) > 0 explizit fiir alle & > 4 und s, fiir die auch
Eips(r) < m gilt.
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§ Das Waring-Goldbach-Problem mit Fast-Primzahlen
Betrachtet man z. B. die Lagrange-Gleichung
n:x%—i-xg%—a:g—l—xi,

so konnte gezeigt werden, daBl jedes hinreichend grofie n # 0,1,5 (8) in dieser Art mit
x1, To prim und 3, x4 € Z geschrieben werden kann. [Greaves] Die zugehorige Asymptotik
ist hier bekannt.

Weitere Ergebnisse hierzu: Jedes hinreichend grole n = 4 (24) kann als Summe
von vier Quadraten aus Pys-Zahlen geschrieben werden. [Briidern/Fouvry bzw. Heath-
Brown/Tolev]

Dies geht auch mit 27 prim und xs, 23, 24 vom Typ Pjg;. [Heath-Brown/Tolev]

Und: Ist n = 3 (24), 5 t n hinreichend gro8, so ist n Summe dreier Fast-Primzahlen vom
Typ Pso1. Ist n zusétzlich quadratfrei, so sind konnen diese vom Typ P37 gewéahlt werden.
[Blomer /Briidern]

Man weif} aber auch, daf fast alle n < z (bis auf O((log z)%%) viele) als n = x% + - - - + 22
mit 1, o, x3 prim und z4 € Z darstellbar sind. [Wooley]

Fiir Kuben kennt man folgende Ergebnisse:

Ist n grofB, so ist n = 23 +p? + - - -+ p3 16sbar mit Primzahlen p; und x € Z. Fiir n = 4 (18)
kann x dabei als eine Py-Zahl gewihlt werden. [Roth 1951 bzw. Briidern]

Ist n groB, so ist n = p? + 2} + -+ - + 22 mit p; prim und z; € Z mit z,...,z5 vom Typ
Ps und zg vom Typ Pgg. [Briidern]

Ist n groB, so ist n = 23 + -+ - + 22 mit x; € Z vom Typ P;. [Kawada]

§ Das Waring-Goldbach-Problem mit eingeschrinkten Variablen

Das ternédre Goldbachproblem kann man auch verschérfen, indem man zusétzliche Bedin-
gungen an die drei Primzahlen stellt, deren Summe eine ungerade Zahl n ergeben. Z. B.
die Bedingung, daf alle drei Primzahlen etwa von der gleichen GroBe, also etwa n/3 sind.
Der Beweis von Vinogradov 148t sich dahingehend abwandeln, und so wurde gezeigt, dafl
gilt:

Ist n hinreichend grof§ und ungerade, so ist n = p; + ps + p3 mit drei Primzahlen, fiir die
jeweils

n
i — g’ < p63/64+e

gelten [Haselgrove 1951]. Diese Abschiitzung konnte inzwischen zu n*/7 verbessert werden
[Baker/Harman)].

Fiir die Darstellung von n als Summe von 5 Primzahlquadraten etwa gleicher Grofie gilt
ein analoges Ergebnis:

Ist n =5 (24) groB, so ist n = p? + -+ - + pZ mit p; prim und

2_ 1

: 45/46+¢
D; 5

| <
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und unter Annahme der GRH 148t sich dies zu n'%/2°+¢ verbessern [Liu/Zhan].

1986 zeigte E. Wirsing die Existenz diinner Primzahlmengen S, so daf} jedes hinreichend
grofle ungerade n als Summe dreier Primzahlen von S geschrieben werden kann. Der
Beweis ist probabilistisch, d. h. leider nicht konstruktiv.

Das erste konstruktive Beispiel dazu sind die Piatetski-Shapiro-Primzahlen

P.={p; p= |n°| fiir ein n € N}.

Fir 1 < ¢ < 16/15 liefern diese eine diinne Menge von Primzahlen, die im ternéren
Goldbach-Problem als Summanden dienen kénnen. [Balog/Friedlander, Jia]

Eine weitere Moglichkeit, die Primzahlen im terndren Goldbachproblem einzuschrédnken,
ist zu fordern, daf} die p; + 2 Fast-Primzahlen sind.

Hier weifl man: Ist n = 3 (6) grof}, so ist n = p; + pa + p3, mit p; +2 = Py, ps + 2 = B,
ps + 2 = P;. [Tolev]

Dazu ist auch die Behauptung von Tao und Green interessant, dafl es wohl unendlich
lange nichttriviale APs aus Primzahlen p gibt, fiir die p 4+ 2 = P, ist. Fiir Progressionen
aus 3 Primzahlen haben Tao und Green ihre Behauptung bereits veroffentlicht.

§ Additive Probleme mit gemischten Potenzen

Die Hardy-Littlewoodsche Kreismethode liefert eine asymptotische Formel fiir die Anzahl
der Darstellungen der Losungen von

n=p+ >+ p prim, z,y € Z.

[Hardy/Littlewood, Hooley, Linnik]
Weiter vermuteten Hardy und Littlewood eine asymptotische Formel fiir die Anzahl der
Darstellungen von n als n = p + 22, welche bis heute unbewiesen ist. Man wei8 jedoch,
daBl diese Vermutung fiir fast alle n < z gilt:
Ist fiir &k > 2

Ei(z) == #{n < z; n = p+ 2" unlosbar}

die Anzahl der Ausnahmen, so gilt

T
(log )4

EQ(I') <

[Miech]

Weitere Verbesserungen folgten, so etwa, daf Ey(z) < 2!7° mit einer Konstanten &, > 0
ist. Nimmt man die GRH an, so gilt Ej(z) < 2'™% mit &, = 5 fiir 2 < k < 4 baw.
Ok = 57 fiir k > 5. [diverse Autoren]

Und ein Ergebnis mit gemischten Potenzen lautet: Ist 3 < k& < 5, so ist fiir alle groflen n
die Gleichung n = z +p? + p3 + p& 16sbar, wo die p; prim sind und x eine Py-Fastprimzahl.
[Briidern/Kawadal]
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§ Waring-Goldbach-Problem ,,mit Koeffizienten*

Die Gleichung
n = ap} + agph - - - + aspk

kann in zwei verschiedenen Kontexten behandelt werden:

(I) Angenommen, alle a; und n sind von gleichem Vorzeichen.

Dann erwartet man Losungen fiir grofie |n| (d.h. wenn |n| > C(ay,...,as) ist). Ist |n|
nicht zu groB im Vergleich zu |a|s := max{|a4|, ..., |as|}, ist das Problem schwieriger.
(IT) Angenommen, die a; sind nicht alle von gleichem Vorzeichen. Dann sucht man Lésun-
gen in Primzahlen p;, die nicht zu grof im Vergleich zu |a|o und |n| sind.

Teilergebnisse dazu sind die folgenden:

Es gibt Losungen, falls

e k=1, s=3: ay,ay, a3 mit gleichem Vorzeichen und |n| > |a|2 fiir A > 0.

e k=1, s=3:a,ay, a3 mit verschiedenen Vorzeichen und mit max,, ,, ,, < |a] 1+
.

Dabei miissen die a; bestimmten Kongruenzbedingungen geniigen. [Liu/Tsang]

Bekannt ist, daf§ A = 38 dies erfiillt, was unter weiteren Voraussetzungen noch verkleinert
werden kann.

Auch im Fall s =5 und k = 2 gibt es Losungen, falls

® aj,...,a; vom gleichen Vorzeichen und |n| > |a|l2*®
e ay,...,as von verschiedenen Vorzeichen und max{py,...,ps} < |a|7+ + |n|'/2.

[diverse Autoren]

§ Das Goldbach-Linnik-Problem
Linnik zeigte 1951/1953 folgende Annéherung an die Goldbachsche Vermutung:

Satz 6.11. (Linnik) Alle geraden n > 2 sind darstellbar in der Form
n=p+py+ 29 4 20K
mit K vielen 2er-Potenzen.

Klar ist, dal die Behauptung K = 0 in diesem Satz dquivalent zur Giiltigkeit der binéren
Vermutung ist.

Die Konstante K wurde sukzessive verbessert, inzwischen weil man, daf§ K = 13 und
K = 7 unter Annahme der GRH gilt [Heath-Brown, Puchta 2002, bzw. K = 8 und
K = 7 unter Annahme der GRH [Ruzsa, Pintz 2003].
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§ 6.4. Grofle und kleine Liicken zwischen aufeinanderfolgenden
Primzahlen

Hier handelt es sich eher weniger um ein additives Problem, pafit aber noch ganz gut
als Abschlufl zu unserem kleinen Streifzug in die Primzahltheorie, auch, weil sich hier
interessante Neuerungen in jlingster Zeit ergeben haben, die wir nicht unerwahnt lassen
wollen.

Sei d,, := pn11 — pp die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Primzahlen p, und
Pni1, also der Abstand der Primzahlliicke zwischen p,, und p,, 1.

Wenn wir obere Abschéatzungen fiir diese Liicken angeben, so zeigen wir, daf§ es keine
grofferen Liicken zwischen Primzahlen geben kann. Also schétzen wir insbesondere grofie
Liicken ab.

Schon frith kannte man die Abschiitzung d,, < p? mit einer Konstanten ; > 0.
Hoheisel konnte 1930 den Wert ¥ =1 — ﬁ bestimmen.

Daraufhin folgten mehrere Verbesserungen, etwa die von Ingham 1973, der ¢; = 5/8 +
¢ zeigen konnte. Dieses Ergebnis lieferte dann erstmals die Moglichkeit zu zeigen, dafl

zwischen zwei beliebigen aufeinanderfolgenden Kubikzahlen m? und (m + 1)3 stets eine

Primzahl existiert. (Wir haben dies in einer @ schon unter Annahme der RH gezeigt.)

Von Huxley 1972 stammt der Wert 1, = 1—72 +e.
Baker, Harman und Pintz zeigten 2001, dafl 9, = 21/40 ein zuléssiger Wert fiir ¢, ist.

Unter Annahme der RH kann man d,, < y/nlogn zeigen (Cramér 1920), doch selbst
mit dieser unter der RH verbesserten Abschétzung ist es nicht moglich, daraus die Exi-
stenz einer Primzahl zwischen zwei beliebigen aufeinanderfolgenden Quadratzahlen m?
und (m + 1)? zu folgern.

Die empirische Untersuchung mit Zahlendaten zeigt hier, dafl in etwa die Abschétzung
dn < 2,/Dn gelten miifite. Diese wiirde gerade dazu ausreichen, um die Vermutung iiber die
Existenz von Primzahlen zwischen zwei beliebigen aufeinanderfolgenden Quadratzahlen
Zu zeigen.

Das Brunsche Sieb zeigt, dafl immerhin eine Pj;-Fastprimzahl in jedem Intervall (x,z +
V&), x hinreichend grof, liegen mufl. Mit der Methode von Chen 148t sich dies sogar fiir
eine P,-Fastprimzahl nachweisen.

Zu der Behandlung von Primzahlliicken kommt oft das Cramérsche Wahrscheinlichkeits-
modell fiir Primzahlen (kurz: CM) zum Einsatz, das durch den Primzahlsatz nahege-
legt wird. Bei diesem definiert man eine Folge &, von Zufallsvariablen fiir n > 3 mit
P, =1)= loén und P(§, =0)=1— @. Dies modelliert also unsere Heuristik aus dem
Primzahlsatz, dafl eine natiirliche Zahl n > 3 mit Wahrscheinlichkeit @ eine Primzahl
ist.

Legt man dieses Wahrscheinlichkeitsmodell CM zugrunde, kommt man zu der Aussage,
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dafl lim sup,, (logd#)? = 1 mit Wahrscheinlichkeit 1 in CM gilt. Und auch, dafl 7(z +
y) — m(2) ~ L fir y = (logz)*, A > 2, gelten miiBte.

Beide Vermutungen konnten inzwischen widerlegt werden. Somit wurde die Einsicht ge-
wonnen, dafl das Cramérsche Modell seine Grenzen hat; wir haben es eben mit Primzahlen
und nicht mit echten unabhéngigen Zufallsvariablen zu tun.

Es ist jedoch moglich, das Cramérsche Modell so zu korrigieren (kurz CCM fiir ,,corrected
Cramér’s model*), dal man damit die wohl korrekte Vermutung fiir die Grofle grofier
Primzahlliicken aussprechen kann, ndmlich

limsup —5— = 2¢™”
n—oo 10g” py

mit Wahrscheinlichkeit 1 in CCM. Die reelle Zahl v ist hier die Eulersche Konstante.

§ Untere Schranken fiir grofle Primzahlliicken/Das Erd&s-Rankin-Problem
Aus dem Primzahlsatz folgt, dafl

>1

A := lim sup
n—oo logmn

gilt, das heifit, dafl es unendlich oft groBlere Primzahlliicken als logn gibt (wenn p,, die
kleinere Primzahl ist).
1931 zeigte Westsynthius, dafl A = oo ist, ndmlich dafl

> 2e”,

dn
lim sup
n—oo 108 Py log(3) Pn/ 10%(4) Pn
wobei log,y n = loglog. ..logn den k-fach-iterierten Logarithmus bezeichnet.
—— —

k mal

Erdés zeigte 1935, daf3

dy,
lim sup 5 >0,
n—oo 108 Pn 108 2) Pr 1084 P/ (1083 Pn)
was 1938 von Rankin verbessert wurde zu
. dp
lim sup > ¢

n—oo 108 Py 10g2) P 1084y Pn/ (l0gz) Pn)? —

mit dem Wert ¢y = % Erdés vermutete, dafl cg = oo ist und setzte einen Preis von 10 000
US-Dollar fiir einen Beweis aus, den hochsten Preis, den Erdos jemals aussetzte.
Der bislang beste bekannte Wert ist ¢y = 2¢” von Pintz aus dem Jahr 1997.
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§ Kleine Primzahlliicken

Sei Ay := liminf,,_, éﬁ? laut Primzahlsatz ist A < 1.

Hardy und Littlewood zeigten 1926 mit der Kreismethode, dafl unter Annahme der GRH
die Abschéitzung A; < % folgt.

Rankin verbesserte dies 1940 zu A; < % unter Annahme der GRH, und Erdos konnte im
gleichen Jahr die Existenz einer Konstante ¢ > 0 zeigen mit A; < 1 — ¢, ohne dafl eine
unbewiesene Vermutung zugrunde liegt.

Bald darauf wurden explizite Zahlenwerte fiir ¢ gefunden, und weitere Verbesserungen fiir

die obere Abschitzung von A; waren etwa 15/16 und 29/32. [Ricci, Wang/Xie/Yu]

Im Jahr 1966 zeigten Bombieri und Davenport, dal A; < % gilt, indem der Satz von
Bombieri-Vinogradov anstatt der GRH eingesetzt wurde.

Die Kombination ihrer Methode mit der von Erdds zeigte dann, daffi A; < % =
0.4667 ... gilt. Weitere Verbesserungen folgten, bis Maier 1988 zeigte, dafl A; < 0.2484 . ..
gilt, was bis 2005 die beste obere Abschatzung fiir A; blieb.

Man vermutete, dafl der Wert von A; gleich 0 ist; man kennt diese Vermutung auch als
die ,small gap conjecture®.

Stérker ist die ,bounded gap conjecture®, die besagt, dafi iminf,, . (pni1 — pn) < 00 ist.
Stimmt die Primzahlzwillingsvermutung, d.h. gibt es unendlich viele Primzahlzwillinge,
so miifite dieser Wert ja = 2 sein sein.

2007 konnte die small gap conjecture von Goldston, Pintz und Yildirim gezeigt werden,

ja sogar daf3

i inf d, <

imin 00.

n—ce (log pn)'/?(loglog pn)?
Unter Annahme der unbewiesenen Elliott-Halberstam-Vermutung (ndmlich daf der Satz
von Bombieri-Vinogradov mit dem vergroferten Modulbereich @ < x'=? gilt), konnten

sie ferner auch die bounded gap conjecture folgern, nédmlich daf3

liminf d,, < 16.

n—oo
Die entscheidende Idee hierbei ist eine neue Siebmethode, die im wesentliche eine raffi-
nierte Variante des Selberg-Siebs ist, das wir in §5 kennengelernt haben.

Inspiriert von diesen Ergebnissen iiber kleine Primzahlliicken kann man auch Liicken
zwischen aufeinanderfolgenden Goldbachzahlen betrachten, um wiederum Annéherungen
an die bindre Goldbachvermutung zu gewinnen.

Seien dazu 4 = ¢; < g2 < g3 < ... die Goldbachzahlen, die Summe zweier Primzahlen
sind. Betrachte dazu dann die grofite Liicke bis zur Schranke X, also

A(X) = ;gg;g(gkﬂ — Ok)-
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Damit ist die bindre Goldbachvermutung dquivalent zu der Aussage, daBl A(X) = 2 fiir
X > 4 ist.
2001 konnten Baker, Harman, Jia und Pintz zeigen, dafl alle Intervalle vom Typ
[X, X + X?1/800] gine Goldbachzahl enthalten, d.h. es gilt
Ons1 — gn < 9230 & A(X) <« XH/B0,
Kétai zeigte schon 1967, dafl unter Annahme der RH folgt, dafl

Int+1 — In K< log2 gn & AX) < 10g2 X.
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§ 7 Ein Nachwort zur Vorlesung — ,,apologies*

Die Auswahl des Vorlesungsstoffs war recht subjektiv inspiriert und betraf eher die ana-
lytische Richtung der additiven Zahlentheorie, denn aufgrund der Fiille mufite natiirlich
eine sehr enge Auswahl fiir die kurze Vorlesungszeit getroffen werden. Etwa zu der mehr
kombinatorischen Richtung der additiven Zahlentheorie habe ich nicht allzuviel gesagt,
konnte sie manchmal aber nicht unerwihnt lassen (z. B. Tao und Green).

Den geplanten §7 muBte ich fortlassen: Einen Uberblick iiber den Beweis des Satzes von
Chen zu geben, ist doch zu schwierig. Es wére Stoff im Umfang einer etwa zweistiindi-
gen Vorlesung gewesen und sicher schon als ein Projekt fiir die Zukunft. Und andere
Zukunftsprojekte gibe es sicher auch noch. ..

An diejenigen HorerInnen, die die Vorlesung nach dem ersten Kapitel verlassen haben, weil
sie die Konsequenzen der Riemannschen Vermutung iiber die Verteilung der Primzahlen
fiir Science-Fiction hielten (ganz so war es natiirlich nicht ®): Um sich von diesen Kon-
sequenzen wirklich zu iiberzeugen, miifite man eigentlich eine analytische Zahlentheorie
gehort haben; ich habe mich nur darauf beschriankt, die fiir die weitere Vorlesung wichtig-
sten Ergebnisse zu nennen. Vielleicht ist es ja so, dal es nun manchen Horer oder Horerin
nach dieser Vorlesung nicht mehr so wie frither iiberrascht, wenn sie von Konsequenzen
aus der Giiltigkeit der RH héren und konnen ihre Wichtigkeit nun besser einschétzen.
(Jedenfalls war das eine Motivation fiir mich, analytische Zahlentheorie zu lernen.)

Was wollte ich? Zum einen wollte ich vermitteln, dafl diese ZT-Richtung ein interessantes
und sehr lebendiges aktuelles Forschungsgebiet ist, in dem sich gerade in letzter Zeit viele
Neuerungen ergeben haben (nein, Zahlentheoretiker sind keine Orchideensammler...).
Zum anderen wollte ich einen Einblick in die wichtigsten géngigen Methoden liefern und
einen Grundstock des notigen Handwerkzeugs vermitteln, der einen dazu in die Lage
versetzt, vielleicht auch eigenstédndig in dem Gebiet weiterzuarbeiten. Ob ich diese hohen
Ziele erreicht habe, weif3 ich natiirlich nicht, aber ich freue mich sehr, dafl einige so grofies
Interesse fiir den Inhalt der Vorlesung gezeigt haben.

Kleine Hinweise zum Skript: Ich verwende gerne — meist géngige — Abkiirzungen, die
aber dort, wo sie zuerst auftauchen, erlautert sind (RH, GRH, PZS, AP, CM, CCM...).

Das Zeichen @ bezieht sich auf eine Ubungsaufgabe, die besprochen wurde, und deren

Ergebnis in den Vorlesungsstoff einflieBt (,, Ubungs-Smiley*). Das Zeichen (E heiBt ohne
Einschréinkung, und Verzeihung, daf ich der alten Rechtschreibung anhéngig bin, weil mir
die neue noch niemand beigebracht hat.

Literaturhinweise habe ich in den Text mit einflieen lassen, mit MathSciNet etc. sind

diese ja leicht zu finden. Im wesentlichen habe ich einige Teile aus den Vorlesungen von
Herrn Wolke ibernommen, sowie Teile aus dem Buch von Nathanson [Melvyn B. Nathan-
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son: Additive Number Theory - The Classical Bases. Graduate Texts in Mathematics 164,
Springer 1996]. Das letzte Kapitel iibernimmt einige Teile aus dem Ubersichtsartikel von
Kumchev und Tolev [A.V. Kumchev, D.I. Tolev: An Invitation to Additive Prime Number
Theory. Serdica Math. J. 31 (2005), no. 1-2, 174].

Und nicht zuletzt vielen Dank an die Mitwirkenden: Meinem Tutor M. Molz fiir die ex-
zellente Ubungsbetreuung, Frau M. Gilg fiir das Schreiben der ersten LaTeX-Rohfassung
des Online-Skripts und der Ubungsblitter, und allen HorerInnen, die unermiidlich mitge-
arbeitet haben und dabei auch sehr verdeckte Fehler aufgedeckt haben. Durch die Fragen
und Diskussionen haben alle sehr profitiert.

Karin Halupczok
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