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Aufgabe 1.

(a) Zeige mit dem Dirichletschen Approximationssatz:
Ist α irrational, so gibt es unendlich viele rationale Zahlen
a
q mit

∣∣α− a
q

∣∣ < 1
q2 .

(b) Zeige, dass die Eigenschaft in (a) irrationale Zahlen charakterisiert, d.h.
eine rationale Zahl α erlaubt nur endlich viele Approximationen a

q mit∣∣α− a
q

∣∣ < 1
q2 .

Aufgabe 2.
Für n ∈ N betrachte die Farey–Reihe Fn der Stufe n, das ist die Menge der
Farey–Brüche

Fn :=
{a

q
∈ Q; 0 ≤ a ≤ q ≤ n, (a, q) = 1

}
.

So ist

F1 =
{0

1
,
1
1

}
⊆ F2 =

{0
1
,
1
2
,
1
1

}
⊆ F3 =

{0
1
,
1
3
,
1
2
,
2
3
,
1
1

}
⊆ . . . .

(a) Zeige: Für zwei aufeinanderfolgende Fareybrüche
a

b
<

c

d
in Fn gilt

b c− a d = 1.

(b) Bestimme eine asymptotische Formel für #Fn, wenn n → ∞. [Benutze
ein Ergebnis aus der elementaren Zahlentheorie].

Aufgabe 3.
Für zahlentheoretische Funktionen a, b, c, d mit a = c ∗ b, d ∗ b = ε betrachte die
zugehörigen Dirichlet–Reihen

A(s) =
∑

m≥1

a(m)
ms

, B(s) =
∑

m≥1

b(m)
ms

,
A(s)
B(s)

=
∑

m≥1

c(m)
ms

,
1

B(s)
=

∑

m≥1

d(m)
ms

.

Für U, V ≥ 1 sei F (s) =
∑

m≤U

c(m)
ms

, G(s) =
∑

m≤V

d(m)
ms

.

(a) Zeige:

A

B
(s) = F (s)−B(s)G(s)F (s) + A(s)G(s) +

(A

B
(s)− F (s)

)(
1−B(s)G(s)

)
.

(b) Aus (a) ergibt sich durch Koeffizientenvergleich eine Formel für c(m) als
Summe von 4 zahlentheoretischen Funktionen. Bestimme diese. [Vaughans
Identität]


