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Abgabe: Donnerstag, 26. November 2015, bis 08:30 Uhr in die Briefkéisten im Horsaalgebéude
Aufgabe 1

Bestimmen Sie den Grenzwert und die Haufungspunkte der reellen Folgen (a,)nen, (bn)nen,
(€n)nen, (dn)nen, sofern diese Werte existieren. Falls der Grenzwert existiert, bestimmen Sie
zu € > 0 explizit ein Ny € N so, dafl die Folgenglieder ab Ny héchstens um den Wert € vom
Grenzwert abweichen. Bestimmen Sie auch das Supremum und Infimum der Bilder der Folgen
in R.

1\» 1 falls n ungerade 1
Qp 1= 1__>’ bn:: n’ ’ Cp 1= _1nnn+_’
( n? {1, falls n gerade, (=17 vn n
g falls es ein k € N gibt mit n = 3k,
dp:=q1—21, falls es ein k € Ny gibt mit n = 3k + 1,
2+ ”TH, falls es ein k € Ny gibt mit n = 3k + 2.

Aufgabe 2

Beweisen Sie: Eine reelle Folge (a,)nen ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn

Ve>03dmeNVEkeN): |amir —am| <e.

Aufgabe 3
(a) Zeigen Sie mit dem Cauchy-Kriterium, da§ die durch
2+ a,

+ ay

ar =1, apiq = fir alle n € N

rekursiv definierte Folge (a,,),en konvergiert.
Hinweis: Beachten Sie, da3 1 < a,, < 2 fiir alle n € N gilt.
(b) Bestimmen Sie den Grenzwert ¢ € R der Folge.
Hinweis: 1.) Allgemein gilt: Falls nlljr;(} a, = C, SO ist auchﬂ}iﬁrgo api1 = C,
2+ a,

1+a,
(c) Bestimmen Sie mit den Ideen dieser Aufgabe den Grenzwert von

1
1+ - :\/1+\/1+\/1+....
1+ -

Zeigen Sie mit dem Cauchy-Kriterium

2.) nutzen/beweisen Sie, dafl (a,),eny und ( > denselben Grenzwert haben.
neN

Aufgabe 4

(a) die Divergenz der harmonischen Reihe (a,)nen mit a, := Y, ¢ fir n € N,

(b) die Konvergenz der Folge (by,)neny mit b, := >, ﬁ fir n € N, (Hinweis: Schreiben
Sie b,, — by, als Differenz zweier Abschnitte der harmonischen Reihe.)

(¢c) die Konvergenz der Folge (¢ )nen mit ¢, := > p_, 75 fiir n € N.

bitte wenden



x Bonusaufgabe
Zeigen Sie, dass die Folgen (a,)neny und (by,)nen aus der Bonusaufgabe von Blatt 3 gegen einen
gemeinsamen Grenzwert M = M (ag, by) konvergieren.
Zeigen Sie weiter, dass die Abschétzung

|ap1 — M| < Cla, — M|? (und ebenso |b, 11 — M| < C|b, — M|?)

fiir eine reelle Zahl C' > 0 und alle n € N gilt.
Bemerkung:

(1) Die Abschitzung bedeutet, dafl in jedem Schritt von n nach n + 1 ungeféhr eine Ver-
dopplung der korrekten Nachkommastellen der Folgenglieder mit denen des Grenzwertes
erzielt wird.

(2) Fiir die Startwerte ag := 1, by := = wird ¢, := /a2 — b2 und

V2
1> 2%
k=0
fiir alle n € Ny gesetzt, und es kann
(m — )

VST S T
fiir alle n € N bewiesen werden. Die Methode gehort zu den am schnellsten konvergieren-
den numerischen Berechnungen von 7, die bekannt sind.

*+ Knobelaufgabe
Betrachten Sie die harmonische Reihe, in der diejenigen Summanden gestrichen werden, deren
Nenner die Ziffer 9 in ihrer Dezimaldarstellung enthalten. Zeigen Sie, dass die so entstandene
Teilreihe konvergiert.
Hinweis: Zeigen Sie erst, da8 die Anzahl der Summanden, deren Nenner zwischen 10™~! — 1
und 10™ — 1 liegen, gleich 9™ — 9™~1 ist. Damit kann der Reihengrenzwert nach oben durch
einen endlichen Wert abgeschétzt werden.



