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1 Einfiihrung

Wir betrachten endliche arithmetische Progressionen wie z.B. 5,8, 11,14, 17.

Definition 1. FEine arithmetische Progression (AP) der Linge k € N ist eine Menge
Q C Z der Form

Q={a,a+qa+2qa+3q,...,a+(k—1)q}
mit Startwert a € 7 und Differenz ¢ € IN.

Sei P C Z die Menge der (positiven) Primzahlen.

Beispiele fiir APs aus Primzahlen:
(1) 5,11,17,23,29
(2) {199 +210n; 0 <n <9} = {199,409, ...,2089}

(3) ein Rekord von M. Frind 2003: {376859931192959+-18549279769020k; k = 0,1,...,21}
(mittlerweile kennt man auch APs der Linge 23)

Problem: Gibt es fiir jedes k € N eine AP der Lange k£ aus Primzahlen?
Sei 7(N) := |{p € P; p < N}| die Primzahlzdhlfunktion.

Wegen dem Primzahlsatz 7(N) ~ % nahm man an, dak ca. lo]gVTzN
kin {p € P; p < N} existieren miiften. (Aus der k-Tupel-Vermutung von Hardy und
Littlewood 1923)

viele APs der Linge

Gelost wurde das Problem erst 2004 von Ben Green und Terence Tao:
Satz 1. (Satz von Green-Tao) P enthdlt APs der Linge k fiir jedes k € N, noch schdrfer:

Sei A C P gegeben mit limsupy_, . |A:([]1\}J)V” > 0. Dann enthalt A (unendlich viele!) APs
der Linge k fiir jedes k € N.

Fir k£ =1 gilt die Aussage von Satz 1 mit A = P trivialerweise, da |P| = oo, ebenso fiir
k = 2, da es unendlich viele Primzahlpaare gibt, die eine AP der Léinge 2 definieren.

Fiir £ = 3 wurde die Aussage 1939 von van der Corput bewiesen: es existieren unendlich
viele Tripel aus Primzahlen, die eine AP bilden.

Fiir £ = 4 war die Aussage vor 2004 unbekannt, die beste Anndherung war die von
Heath-Brown aus dem Jahr 1981, der zeigte: Es existieren unendlich viele Quadrupel aus
3 Primzahlen und einer P»-Zahl (eine sogenannte Fast-Primzahl, das ist eine natiirliche
Zahl, die aus maximal 2 Primfaktoren besteht), die eine AP bilden.

Bemerkung 1. Der Beweis des Satzes von Green-Tao ist nicht konstruktiv. Aber er zeigt:
Es gibt eine AP der Linge k£ mit Eintrigen unterhalb von

5(100k)
2222
22

2

Diese Schranke ist ldngst nicht optimal; man vermutet, dafs diese eher die Grokenordnung
k! + 1 haben miifte.

Bemerkung 2. Der Beweis ist ein Mix aus Zahlentheorie, Ergodentheorie (einem Teilge-
biet der Stochastik), harmonische Analysis, diskrete Geometrie, Kombinatorik.
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2 Beweisiibersicht

Ausgangspunkt ist der Satz von Szemerédi: Satz 1 gilt mit Z statt P, d.h.:

Satz 2. (Szemerédi) Sei N € N, Zy = Z/N7Z. Sei § > 0 reell, und sei k > 3 ganzzahlig.
Dann ezistiert ein (minimales) No(9, k) mit folgender FEigenschaft: Ist N > Ny(6,k),
ACZy, |Al > 6N, so enthdlt A eine AP der Linge k.

Die limsup-Bedingung von oben wurde hier ausformuliert.
Verschiedene Beweise von Satz 2 sind bekannt:

e Szemerédi 1969/75: kombinatorisch

e Furstenberg 1977: ergodentheoretisch

e Gowers 1998/2001: mit harmonischer Analysis

Bemerkung 1. Satz 2 kann nicht fiir A = P angewendet werden, da

POLN] _aN) _ 1
N N log N Vo

Die Strategie von Green-Tao ist nun: finde eine Version von Satz 2, mit der dieses Problem
umgangen werden kann. Ausgangspunkt dafiir war eine ergodische Umformulierung, dafiir
zunichst noch die folgende Notation.

Notation. Sei A C Z endlich, f: A — C eine Funktion. Dann ist
1
B(f) =B(f(2) |z € A) = > f(2)
| ’ €A
der Mittelwert bzw. der Erwartungswert von f. Wir schreiben

erA,P(m) f(z)
{z € A, P(x)}]

E(f(z)| P(x)) :=
fiir den Mittelwert der f(z) fiir die z € A, die eine Eigenschaft P(x) erfiillen.

Damit 14kt sich Satz 2 nun umformulieren:

Satz 2°. (Szemerédi, ergodische Version) Sei Veonst : Zn — RY die konstante Funktion
Veonst = 1. Sei 0 < 0 <1, k > 3 fest. Sei N € N grofi, sei f:Zy — RT mit 0 < f(x) <
Veonst (%) fiir alle x € Zy, und E(f(x) |x € Zy) > 6. Dann gilt:

E(f(z)f(x+r)f(x+2r)--- flx+ (k=) |z, r € Zy) > c(k,0) — ors(1)

N——
Nullfolge fiir N—oo

fiir eine reelle Konstante c(k,0) > 0, unabhdngig von f oder N.



Bemerkungen

1, z€A
0, v¢g A
Satz 2’ wieder Satz 2 zuriick.

e Fir f(z) := der charakteristischen Funktion von A, erhalten wir mit

e Die Behauptung von Satz 2’ liefert sogar eine Abschétzung der Anzahl von APs in
A, ndmlich > N? (d.h. > C'N? fiir eine Konstante C' > 0) viele.

Die Strategie ist nun:

o ersetze Veonst = 1 durch ein pseudozufilliges Mak v(z) (kurz “Mak’ v) auf Zy,
ndmlich durch eine geeignete Funktion v : Zy — R mit E(v) = 1+ o(1), wobei
o(1) wieder eine Nullfolge fiir N — oo bezeichne.

e untersuche, fiir welche v Satz 2’ immernoch gilt, dies wird dann der “Satz von
Szemerédi-Green-Tao”

e wihle fiir v eine Funktion, die eng mit Primzahlen zusammenhéngt und deren cha-
rakteristische Funktion geeignet majorisiert, zeige dann: dieses v ist pseudozufillig
(dieser Beweisteil enthilt einen siebtheoretischen Ansatz nach Goldston/Yildirim),
mittlerweile geht dieser Beweisteil rein siebtheoretisch

Zum Beweis des Szemerédi-Green-Tao-Satzes werden Gowers-Normen benétigt:

die Gowers-Norm von f : Zy — R ist dabei
1 fllo= = (B(f(2)f(z+s)f(@+ ) f(x+s+1) |25t € Zy)"",
und || f||gm wird fiir m > 3 entsprechend definiert.
Gezeigt wird folgendes:
Proposition 1. 0 < |fi| < 1,0 < i < k = |[E(fo(x)filx +y) - felz + ky) | z,y €
Zyn)| < min—y i || fil| Diese Abschitzung zeigt: hat ein Faktor f; kleine Gowers-Norm,

,,,,,

so ist auch dieser Erwartungswert klein.

Gleiches gilt bis auf Faktor, falls |fi(z)| < v(z). (“verallgemeinerter von Neumann-Satz”)

Damit wird dann folgendes “Transfer-Prinzip” verfolgt:

Transfer-Prinzip Sei v ein Maf, 0 < |f| < v. Dann existiert eine Funktion g, |g| < 1, mit
E(g(z) |z € Zn) = E(f(z) |z € Zn), d. h. g verhilt sich wie f bzgl. E.

Genauer zeigen wir folgende Aussage, dies wird dann der schwierige Teil:

Proposition 2. Ve > 03f1, fo, fs 1 f = fi+ fo+ f3, /1 € [0,1], f2 € [0,v], || fallor <
e, E(fs(x) |z € Zy) <e.

Idee nun: f; ist hier die einzige wichtige Funktion zur Abschétzung von E(f(x)--- f(z +
ky) | z,y € Zy) wegen dem verallgemeinerten von Neumann-Satz, der fiir fy greift. Der
Fehler bei Ubergang von f zu f; wird also klein sein, und f; ist ohnehin als Fehler
anzusehen. Damit fiihren wir die Aussage auf den bisher bekannten Szemerédi-Satz 2
zuriick, der als “black box” fiir f; benutzt wird.

In den néchsten Abschnitten werden wir also Satz 2/2’ verallgemeinern zum Satz von
Szemerédi-Green-Tao.



3 Pseudozufillige Malie

Sei ab jetzt k > 3 fest, N = |Zy| prim und grok. (Dann sind alle 1,...,k € Zy in-
vertierbar), und wir schreiben o(1) fiir eine Nullfolge, wenn N — oo, und O(1) fiir eine
beschriankte Funktion, wenn N — oc.

Wir behandeln Mafe, darunter verstehen wir hier Funktionen v : Zy — R7T fiir die
E(v) =1+ o0(1) gilt.

Wir werden zwei Bedingungen an Mafe stellen: die Linearformbedingung und die Korre-
lationsbedingung. Diese definieren wir wie folgt.

Definition 3.1. (Linearformbedingung)

Seien my,to, Ly € N klein. Fin Maf v erfillt die (myg,ty, Lo)-Linearformbedingung, falls

qgilt:

Sind fiir m < myg, t < to, rationale Zahlen (L;j)1<i<m C Q derart, daff deren Zihler und
1<j<t

Nenner (der gekiirzten Darstellung) < Lg im Absolutbetrag sind, und sind weiter b; € Zy,
i=1,...,m, ¢ : 2% — Zn, ¥i(z) = 23:1 Lijx; +b; fir x = (x1,...,2¢) € ZY, wobei
Lij € 7y interpretiert wird (da N prim, N > L), sind die (Lij)1<j<t € Q' nicht 0 und
st keines dieser t-Tupel rationales Vielfaches eines anderen, so gilt:

E(v(r(@) - v($m(2)) |2 € Z) = 1+ 015mop0(1) -
———

Bemerkung: Fiir m = 1,t = 1, L1; = 1 erhalten wir die Mafkbedingung E(v) = 1 + o(1)
zuriick.

Definition 3.2. (Korrelationsbedingung) Seimg € N. Ein Maf v erfillt die mg-Korrelations-
bedingung, falls fiir alle 1 < m < myg eine Funktion 7 = 7, : Zny — RT existiert mit
E(79) = Opq(1) fir alle 1 < q < oo gilt (d. h. man hat “beschrinkte Momente”), und so

dafs

E(w(x 4+ h)v(z+ he) vz + hy) |z € Zn) < Z 7(h; — h;)

1<i,j<m
fir alle hy, ... hy, € Zy gill (die h; nicht notwendig paarweise verschieden).
Definition 3.3. (pseudozufilliges Mafs)

Ein Maf$ v heifit k-pseudozufillig, falls v die (k-2%1, 3k — 4, k)-Linearformbedingung und
die 2F=1-Korrelationsbedingung erfillt.

Klar: veonst = 1 ist pseudozufilliges Mak.

Lemma 3.4. Sei v ein k-pseudozufilliges Maf. Dann ist auch vy = st — ”TH ein
k-pseudozufilliges Mafs.

Beweis: Klar ist v1/9 > 0, E(1/2) = 1 + o(1). Fiir die Linearformbedingung ersetze v
durch ”TH in der Definition, dies ergibt eine Summe aus 2™ Summanden, geteilt durch 2™,
jeder dieser Terme ist 1 + o(1). Fiir die Korrelationsbedingung geht man ebenso vor. [J

Auch kann dies fiir (1 — 0)v 4 Oveonsy mit beliebigen 0 < 6 < 1 gezeigt werden.

Unser erstes Ziel ist es nun, die folgende Verallgemeinerung von Satz 2/2’ zu beweisen:
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Satz 3. (Satz von Szemerédi-Green-Tao, Szemerédi-Satz fir pseudozufillige Mafe)
Sei k>3,0< 08 <1 fest, v sei k-pseudozufilliges Maf3, sei f : Ziny — RT eine Funktion
mit 0 < f(z) < wv(x) fir alle x € Zy, und E(f) > 6. Dann gilt:

B/ @) () J @+ (k= D) [ 2,7 € ) 2 ef0,8) = ons(1)

mit derselben Konstanten c(k,0) wie in Satz 2°.

Bevor wir den Beweis angehen, vereinbaren wir einige
Notationen:

Fiir reelles 1 < g < 0o und eine Funktion f : Zy — C definieren wir die L?-Norm von f
als

1fllze = B(1£1)"%, sowie || fl|z= := sup |f(x)].

TELN

Sei L9(Zy) der Banachraum aller Funktionen Zy — C mit der L9-Norm.
L?*(Zy) ist komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt (f,g) := E(fg).

1, ze€Q

0, sonst

Fir Q C Zy sei 1g : Zn — C, 1g(z) = { die Indikatorfunktion von ).

Schreiben auch: lp(x) fiir 1{x€ZN;P(x)}-

4 Uniformitidtsnormen (Gowersnormen) und ein verall-
gemeinerter von Neumann-Satz

Definition 4.1. Sei d > 1 eine Dimension (eine natirliche Zahl, typischerweise =
k—1), sei {0,1} der diskrete d-dimensionale Standardwiirfel, die Elemente seien w =
(Wi, ..., wq) mit w; € {0,1} fir j =1,...d. Wir schreiben |w| := wy + - - - + wq, und fir
h= (hy,..., hq) € Z% definieren wir w - h := wihy + -+ + wghq.

Fir ein {0, 1}%-Tupel von Funktionen (f,)uefo1ye @ L>(Zy) definieren wir das

innere Gowers-Produkt

((fo)wefoaya)va = E( H C¥f (x4 w-h)ze€Zyhe Zﬁl\,),

we{0,1}4

wobei Cf(x) := f(x) die komplexe Konjugation bezeichne.
Kurz schreiben wir: (f,,)pa = E(],C* fu(z +w - h)|z, h).

Beispiel: Fiir d = 1 haben wir die Formel (f,);1 = E(fo(z) fi(x + h)|z, h),
fiir d = 2 haben wir <fw>U2 = ]E(foo(l’)f[)l(m + hg)flo(l' + hl)fll(x + hl + h2)|.f13, hl, hg)

Eigenschaften von (-)a:

e Hingt f, nicht von der letzten Variablen wy von w ab, so gilt:

(f.) :]E( [T ¥l + ) furla + ha + ), )

w'e{0,1}4-1




:IE(|IE<HC|“'|fw/(x T W)y € ZN> 2|0 € Zjlv—l) >0,

w/

Damit definieren wir Gowers Gleichméfbigkeitsnorm von f : Zy — C als

Fllos = {2 = B([[C¥ @+ wh)le € Zyh e 7).

e Es gilt die Gowers Cauchy-Schwarz Ungleichung:

[(fodval < TN follpa

e Es gilt die Gowers A-Ungleichung:

1+ glloe < [ flloe + gl
e Es gilt |lcf]lge = ||| f]|ya, also sind die U4-Normen Seminormen.

o Esgilt [[fllor <[[flloz < [l fllvs < -
e Die U'-Norm ist keine Norm: || f||;n = |E(f)]|, dies kann = 0 sein mit f # 0

e Die U?-Norm ist eine Norm: Es gilt die Formel

7l = (1)
3

fiir die Fouriertransformierte f(€) := E(f(z)e(—z&/N)|x € Zy), wo e(t) := exp(2mit).
Demnach ist || f||gz = 0 < f = 0. Da die Normen von f monoton steigend in d sind,
sind dann auch die U%Normen fiir d > 2 echte Normen.

Lemma 4.2. v sei k-pseudozufillig. Dann gilt: ||V — Veopst||ga = ||V — 1]|ya = o(1).

Beweis: Da die U%Normen nichtfallend in d sind, sei ohne Einschrinkung d = k — 1.
Damit geniigt es, zu zeigen: E(][_(v(z + wh) — 1)|z, h) = o(1).

Die linke Seite ist ausmultipliziert

= Z (—1)|A|]E<Hu(x+wh)]x,h>.

AC{0,1}+-1 weA

Der E-Ausdruck darin ist von der Form E(v(¢q(z)) -« v(ya(z))|z € Z) = 1+ o(1),
denn v ist k-pseudozufillig, daher kann die (271, k, 1)-Linearformbedingung angewendet
werden auf die |A| < 287! vielen Linearformen 11, ..., 14|, die nur eine Anordnung der
Linearformen = + wh sind; diese haben k viele Variablen (ndmlich x,hq,..., hx_1), und
die Koeffizienten sind maximal durch 1 beschrankt.

Somit erhalten wir fiir die linke Seite = ZAQ{O,l}k—1<_1)|A‘ +o(1) = (1 —-1)*1+0(1) =
o(1). O
Wir zeigen nun folgenden Satz, der die Kernidee fiir den Satz von Szemerédi-Green-Tao
ist:



Proposition 4.3. (Verallgemeinerter von Neumann-Satz): Sei v ein k-pseudozufilliges
Map, seien fo,..., fr-1 € LYZy) mit |fj(x)| < v(z) +1 fir allex € Zn, 0 < j <k —1.

Dann st
k-1

(] fitw+ir)lw.r € Zn) = O min |[fylloes ) +o(1),

0<j<k—1
J=0
Bemerkungen:

e Ersetze die Voraussetzung |f;(x)| < v(x) + 1 durch |f;(z)| < v(z), es geniigt, den
Satz in dieser Version zu zeigen! (Denn ist v(z) < fj(z) < v(z) + 1 fiir ein z,
betrachte das Mafk (v(z)+1)/2 > |f;|/2 (ebenso k-pseudozufillig nach Lemma 3.1),
die Behauptung fiir f;/2 liefert dann die Behauptung fiir f;.)

e Mit demselben Trick konnen wir annehmen, daf v(x) > 0 ist fiir alle .

o Weiter sei ming<j<x—1 | fjllus-1 = || follyx-1, denn der folgende Beweis geht auch
dann durch, wenn das Minimum bei irgendeinem j, statt 0 angenommen wird.

e Damit bleibt zu zeigen:
k-1
) !
B( I fite +n)le.r) £ Ol folluss) +o(1).
§=0

Fiir den Beweis benotigen wir ein Hilfslemma, das eine Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung ist, und dafiir die folgende Notation:

Fir 0 <d<k-—qy= @, .01) €ZN Y = Wh_g - Vp1) € L%, fiir § C
{k—d,..., k—1} definieren wir y¥ = (y§5), o ,y,(i)l) € 7k als

O Yi, &0,
v Y, iesS

Das bedeutet, S gibt an, welche der letzten d Komponenten von y) von y; auf v, “um-

geschaltet” werden. Damit formulieren wir eine Cauchy-Schwarz-Ungleichung wie folgt.

Lemma 4.4. (Cauchy-Schwarz) Sei v : Zy — RT Map, seien ¢q, ..., op_1 : Zht — Ly
Funktionen in k — 1 Variablen y;, wobei ¢; nicht von y; abhdingt, 1 < i < k — 1. Seien
fos -y fro1 € LYZy) Funktionen mit | f;(z)| < v(z) fir alle x und i.

Fir0<d<k—1 definieren wir

k—d—1

w=8( ]I [T e - I 26, v).

SC{k—d,....k—1} =0 i=k—d

und

Pe=B( I voea®)ly),

Dann gilt fir 0 <d <k —2:|J4]*> < PyJgs.



Beweis: Da ¢5_4_1 unabhéngig von y;_4_1 ist, schreiben wir

Ja=E(G(y,y)H(y,y' )|y, y' ohne yx_q1)
mit

G(y, y') = H C‘S‘fkfdfl(gbkfdfl(yw)))V71/2(¢k7d71(y(s)))

und
H(y.y') 1=E( 11 H CEUi(oily™)) 1:[ v 2(0i(y) | Yh-a eZN).

Dann zeigt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, daf
[Jal* <B(GP|...) - E(HF...)

gilt, wobei der erste Faktor < Py ist wegen |fi_a_1(de—a1(¥"))| < v(dr_q_1(y¥*®)), und
der zweite lakt sich durch Variablensubstitution auf J;,; bringen. O

Wendet man dieses Lemma (k — 1)-mal an, so folgt:

k—2
ok—1 ok—2—d
Bl < g [T P
d=0

wobei Jo = E([[, fi(¢:i(v))|ly € Z% ) bezeichnet.

Nun zum Beweis von Proposition 4.3: Wir wahlen die ¢; geschickt nun so, daf diese eine
AP der Lange k durchlaufen. Dafiir setzen wir

k-1 .
i
¢i = (1——) furz:O,,k—l
(v) Z_; HE
j_
Dann ist ¢o(y) = y1 + - + yk 1, ¢i(y) unabhéngig von y;, die ¢;(y) bilden eine AP der
Lange k£ und Differenz Z

J= 1 J'
Betrachte nun die Funktion ® : 75 — 73,
o Y2 Yk—1 )

) - A= A E
(W)= (4, T+ 5 T ),

diese ist eine “gleichmibige Uberdeckung”, das bedeutet, dak ® : A — B surjektiv ist
und alle Fasern {®~1(b);b € B} die gleiche Kardinalitit haben. Bei einer gleichmiiRigen
Uberdeckung gilt fiir alle f : B — C die Gleichung E(f(®(a))|a) = E(f(b)|b), somit folgt
fiir die linke Seite der Behauptung in Proposition 4.3, dafs diese

Hfzx—i-zr |z, ) = l_IﬁgzﬁZ |yEZ?\fl):Jg

ist.



Wir haben P; = 1+ o(1) fiir alle 0 < d < k — 2, da v k-pseudozufillig ist und daher die
(24, k — 1 + d, k)-Linearformbedingung gilt. Somit ist

T3 < (4 o(1)) Jiy

Fiir y € Z5™ fest durchlduft ¢o(y®) mit S C {1,...,k — 1} die Menge {z +w-h:w €
{0,131} wobeiz =y + -+ +yp_yund hy =y, —y;, i = 1,..., k — 1 ist. (Die Addition
mit h; ersetzt in  den Summanden y; durch y/.)

Somit ist (wobei y,_; durch z — y; — -+ - — yg_o ersetzt ist):

Jp1 = E(W(m, o I CMfla+w-h) e, h>

we{0,1}k-1
mit
k—1
Wy = B( T TIv"6d+om) ..o o)
we{0,1}k-1 i=1
k—1
i=1 wefo,1}k-1
wZ':O
Nun ist

B TT chteto h) o) =Rl

wef{0,1}k-1

Daher geniigt es, zu zeigen:

E((W (z,h) = 1) [[ € fo(z + wh)|z, h) = o(1).

Dafiir wiederum geniigt es, zu zeigen (da |fo] < v):

E(W (x,h) = 1| [T v(w + wh)la, h) = o(1).
Wegen Lemma 4.2 (|| — 1||ya = o(1)) ist E(][, v(z + wh)|z,h) = O(1), also geniigt es
mit CS, zu zeigen:

Lemma 4.5. '
E(W (z,h) — 1 T] v(z + wh)|z, h) = o(1).

Durch Ausmutliplizieren des Quadrats reicht es dann, zu zeigen:

E(W (2, h)? [ v(z + wh)|z,h) =1+ o(1), ¢=0,1,2.

w

Fiir ¢ = 0 benutze die (2871 k, 1)-Linearformbedingung fiir die Formen z + wh in den
Variablen x, hy, ..., hg_1.
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Fiir ¢ = 1 benutze die (2*72(k+ 1), 2k — 2, k)-Linearformbedingung fiir die Formen ¢;(y +
wh), w; =0,1<i<k—2 sowie ¢p_1(x —y; — - —yp_2+wh), w1 =0, z+wh in den
Variablen x, hq, ..., hg_1,y1, ..., Yp_o.

Fiir ¢ = 2 benutze die (2871k, 3k —4, k)-Linearformbedingung fiir die Formen x+wh, ¢;(y-+
wh),w; =0,1<i1<k—1,¢(y+wh),w; =0,1 <i<k—1(beachte yp_1 =x—y; — - —

Yk—2, Yp_1 = T—Y, — - —1Y)_o) in den Variablen =, hy, ... hx_1,Y1, -, Ys—2, Y1, - - -, Yp_o-
Il

5 Anti-Uniformitat
Fir k£ > 3, wenn die Gowers-Norm || - ||»-1 eine echte Norm ist, definieren wir die duale
(U*1)*-Norm von g : Zy — C als

gllgere = sup{[{f, 9)| s f € UM H(Zn), || fllowr < 1}

Zur Erinnerung: (f,g) := E(fq) = % Y eezy f(T)g(2)
Definition. g heifit Gowers-antiuniform, falls | g||yr-1+ = O(1) und ||g||z~ = O(1).

Bs gilt: [(f, 9)] < [Iflux-rllgllgn--
Definition. Fir F' € LY(Zy) definieren wir die duale Funktion von F als

DF () := ]E( I c“"'Fla+wn)he va‘l)

we{0,1}k-1 w#0

Lemma 5.1. Sei F' € L'(Zy). Dann gilt:

k—1__
(it) | DF|lywre = [|Fl[Fs

(111) Ist v k-pseudozufillig und |F(z)| < v(z) + 1 fir alle v € Zy,
s0 gill | DF ||z < 2271 4 0(1).

Beweis: (i): Definition einsetzen und ausschreiben.

(ii): Sei ohne Einschrinkung F # 0, es geniigt dann mit (i), fiir beliebige Funktionen
f € LYZy) zu zeigen:
k—1_
(L DE) < | fllow- |1 F (1
Die linke Seite ist hier der Betrag des inneren Gowers-Produkts (f,)yr-1, wo fo = f
und f, = F fir w # 0 ist. Die Gowers-Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert dann die

Abschétzung.

(iii): Es ist F7 < 2- = 211/, und daher DF < 92"t “'Duy . Weiter ist
Duy jo() (HVW (x4 wh)|h € ZhT 1) =1+4o0(1)
w#0

aufgrund der Linearformbedingung fiir das k-pseudozufillige Maf vy/5. Dies zeigt die
Abschétzung. O
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Definition. Ist F' punktweise beschrinkt durch v + 1, v k-pseudozufillig, so heifst DF
antiuniforme Basisfunktion.

Bemerkung: Diese ist antiuniform falls || F'||x-1 = O(1), nach (ii) und (iii) des Lemmas.

Proposition 5.2 (Uniforme Verteilung bzgl. anti-uniformer Basisfunktionen). Sei v k-
pseudozufillig, K > 1, ® : CX — C stetige Funktion, seien DF}, ..., DFx antiuniforme
Basisfunktionen, und sei ¢ : Zn — C definiert durch

V() := ®(DFi(x),..., DFk(x)).

Dann gilt
(v—1,9) = oga(1).

Zusatz: Durchlduft ® eine kompakte Menge von stetiger Funktionen in der L..-Topologie,
dann sind die Schranken gleichmdfig in ® (d. h. man kann dann ok (1) durch ok (1)
ersetzen).

Wir filhren den Beweis in zwei Schritten: Erst behandeln wir Polynome ®, dann folgt ein
Approximationsargument. Weiter ersetzen wir die Voraussetzung |F;(z)| < v(z)+ 1 ohne
Einschrinkung durch |Fj(z)| < v(z) (wieder durch Ersetzen von v durch “£).

Zum ersten Schritt:

Lemma 5.3. Seid > 1, P ein Polynom in K Variablen vom Grad d und mit komplexen,
von N unabhdngigen Koeffizienten. Dann gilt:

||P(DF1, e ,DFK)HUk—l* - OK,d,P(l)-

Beweis: Ohne Einschriankung sei P ein Monom, und zwar P(z1,...,2x) = 212Kk
(erweitere K auf dK, wiederhole Fj, wenn nétig).

Dann geniigt es, zu zeigen:
K
!
j=1

fir alle f: Zy — C mit || f]|gr—1 < 1.

Die linke Seite ist
K

E(f(x)H]E( I Fj(x +w-hD) | n) € Z57)

=1 we{0,1}5~1, w0

I'EZN>.

Die Substituion h) = h + HU) gibt denselben Wert fiir jedes h € Z5 ', daher bilden wir
noch den Erwartungswert iiber A und formen den Ausdruck um in

E(f(ﬂf>[[1E( [I Fetw HY+w-h)|HD ez

we{0,1}F~1, w0

xGthGZﬁO-

Durch Vertauschen der Erwartungswerte nach x, h und H schreiben wir den inneren Aus-
druck als inneres Gowers-Produkt, namlich wir erhalten

E<<(fw,H)w€{0,1}k—1>U’“—l ‘ H e (Zlf\f_l)K)7
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wobei H = (HW,... HE)) foy = f, und fopy := gon fiir w # 0, wobei w - H :=
(w-HW .. w-H%) und

K
W () = HFJ(:L' + u9) fiir alle uV ... u) € Zy.

Jj=1

Nach der Gowers-Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist dies

SE(H]‘HW—I T sl

we{0,1}*=1, w#0

He @),
daher geniigt es, zu zeigen, daf

B( I el

we{0,1}k-1 w#0

He (Z@—l)K) = Ok(1).

Nach der Holderschen Ungleichung geniigt es wiederum,
E(lgonllf " | H € (257)) = 0k (1)

fiir jedes w # 0 zu zeigen, und da 2¥~1 —1 < 2¥=1 reicht nach Héldern auch der Nachweis
von

2k1

E(lgorl?s | H € (Z1H)5) = 0k (D).

Die Abbildung ® : ZK — (Zk"1)X H — wH ist eine gleichmiiRige Uberdeckung fiir w # 0
(d.h. ® : A — B ist surjektiv und alle Fasern ®~!(b) haben die gleiche Kardinalitit. Dafiir
gilt dann fiir alle f : B — C: E(f(®(a))|a) = E(f(b)|b)).

Somit ist die linke Seite gleich

u(K)HUk 1 ‘ ult (K) € ZN)

.....

:( 11 Hm+ua>+hw>

@ef{0,1}k-1 j=1

x € Ly, h € ZE 1, (1,...,u(K)eZN>

K
:]E(H]E H Fi(z +u% + -0 |u € Zy) erN,hEZ’jV_1>
Jj=1 @e{0,1}k-1
gE(E v(z +uth-o) \ueZN) erN,hezfv—l)
wef{0,1}k-1 =y
:]E<]E viy+h-o ‘yEZN) 'heZ’fvl),
@ef{0,1}k-1

zu zeigen ist nun die Beschrinktheit dieses Ausdrucks. Aufgrund der Korrelationsbedin-
gung fiir v (das einzige Mal, wo diese benutzt wird!), gilt

]E( I vw+nr-o

@e{0,1}k-1

ye ZN) < Y - @-d))

0,0 €011, G
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wobei 7 derart ist, daR alle E(7%) = O,, (1) sind (hier ist m = 2*"1 —1).

Somit geniigt es nach Anwenden der Dreiecksungleichung in L (Zﬁ,—l), zu zeigen dafl
E(r(h- (@ — &) | heZi™) = 0k(1)

fiir alle verschiedenen @, &’ € {0,1}%~1 gilt.

Die Abbildung h + h- (& —&') ist wieder eine gleichmifkige Uberdeckung (Zy)*~! — Zy,
also ist die linke Seite gleich E(7%) = Og(1). O

Nun der eigentliche Beweis von Proposition 5.2: Sei ®,v gegeben, ¢ > 0. Die Werte
von DFj liegen wegen |DFj||r~ < 22°'~' + o(1) fiir grokes N im (kompakten) Ball
{z € C; |z| <2°"'}. Nach dem Weierstrakschen Approximationssatz likt sich ® dort
approximieren durch ein Polynom P, d.h. so daf

||(I)(DF1, . 7DFK) — P(DFl, c. 7DFK)||L00 S E.
Es folgt:
(v —1,( = P)(DF,,..., D)) < By — 1))z < 2+ o(1)e
wegen E(r) = 1+ o(1). Andererseits ist

(v —1,9(DFy,...,DFk)) < |lv—1||ye1|| P(DFy, ..., DFk)||gr—1+ = 0k (1)

wegen ||v — 1]|pr-1 = o(1) (Lemma 4.2) und Lemma 5.3.

Somit ist dann

(v —1,®(DFy,... DFk))| < 4e,
wenn N grof genug ist (abhingig von K ¢).
Der Zusatz ist klar: Man iiberdecke die kompakte Menge mit endlich vielen Béllen. [

6 Verallgemeinerte Bohr-Mengen und o-Algebren

Seien ab jetzt alle Funktionen auf Zy reellwertig.

Definition 6.1. e o-Algebra B in Zy: System von Teilmengen von Zy, inkl. ) und
Zy, abgeschl. unter Komplementbildung, Vereinigungen, Schnitten

o Atome einer o-Algebra B: minimale, nichtleere Elemente von B (bzgl. Inklusion),
die Atome von B entsprechen bilden eine Partition von Zy und umgekehrt

o f € LUZy) heifst mefbar bzgl. B, falls alle {f~'({z}); * € R} in B liegen, d.h. f

ist konstant auf jedem Atom von B
o LY(B) C LYZy) sind die B-mefbaren Funktionen mit LI-Norm

e Konditioneller Erwartungsoperator: E(f|B)(z) := E(f(y)ly € B(zx)), wobei B(x)
das Atom bezeichnet, das x enthdlt. Ist B' eine Subalgebra von B, so folgt E(E(f|B)|B').
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o Sind By,...,Bg o-Algebren, so ist By V ---V By die davon erzeugte o-Algebra, d. h.
die Atome davon sind die Schnitte der Atome in By, ..., Bg. (Fir K =0 ist diese

={0,Zy}.)

Proposition 6.2. (Jede Funktion erzeugt eine o-Algebra) Sei v k-pseudozufillig, 0 < € <
1,0<n<1/2, Ge L®(Zy) Funktion mit Werten in I = [—22""" 22""'] C R. Dann gibt
es eine o-Algebra B, ,(G) mit:

o Fiir jede o-Algebra B gilt

|G = E(GIBV By (G)) || =@y < €

e B.,(G) wird von hichstens O(1/¢) vielen Atomen erzeugt.

o Ist A ein Atom in B.,(G), so gibt es eine stetige Funktion V4 : I — [0,1] so daf

[(1a = WA(G)) - (v + Dl Lrzy) = O)-

Weiter: U4 liegt in fester, kompakter Menge E = E., von C°(I) (unabhingig von
F,v, N, oder A).

Beweis:

Es gilt

1
/ ZE(1G’(x)e[a(n—n—i-a),a(n—i—n—i-a)](V(x)+1) ‘ S ZN) da = 27]E(V(I)+1|ZE S ZN) = 0(77),
0

nez

also gibt es nach dem Schubfachprinzip ein 0 < o < 1 mit

> E(lewelmotaycminia) V(@) + 1) | z € Zy) = O(n). (*)

nez

Nun sei B.,(G) die o-Algebra, dessen Atome die Mengen G~ !([e(n + a),e(n + 1 + «)))
fir n € Z sind. Da die Intervalle [e(n + a),e(n + 1 + «)) die reelle Achse aufteilen, ist
diese wohldefiniert. Auf einem Atom von BV B, ,(G) hat also G Werte in einem Intervall
der Lénge ¢, so dak (i) folgt.

Zu (iii): Sei A := G"Y([e(n + a),e(n + 1 + «))) ein nichtleeres Atom. Da G Werte in [
annimmt, gilt n = O(1/e), da A sonst leer wire; damit folgt bereits (ii).

Sei nun v, : R — [0, 1] eine feste stetige Ausschneidefunktion mit

)L zepl—n,
Wm)_{o, v [-n1+n’

und setze W4(x) := 1, (£ —n — a). Dann folgt mit (*) die Abschiitzung in (iii). Werden
aukerdem alle Atome A durchlaufen, liegen die ¥, in einer kompakten Teilmenge FE. ,
von C°(I), da n und « beschrinkt. O

Nun betrachten wir fiir G Gowers-antiuniforme Basisfunktionen (die Atome der zugeho-
rigen o-Algebra werden als ,yverallgemeinerte Bohrmengen“ betrachtet.
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Proposition 6.3. Sei v k-pseudozufillig, K > 1, DFy,...,DFx € L>®(Zy) seien Gowers
antiuniforme Basisfunktionen, 0 < e < 1,0 <n <1/2, B.,(DF}), j =1,..., K, wie in
Proposition 6.2. Sei B := B, ,(DFy)V ...V B.,(DFk). Ist n < no(e, K) hinreichend klein
und N > Ny(e, K,n) hinreichend grofS, so gilt

|DF; — E(DF}|B)|| 1o (zy) < € fiir alle 1 < j < K.
Weiter existiert eine Menge €2 in B so daf
E((v + 1)1a) = Ok (n'?)

und
(1= 10) - B(v = 11B) | z=(zy) = Ox.c(n"?)
gilt.
Beweis: Die erste Abschétzung folgt direkt aus Prop. 6.2(i). Zum Beweis der Existenz

von €2: B wird von Ok (1) vielen Atomen erzeugt, da jedes B.,(DF;) von O(1/e) vielen
Atomen erzeugt wird nach Prop. 6.2(ii).

Def.: Ein Atom A von B heift klein, falls E((v +1)14) < 7'/2, und sei Q die Vereinigung
aller kleinen Atome. Also gilt E(v + 1)1q = Ok .(1)n*/2.

Nun zur letzten Abschitzung der Proposition. Dafiir geniigt es, zu zeigen:

E((v = 1D14)

_ B L 1/2
B, E(r — 1|A) = 0gen(1) + Ok (n"/?)

fiir alle A, die nicht klein sind. Ist A nicht klein, so gilt
E((v — 1)14) + 2E(14) = E((v + 1)14) > 1'%
Daher geniigt es wiederum, zu zeigen, daft
E((r — 1)14) = 0k e (1) + Ok (1)

Andererseits gilt A = A; N ... N Ak, wobei A; ein Atom von B.,(DF}) ist. Mit Prop.
6.2(iii) und Induktion folgt dann die Existenz einer stetigen Funktion ¥, : I® — [0,1]
mit

|(v +1) (14 — WADF, ..., DF)) |11y = Oxc ().

insb.
(v =1)(1a = Va(DEF, ..., DF))|L1(zy) = Ox(n). (-+)

Dabei gilt: W4 liegt in einer kompakten Menge E., x von C°(I*) nach Prop. 6.2 (iii,
Zusatz), so daf wegen Prop. 5.2 gilt:

E((v — 1)U4(DF,, ..., DFx))) = ox.en(1)

fir N > Nyo(K,e,n). Also folgt mit der Dreiecksungleichung daraus und aus (+) die
Behauptung. O
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7 Ein Furstenberg-Turm und der Beweis des Satzes von
Szemerédi-Green-Tao

Wir gehen aus von folgendem Zerlegungssatz:

Proposition 7.1. (Verallgemeinerter Koopman-von Neumann Struktursatz)

Sei v k-pseudozufillig, f € L'(Zy) nichtnegativ mit 0 < f(z) < v(z) fir alle v € Zy,
0 <e <1 klein, N > Ny(e) hinreichend grof. Dann existiert eine o-Algebra B und eine
Ausnahmemenge Q) € B mit:

(1) E(rvlg) = o.(1) ,Kleinheitsbedingung
(ii) |(1 —10)E(v — 1B)| 1~ = 0-(1) LU ist auferhalb Q gleichmdfig verteilt*
(iii) ||(1 = 10)(f — B(f|B))||gt— < e/?" o f st uniform*

Bemerkung: Nach dieser Proposition zerlegt sich f additiv zu f = fy + fur + laof,
bestehend aus einer uniformen Funktion

fo =1 =1a)(f — E(f|B)),

einer antiuniformen Funktion

for = (1 —1a)E(f|B)

und einer Fehlerfunktion 1q f.

Beweis von Satz 3 (Szemerédi-Green-Tao) mit Proposition 7.1:

Seien f und § wie in Satz 3 gegeben, sei 0 < € < 0 fest (wird spéter gewihlt). Sei B und
2 € B wie in der Zerlegung von Proposition 7.1 gegeben, weiter fy und fyo zu f wie
oben definiert.

Dann gilt wegen der Mefbarkeit von €2, f < v und der Voraussetzung E(f) > § und
7.1.(1):

E(fyr) = E((1 - 10)f) > E(f) — E(vla) > 6 — o-(1).
Wegen 7.1(ii) ist f;o beschrénkt durch 14-0.(1), da fyr < (1—1)E(f—1|B)+1 < o.(1)+
1. Da f nichtnegativ, ist auch f;;1 nichtnegativ. Daher 1t sich Satz 2’ auf fi;1 — o-(1)
anwenden, und es folgt:

E(fos(@) fur(x+r)--- fur(e+ (k= D)z, r) = c(k,0) — okse(1) (+)

Wegen 7.1(iii) ist || fu||gr— < el/2t

Nun ist (1 — 1g)f punktweise beschriankt durch v, und f;1 ebenso durch 1+ o.(1), also
ist fy punktweise beschriankt durch v + 14 o.(1) (denn fy = (1 — 1q)f — fy1). Damit
kann der verallgemeinerte von Neumann-Satz, Proposition 4.3, eingesetzt werden, nach
diesem folgt, dafk gilt:

E(fo(z)fi(z +7) - froi(z + (k= )|z, r) = O(?), (*)
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wobei jedes f; gleich fi; oder fi;1 ist, aber mindestens eines der f; gleich fy ist. Damit
besteht (*) also aus 2F — 1 vielen Abschiitzungen, fiir jede mogliche Kombination der f;
(auber der in (+)) also eine.

Alle diese Abschitzungen werden nun aufaddiert; mit f := fy + fyr+ erhilt man also
E(f(x)f(z+7)-- fl@+ (k= 1)r)]a,r) > c(k,6) — O(Y*") = 0r,52(1)
Da0< f=(1-1q)f < f ist, folgt
E(f(x)f(x+7)- - f(x+ (k= Drle,r) > c(k,0) — OEY*) = opse(1).

Da ¢ beliebig klein gewdhlt werden kann, folgt die Behauptung. O]

Bleibt nun der Beweis des Struktursatzes, Prop. 7.1. Hierfiir wird die o-Algebra
B und die Ausnahmemenge €) iterativ konstruiert. Man startet mit B = {0, Zy}. Ist
f—E(f|B) schon uniform (d.h. gilt 7.1.(iii)), so ist man fertig, und ansonsten findet man
eine geeignete antiuniforme Basisfunktion DF und nimmt dann B.,(DF) zu B hinzu,
wobei aber die Ausnahmemenge nach Prop. 7.2 vergrofert wird. Dies wird solange durch-
gefiihrt bis f — E(f|B) geniigend uniform ist. Dabei zeigt Prop. 7.2, dak die L>-Norm
von E(f|B) (aukerhalb ) schrittweise wichst, aber E(f|B) auferhalb Q gleichméfig be-
schriankt bleibt, so dafs der Algorithmus — rechtzeitig — abbrechen mufs. Wir prézisieren
die Idee im folgenden. Dafiir werden die Abschétzungen (i) und (ii) in Proposition 7.1. in
jedem Schritt ersetzt durch

i)k E((v+ Dlg,) = Oke(n'?)
i)k (1 =10 )E(v —1Bk)| e = Ok.(n'"?)

Diese Eigenschaften bleiben in jedem Iterationsschritt erhalten laut Proposition 7.2.

Konstruktion von B und ():

Sei 0 < n < ¢, Ky die kleinste natiirliche Zahl > 22k/6 + 1, und sei 0 < K < K,.
Konstruiert wird eine Folge von antiuniformen Hilfsfunktionen DF},... , DFk auf Zy,
Ausnahmemengen Qy C ) C --- C Qg C Zy, und eine aufsteigende Folge von o-
Algebren By C --- C B wie folgt:

Schritt 0: Initialisiere K := 0, Qg := (.

Schritt 1: Definiere Bx := B, ,(DFy)V -+ -V B.,(DFk) (mit den o-Algebren zu den DF;
geméf Proposition 6.2). Setze Fx 11 := (1—1q, )(f —E(f|Bk)). (Dabei wird By = {0, Zxy}
und F; := f — E(f) gesetzt, so dak (i)p und (ii)o schon gelten.)

Schritt 2: Falls | Fxq||pe_y < e/, d.h. (iii) gilt, setze Q := Qx, B := By und breche
den Algorithmus erfolgreich ab.

Schritt 3: Falls || Fxi||pr-1 > /2", definiere By == Bx V B.,,(DFk1). Nach Propo-
sition 7.2 existiert eine Ausnahmemenge Qg1 O Qp, mit der (i)x,1 und (ii) g1, sowie
die ,Energiezunahmeeigenschaft® gilt.

Schritt 4: Erhohe K auf K + 1. Falls K > K, breche den Algorithmus mit Fehler ab,
ansonsten gehe zu Schritt 1.
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Mit dieser Konstruktion und der Verwendung von Proposition 7.2, die wir gleich im An-
schlufs zeigen, beweisen wir nun Proposition 7.1:

Endet der Algorithmus erfolgreich in Schritt 2, so ist K < K. Dann wahlen wir 7 klein
so, dafs aus (i) x und (ii) ¢ die urspriinglich zu zeigenden Abschétzungen (i) und (ii) folgen.
Die Abschitzung (iii) gilt wegen Eintretens von Schritt 2.

Es bleibt zu zeigen, dafs ein Abbruch in Schritt 4 nicht eintreten kann: Falls doch, so
betrachte man die Ky-te Iteration davor.

Wir untersuchen nun die ,Fnergien®

Ex = [[(1 = 1o )E(fIB) 122y,  0< K < Ko+1.

Die Energiezunahmeeigenschaft von Prop. 7.2 besagt, dak Ex.1 > Ex + 272" Tle fiir
0 < K < K gilt. Andererseits ist wegen Prop. 7.2 (iii) aber 0 < Ex <1+ OK7E(771/2) fiir
alle 0 < K < K.

Ist n < no(K, €) hinreichend klein, widersprechen sich beide Abschidtzungen aber gerade
fiir K = K. Dieser Widerspruch zeigt, dak ein Abbruch in Schritt 4 doch nicht erfolgen
kann. O

Damit bleibt zum Beweis noch die Proposition 7.2 {ibrig, die wir jetzt angehen.

Proposition 7.2. (Iterativer Schritt)

Sei v k-pseudozufillig, f € L'(Zy), 0 < f(z) < wv(z) fir allex € Zn, 0 <n <K e < 1
klein, K > 0 ganz, sei n < no(e,K), N > Ny(e,K,n), seien Fi,...,Fx € L' (Zy)
Funktionen mit

|Fj(@)] < (1+ Ok (")) () + 1)

fiir alle j und x. Sei B := B.,,(DFy)V - -V B ,(DFk) mit o-Algebren wie in Prop. 6.2.
Weiter gebe es eine Menge Q C Zn mit (i)x und ().

Sei Frey1 = (1 — 10,))(f — E(f|Bx)), und gelte | Fii1||pr-1 > €%, Dann gilt:

(iv) (1 = Lo, )E(fIBr)lz~zy) < 1+ Oke(n'/?)
(v) |[Frs(@)] < (1+ Oge(n'/?)(v(x) +1).

Ist Bxy1 := Bg V B.,(DFk11), so gibt es weiter eine Menge Qi1 O Qx mit (1)1,
(ii)k+1, und der Energiczunahmecigenschaft Ex.q > Ex + 272" e,

Beweis von Proposition 7.2:
Da f < v, folgt aus (ii)x bereits (iv).
Aus (iv) und der Definition von Fq folgt bereits (v).

Daher sind DF}, ..., DFk,; Gowers antiuniforme Basisfunktionen (bis auf den multipli-
kativen Faktor (1 + Og.(n'/?)).

Aus Lemma 5.1 folgt dann, dak |DEj|~ < 22 '~' 4 Ok (n"/?) fiir alle j gilt, wenn N
grof ist (nach Ausskalieren des Faktors (1 + O (n'/?)).
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Nach Proposition 6.3 existiert somit eine Menge Q € B4y mit E((v+1)15) = Ok .(n'/?)
und [|(1 — 15)E(v — 1|Bgs1) ||z = Ok.(n'/?).

Wir setzen dann Qg = Qx UQ, so daR damit also (1) k11 und (49) 41 gilt.

Zu zeigen bleibt damit die Energiezunahmeeigenschaft: Zur einfacheren Notation schrei-
ben wir hier € fiir Qg, Q' fiir Qgy, B fiir By, B' fiivr By, F fiir Fg und F' fiir Fy.

1/2k

Aus der Voraussetzung || F'||gr-1 > ¢'/*" folgern wir, daf

(1= 10)(f = E(f|B)), DF")| = |{F", DF")| = ||F'|[}5 ", > /2.
Andererseits gilt

(1o = 1a)(f = E(f]B)), DF)| < ||DF'||1~E((1er — 1o)If — E(f[B)])
= Ore(n'*)E((ler = 10)(v + 1)) = Ok.c(n"/?)

wegen obiger Abschétzung fiir | DFj|| 1, sowie

(1 = 1a)(f — E(f|B)), DF' — E(DF'|B))|
< [|[DF' —E(DF'|B) ||z~ - E((1 — 1o)|f —E(fIB)])
< O()E((1 - 1) (v + 1)) = O(e)

wegen der entsprechenden Abschétzung in Proposition 6.2.

Mit der Dreiecksungleichung lassen sich alle drei vorigen Ergebnisse zusammensetzen zu
der Abschitzung

(1= Lo)(f = E(f]B), E(DF'|B))| > £'/* = Ok..(n"/?) = O(e).

In dieser laft sich nun wegen der Mefbarkeit der Funktionen 1 — 1 und E(DF'|B’) bzgl.
B’ die Funktion f durch E(f|B’) ersetzen, und wir erhalten

(1 = 1o)(E(f|B) — E(f|B)), E(DF'|B)| > £/ = O c(n'?) = O(e).

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die wir auf die linke Seite anwenden koénnen, er-
halten wir wieder mit der bekannten Abschétzung von |[|[DF’| 1, daf

(1= L) (E(f|B") = E(fIB) 12 > 27> "2 = Ok .(n'/*) = O(e).
AuRerhalb von Q ist E(f|B) <1+ Og.(n'/?) wegen (iv), also ist fiir kleines n:
(Lo = L) E(fIB)IIZ: < 2|lo — loliz < 2[lor = lolln < E(ly) = Ok(n"?)

nach (i) g, welches fiir v+1 formuliert war, so daf deshalb auch E(1¢/ ) abgeschitzt werden
kann.

Damit geniigt es nun, die Behauptung

(1= 1) EIB) 2 = (0~ 1) E(IB) 3 + 272 - Oxc(n?) - O(e)

zu zeigen, wobei wir dann die O-Terme mit dem Summanden 272 *2¢ zusammen abschiit-
zen, um die behauptete Energiezunahme zu erhalten.
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Wir schreiben hier die linke Seite als

= |1 = 1) E(f[B) + (1 — Lo )(E(f|B) — E(f|B))l|7=
= (1 = 1a)E(fIB) 7> + (1 — 1) (E(fIB') — E(f|B))|[7»
+2((1 = 1o)E(f]B), (1 — 1o )(E(f[B') — E(f]B)))

unter Verwendung des Kosinussatzes ||z + y||3 = ||=]]3 + ||y||3 + 2(z, y).

Daher geniigt zu zeigen, daf der Skalarproduktausdruck = Ok -(n*/?) ist, welcher sich
auch als ((1 — 1o)E(f|B), E(f|B") — E(f|B)) schreiben l&ft.

Es gilt nun: ((1—1q)E(f|B) ist mekbar bzgl. B und ist deswegen orthogonal zu E(f|B’) —
E(f|B), da B eine Unter-o-Algebra von B’ ist.

Also ist der Skalarproduktausdruck

= (1o — 10)E(f1B), E(f|B") — E(f|B))
= ((loy = 10)E(f|B), f — E(f|B)),
wobei verwendet wurde, daf (1o — 1g)E(f|B) mekbar bzgl. B ist. Da nun E(f|B) < 2
ist fiir kleines 7 und = ¢ Q wegen (iv), ist dies
< 2E((1o — 1o)|f — E(f1B)])
< 2E((lor — 1o)(v + E(v[B)])
<AE((lor — 1o)(v + 1)) = Ok (n'/?)

wegen Eigenschaft (i) 1. Damit ist der Beweis beendet. O

8 Ein pseudozufalliges Mals, das P majorisiert

Fiir den zweiten Teil, dem Beweis von Satz 1 unter Verwendung des Satzes 3 (von
Szemerédi-Green-Tao), bendtigen wir erst ein paar zahlentheoretische Vorbereitungen:

Definition 8.1. Zahlentheoretische Funktion: f : N — C, Menge: F :={f : N — C},
f € F multiplikativ: Yn,m € N, (n,m) =1: f(nm) = f(n)f(m)

[ € F additiv: Yn,m € N, (n,m) = 1: f(nm) = f(n) + f(m) (2. B. f =log).
(Zahlentheoretische) Faltung x: Fiir f,g € F ist f x g € F definiert durch

frgm) = f(d)g(%)

din

Es gilt: Sind f, ¢ multiplikativ, dann auch f * g.

Satz 8.2. (1) (F,x) ist eine abelsche Halbgruppe mit neutralem Element ¢, wo e(n) =
1, n=1,
0 n>1
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(2) Z:={f e F,;[f(1)#0} ist mit x eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e
(8) M :={f € Z; fmultiplikativ} ist eine Untergruppe von (Z,x).

(4) Das Faltungsinverse von 1, 1(n) := 1, ist die Mébiusfunktion

1 n=1,
wu(n) =<0, n durch Quadratzahl teilbar,
(=1)", n=pi--p, sonst

Es gilt also 1 =€ bzw.

> u(d) =

din

Um die letztere Formel zu zeigen, geniigt es wegen der Multiplikativitdt der beiden For-
melseiten, die Gleichheit auf Primpotenzen zu checken, und das geht ganz leicht. Die
Invertierbarkeit bekommt man durch rekursives Auflésen nach den g(n), wenn g die In-
verse von f bezeichnet; diese ist dann auch multiplikativ, wenn f es war.

Mobiussche Umkehrformel: F = fx1 & f= Fxp

Diese Formel erlaubt es, nach f ,aufzulésen‘.

Beispiele fiir wichtige zahlentheoretische Funktionen:

(1) Eulersche g-Funktion: ¢(n) := #{a € N;1 <a <mn,(a,n) =1}

1 =pm > 1]
(2) von Mangoldt-Funktion A : N — Rt A(n) := {Oogp, n pt M = 4,
, sons

Es gilt: A ist weder multiplikativ noch additiv, aber es ist A x 1 = log, d. h. de A(n) =
log n. Die M6bius-Umkehrformel zeigt dann, daf A(n) = p * log gilt, ausgeschrieben:

=> p(d) 10g<> — > p(d)log(d

din din
Die letzte Gleichheit erhédlt man wegen log(n/d) = log(n) — log(d).

Im folgenden bezeichne p immer eine Primzahl p € P.

Definition 8.3. Primzahizihifunktion: (z) == #{p < x;p € P}
1. Tschebytschev-Fkt.: §(x) = _ logp
2. Tschebytschev-Fkt.: (x) := 3 e, sy l0gp

Der Satz von Tschebytschev (auch Tschebytschev-Ungleichungen genannt) besagt, daf es
positive Konstanten ¢y, co, ¢}, ¢5, ¢/, ¢ gibt mit

m(z) <

c1xr Col

< )
log x log x
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wofiir es auch die dquivalenten Umformulierungen
& dr <d(x) < da & dr <yP(z) < cyx

gibt.
Dabei unterscheiden sich die beiden Tschebytschev-Funktionen kaum voneinander:

Bemerkung: ¢ (z) = 9(z) + O(y/7)

Denn:

Z logp = ¥(x Z logp = J(z) + Z log p O(loizgi) =J(z) + O(Vx)

m<x p'm<z p<\/7
m>2

wegen der Tschebytschev-Ungleichungen.

Noch schirfer als diese Ungleichungen ist der Primzahlsatz (Beweis geht analytisch).
Nach diesem gilt:

m(z) = i—— (1 +o(1)),

was auch dquivalent umformuliert werden kann zu

log x

S Y(x) =x+o(r) & () =2+ o(z),

bzw.

—ZA ) =1+o0(1).

m<x

Analog zum Primzahlsatz kann man auch den folgenden Primzahlsatz in Progressio-
nen beweisen: Ist

m(2;q,0) == #{p < x;p=a (¢)}

fiir (a,q) = 1 die Anzahl der Primzahlen, die in der Restklasse von a mod ¢ liegen, so gilt

m(z;q,a) = (14 04(1))-

©(q)logz

Dieses Ergebnis l&ft sich dquivalent umformulieren zu der - bzw. i-Version

V(z;q,a) = m(l +0q(1)) & ¥(x;9,0) = W(l +04(1)).

Zur Anwendung des Satzes von Szemerédi-Green-Tao-Satzes auf P brauchen wir ein pseu-
dozufilliges Maf v mit 0 < A(n)c(k) < v(n) fir alle n € N. Wir bemerken, daft A nach
dem PZS den asymptotischen Mittelwert 1 hat. Die Funktion A kann aber nicht als pseudo-
zufalliges Maf genommen werden, da ihre Werte nicht gleichverteilt auf allen Restklassen
mod ¢ sind; man kann zeigen, daf pseudozufillige Mafse diese Eigenschaft haben. Statt
dessen beheben Green und Tao das Problem mit dem sogenannten “W-Trick”. Dabei ist
die Idee, anstelle der primen n einfach die primen Wn + 1 zu untersuchen, so daf die
Gleichverteilung auf Restklassen damit gewéhrleistet ist. Dabei mufs W geeignet gewihlt
sein.
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Dafiir sei w = w(N) eine Funktion, die mit N — oo langsam gegen oo geht, etwa w(N) =
loglog N ist eine geeignete Wahl; man benotigt, daf ﬁ = o(1) gilt. Dann setzt man

II »

p<w(N)

und definiert

sonst.

~ . % log(Wn+1), Wn+1 prim,
A(n) = 0

Der PZS in Progressionen liefert nun, daf

1 ~ 1 (W)
n<N p<NW+1
p=1 (W)

Wir werden A durch ein pseudozufilliges Ma majorisieren:

Proposition 8.1. Sei ¢; := N hinreichend grof§ und prim. Dann existiert ein

Gy
k-pseudozufilliges Maf v : Zy — Rsq mit v(n) > k=127F 5A(n) fir alle n mit e, N <

Wir beweisen nun den Satz 1 von Green-Tao unter Annahme von Proposition
8.1 unter Verwendung des Satzes von Szemerédi-Green-Tao:

Sei N grof und prim, und f € L'(Zy) definiert durch f(n) := k~'27*%A(n) fiir alle n,
exN < n < 2N, und = 0 sonst. Es gilt, wieder mit dem PZS in Progressionen:

k—12—k—5 _
B(f)=—%— Y A=ET27F g (14 0(1)),
exr N<n<2ep, N

so dafl unter Verwendung von Proposition 8.1 und der Verwendung des Satzes von Szemerédi-
Green-Tao nun folgt:

E(f(x)f(x+7r)- flx+(k—=1Dr)|z,r € Zy) > clk, k1275 ,) — o(1).

Der Fall r = 0 liefert nur O(+ log® N') = o(1) zur linken Seite und daher einen vernachlis-
sigharen Summanden. Weiter ist jede Progression, die links gezéhlt wird, nicht nur eine
in Zy, sondern auch eine echte AP in Z, da ¢ < 1/k und die Elemente der Progression ja
in [ex N, 2, N| liegen. Da die rechte Seite der Abschéitzung positiv ist fiir grofes N, folgt
die Behauptung aus der Definition von f bzw. A. ]

Damit bleibt Proposition 8.1 zu zeigen. Dafiir definieren wir das Mak v jetzt wie folgt:

Definition 8.2: Sei R € R, dann sei

= p(d) 10g<> > p(d) 10g+<R>

d|n, din
d<R
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wobei log, (x) := max{0,logz} die abgeschnittene log-Funktion ist.

127k74

Definition 8.2: Sei R := N*~ cer = 1/(2%k+4)), und v : Zn — R,
(W) Ap(Wn+1)2
u(n) e QDW RlOgR » eV sn < 26N,
1 sonst fiir 0 <n < N.
Im folgenden betrachten wir immer dieses Maf v und zeigen, daf es den erforderlichen
Anspriichen in Proposition 8.1 geniigt.

Lemma 8.4: Wir haben v(n) > 0 fiir alle n € Zy (klar!), sowie v(n) > k='27%5A(n)
fiir alle n mit e, N < n < 2, N (fiir grokes N in Abhéngigkeit von k).

Beweis: Ist Wn + 1 zusammengesetzt, ist die Abschitzung trivial wegen A(Wn+1) = 0.
Sei daher Wn + 1 prim. Dann ist Wn 41 > R fiir grofes N laut Definition von R. Somit
gilt: In

An= 3" u(d)log(R/d)
d|Wn+1

ist nur der Summand mit d = 1 enthalten, also ist Ag(Wn + 1) = log R, d.h. v(n) =
! .
(W)W tlog R > k='27%75A(n), Letzteres gilt nach Konstruktion von R und N. O

Einschub (Weihnachtsvorlesung): Der Beweis des Primzahlsatzes

Wir zeigen erst die Aquivalenz der verschiedenen Versionen des PZS, nimlich 7(z) =

lozx(l +0o(1)) & d(x) =z + o(z) & P(r) = + o).

Die zweite Aquivalenz ist klar wegen 1(z) = 9(z) + O(y/(x)log x), und dies gilt wegen

P(x) = 9(z) + Z Z logp = Y(x) + O(V/xlogz).

p<z1/2 k<log z/logp

Die erste Aquivalenz bekommt man mit partieller Summation: Ist etwa die Asymptotik
fiir ¥ bekannt, folgt die fiir 7 wegen

r(2) = 3 logp—— = 0(r)— +/;19(t) dt

log p - log tlog®t’

p<w

und dies ist

x x Todt
= O
logx—i_o(logaz:)+ (/2 logzt)’

und der letzte Fehlerterm mit dem Integral ist

/ﬁ dt +/x dt (%)
=0 )
9 1og2t ﬁloth log
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Dabei haben wir partielle Summation benutzt, das ist die Formel
> angln) = (L anala) ~ [ (S angiat,
n<x n<x 1 n<t

sofern g eine differenzierbare Funktion ist.

Ebenso lafst sich mit partieller Summation auch die Umkehrung zeigen, d.h. aus der
m-Asymptotik folgt auch die ¢-Asymptotik.

Die hier vorgestellte Rechnung zeigt auch, daf es fiir den Beweis der oberen Tschebytschev-
Abschitzungen ¥(z) < z, ¥(z) < x, 7(z) < z/logx geniigt, nur eine davon zu zeigen.

Die fiir ¥ geht mit einem eleganten Trick nach Erdés:

Es ist
IT o1 () =2k <avnn =,

n<p<2n

und die linke Seite ist = exp(}_, <y, logp) = exp(d(2n) — J(n)), so dak schon mal
?9(2n) — 9(n) < nlog4 folgt. Ist nun x < 2% < 2z, so folgt
k-1 k-1

I(x) < 9(2F) =) (W) —0(2)) <logd Y ¥ < x.

J=0 J=0

Die Briicke zwischen Analysis und Zahlentheorie bilden die L-Reihen bzw. L-Funktionen.
Eine Dirichlet-Reihe ist eine Funktion der Form F(s) := > > a,n"® fir s € C und
a, € C fir alle n. Traditionell schreibt man s = o + i7.

Eine Dirichlet-Reihe konvergiert entweder nirgends oder iiberall oder fiir o > 0( mit einem
0o € R, 0p heifst Konvergenzabszisse.

Ebenso gilt fiir die absolute Konvergenz: Eine Dirichlet-Reihe konvergiert entweder nir-
gends oder iiberall absolut, oder fiir ¢ > o7 mit einem o, € R, oy heifst absolute Konver-
genzabszisse.

Anders als bei Potenzreihen kénnen sich die Konvergenzbereiche unterscheiden, und es
gllt (o)) < 01 < oo + 1.

Weiter gilt fiir zwei Dirichlet-Reihen F' und G mit den Koeffizienten a(n) und b(n), daf auf
dem gemeinsamen Konvergenzbereich gilt: F(s)G(s) = > " (a*b)(n)n~*, wobei hier die

zahlentheoretische Faltung (a * b)(n) = >_,, a(d)b(n/d) zu nehmen ist. Bei Potenzreihen
hat man hingegen die gewdhnliche Cauchy-Faltung.

Die einfachste Dirichlet-Reihe ist die Zeta-Funktion

= 1
C(S) = E?
n=1
fiir diese gilt 09 = 07 = 1. Sie ist nicht holomorph fortsetzbar in s = 1 (dies besagt der
Satz von Landau), und offenbar ist ) 1/n die harmonische Reihe, die bekanntermafen

divergiert.

Die fiir ¢ > 1 iiber die Dirichlet-Reihe definierte (-Funktion lafst sich durch eine auf
{Re s > 0;s # 1} definierte Funktion aber holomorph fortsetzen. Dort gilt nadmlich

1 1 o0
= _— B (t)t 5 d
((s) + s /1 ()t t

s—1 2
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mit dem Bernoulli-Polynom B, (t) = ¢ — [¢] — 3.

Der Beweis kann wieder mit der partiellen Summation gefiihrt werden.

Weiter gilt fiir o > 1, dafs

denn es gilt

Z - Zlogn) - Z(A*l ZA

n

Mit dieser Formel wird klar, daf Nullstellen von ¢ auf o = 1 zu Singularititen der
Dirichlet-Reihe mit den A als Koeffizienten fiihren. Divergiert die Reihe, dann hat das
Konsequenzen fiir das Wachstumsverhalten der Koeffizientensumme. Und je besser man
die Nullstellenabstinenz von ( kontrollieren kann, desto bessere Abschétzungen kann man
daraus fiir die Koeffizientensummenfunktion 1 ableiten. Den Primzahlsatz bekommt man
dann also mit analytischen Hilfsmitteln, und am einfachsten geht dies mit dem New-
manschen Taubersatz, der genau den PZS in der genannten Form fiir ¢ liefert. Mit der
Perronschen Formel bekommt man auch eine genauere quantitative Abschétzung des Feh-
lerterms im PZS, wenn man iiber das nullstellenfreie Gebiet von ( besser bescheid weifs.

Wir begniigen uns hier mit dem Zitieren dieser analytischen Hilfsmittel und zeigen hier
lediglich (nach Hadamard und de la Vallée-Poussin):

Fakt: Fir 7 € R\ {0} ist (1 +41) # 0.
Beweis: Zunichst gilt fiir beliebiges ¢ € R, daf
34 4cos p + cos(2p) = 2(1 — cos p)* > 0
ist. Fiir 0 > 1, 7 # 0 folgt, daf
¢ ¢ ¢

V(o,7) :=Re (32( )—|—4C(J+ZT)+E(O+22'T)) = —Z%Re (3+4n" +n"%7) < 0.

Wir nehmen nun an, daf ¢ eine m-fache Nullstelle bei 1 + i¢7 habe, 7 # 0 fest, m > 1.
Mit dem Ansatz (o + it) = (0 — 1)™hy (6 — 1), hy nahe 0 ungleich 0, kann man dann

n

¢ m
R (o0 +i1) = p—
zeigen, und ebenso ist
¢ 1z

—= 2
C (0 4 2iT) = .

mit ¢ > 0, da ¢ wegen der holomorphen Fortsetzungseigenschaft von oben keinen Pol auf
{1+i1;7 # 0} hat, sowie
¢ 1

Z<U)_O'—1

+ hi(0c — 1), hy nahe 0 beschrinkt,

T+ ha(o — 1),  hg nahe 0 beschréinkt,

+ hg(c — 1), hg nahe 0 beschrénkt,
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wegen dem einfachen Pol von ¢ bei s = 1.
Nach obigem hat V' immer negatives Vorzeichen, so dak folgt, dafs

—3+4dm+pu

+ Beschranktes < 0
oc—1

ist fiir alle 0 nahe 1. Lifst man o aber gegen 1 gehen, divergiert die linke Seite nach +oo,
was den gewiinschten Widerspruch liefert. O]

Zu zeigen ist noch, daf oben konstruiertes v tatsichlich k-pseudozufillig ist, also daf die
Linearform- und Korrelationsbedingungen fiir v gelten. Dafiir brauchen wir die Proposi-
tionen 8.5. und 8.6., deren Beweisidee in einer vereinfachten Form wir im nachsten Kapitel
untersuchen méchten.

Beginnen wir mit Proposition 8.5 und dem Nachweis, daf v die Linearformbedingung
erfiillt:

Proposition 8.5 (Goldston-Yildirim). m,t € N, 1 <i < m, sei 1;(x) := 22:1 Lijx;+0b;
eine Linearform mit Koeffizienten L;; € Z mit |L;j| < \/w(N)/2 fir allei=1,...m und
g =1,...,t. Weiter seien die t-Tupel (L,»j);:l nie identisch 0, keine zwei t-Tupel seien
rationale Vielfache voneinander. Schreibe 0; := W, + 1, sei B = H§:1 I, C RY, wo I; ein
Intervall der Linge > R sei. Dann gilt (falls w(N) langsam in N wiéchst):

ey’

E(Ar(01(x)*. .. Ar(0m(x))*|z € B) = (1 + 0p4(1)) (

Damit zeigen wir schon mal:

Lemma 8.7. Das Maf$ v aus Definition 8.3 erfillt E(v) =1+ o(1).

Beweis: Setze m :=t:= 1, ¢1(x;) := 21 und B := [g; N, 2¢;N|, und wende Prop. 8.5 an.
Es folgt
E(v(z) | z € [exN,2e,N]) =1+ 0o(1),

und auflerdem ist
]E(V(%) ‘ x € ZN\[ékN, 2€kN]) = 1,

jetzt sind diese Mittelwerte zusammenzusetzen. O]

Proposition 8.8. Die Funktion v erfillt die (k- 21 3k — 4, k)-Linearformbedingunyg.

Proof. Seiy;(z) = 23:1 L;jzj+b; eine Linearform wie in Definition 3.1, d. h. m < k-2~1,
t < 3k — 4, die L;; sind aus @), und wobei Zahler und Nenner im Betrag hochstens so
grof wie & sind, und kein ¢-Tupel (L;;)i_, ist = 0 oder gleich einem rationalen Vielfachen
voneinander. Zu zeigen ist:

E(v(¥i(z) ... v(nm(z)) | z € Zy) =1+ o(1). (1)

Ohne Einschriankung seien die L;; ganz, wobei dann die Schranke fiir L;; zu |L;;| < (k+1)!
erhoht werden muf. Da w(N) langsam in N nach oo geht, ist (k + 1)! < y/w(N)/2 fiir
grofse N; damit ist Proposition 8 anwendbar.
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Wir zerlegen den Summationsbereich fiir (1) in Q" viele Quader, wobei @ = Q(N) eine
langsam in N wachsende Funktion ist, die wir spiter wihlen:

..... w=A{z € Zy : x; € [[u;N/QJ, [(w; + YN/Q]),j = 1,....t},

und die u; betrachten wir mod @, d.h. u € ZZ?. Bis auf den vernachléssighbaren multipli-
kativen Fehler 1 + o(1) (da die Quader nicht ganz gleich grof sind) kann die linke Seite
von (1) geschrieben werden als

EE@®1 (). vtm(@))|z € Buy,u)lu, - u € Zg).

Wir nennen ein ¢-Tupel (uq,...,u;) € ZQ nett, falls fiir alle 1 < i < m die Mengen
Vi(Buy,...u,) entweder ganz im Intervall [, N, 2, N] enthalten sind oder damit disjunkt
sind. Nach Prop. 8.5 und der Definition fiir » haben wir

E(w(u(z)) - v(m(@))|z € Buy,.u) = 1+ 0my(1)

sobald (uy, ..., ) nett ist, da dann gilt, dak jedes v/(1;(z)) entweder den Faktor - W) =A% (0:(x))
oder 1 liefert, und N/Q ist groker als R'™ fiir ) langsam genug wachsend in N , Wegen

der Definition von R und der oberen Schranke fiir m. Ist (uq, ..., u;) nicht nett, schitzen
wir v grob ab durch 1+ V[?IZV)RAQ (0;(z)), multiplizieren aus, und wieder mit Proposition

8.5 erhalten wir
E(v(i(z)) ... v(¥m(@))|z € Bu,,.u) = Omg(1).

Es geniigt nun, zu zeigen, dak der Anteil der nicht-netten (uy,...,u;) in Zg hochstens
Om+(1/Q) ist, denn damit ist die linke Seite von (1) gleich 1 4 0,,+(1) + Oy,+(1/Q), und
die Behauptung folgt, falls ) als hinreichend langsam wachsende Funktion in N gewéhlt
wird.

Sei dafiir (uq,...,u;) nicht nett. Dann gibt es 1 < ¢ < m und z,2' € Bu1
Yi(z) € [exN,2e,N], aber ¢;(z') & [exN,2exN]. Laut Definition fiir B,,
Schranken fiir L;;) gilt

-----

-----

Vi), i) = Z Lij | Nuj/Q] + bi + On i (N/Q).

Diese Formel gilt also auch fiir einen der Randpunkte des Intervalls [e, N, 2¢, N, also gilt

J=1

fiir a = 1 oder a = 2. Teilen wir dies durch N/ und erhalten

t
S Liju; = a5Q + b,Q/N + Opy(1)  mod Q.

J=1

Da (Lij)z':l nicht 0 ist, ist die Anzahl solcher ¢-Tupel (uy, ..., u;), die dieses LGS erfiillen,
hochstens O, (Q'1). Mit den Werten fiir @ und i sehen wir, dak der Anteil nicht-netter
t-Tupel hochstens O,,,(1/Q) ist (die Abhéngigkeit von m und ¢ ist irrelevant, da beides
Funktionen von k sind). O

Fiir die Korrelationsbedingung brauchen wir das folgende Goldston-Yildirim-Ergebnis:
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Proposition 8.6 (Goldston-Yildirim). Sei m > 1, B ein Interval der Linge > R™,

hi,...,hm € Z verschieden, |h;| < N? fiir alle 1 <1i < m, und sei
1<i<j<m

Dann gilt (fir N grof in Abhdngigkeit von m, und w(N) langsam wachsend in N ):
E(Ag(W(z +hy) +1)*. .. Ag(W(x + hyy,) + 1)*|z € B)

< (14 o0mn(1)) (M;g%%;%)m H(l + Om(p/?)). (2)
plA

Hier und im folgenden bezeichnet p stets eine Primzahl.

Zunéchst behandeln wir das Produkt in dieser Abschitzung:

Lemma 8.9. Sei m > 1. Dann existiert eine Funktion 7 = 1, : Z — Rt mit 7(n) > 1
fir alle n # 0, und so daff wir fir alle verschiedenen hy, ..., h; € [exN,2e,N]| haben:

[[a+0ne™) < > 7(hi—hy),

plA 1<i<j<m
wobei A wie in Proposition 8.6. gegeben ist, und so daff E(79(n)|0 < |n| < N) = O, 4(1)
fiir alle reellen 0 < q¢ < oo.

Beweis: Wir haben
Om(1)
o+o.e < II (I a+r)
plA 1<i<j<m plhi—h;

Nach der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel (indem wir alle Kon-
stanten in den O,,(1) Faktor absorbieren) nehmen wir 7,,(n) := O,,(1) ], (1+p~1/2)9m1)
fiir alle n # 0. Somit reicht es, zu zeigen:

E(H(l +p71/2)0m@

pln

p|n

0<|n| < N) = O 4(1) fiir alle 0 < ¢ < 0.

Da (1+4p~1/2)9n(@ beschriinkt durch 1+p~Y/4 ist fiir alle bis auf O,, ,(1) viele Primzahlen
p, haben wir

E(Hﬂ +p/2)0n@

pln

0< |n| < N> < Om,q(l)]E(H(l i

pln

O<n§N).

Aber T, (1 +p~"/*) <32, d7/*, und somit ist

E<H<1+p1/2)0m<q> 0<|n\§N) < om,q(1)% ooy a

pln 1<[nl<N din
N
1 N
< Opg(Dgo Yy —d '/
— 7CI( )2N Z d )
d=1
was Oy, 4(1) ist wie gewiinscht. O
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Proposition 8.10. Das Maf v erfiillt die 2"~'-Korrelationsbedingunyg.

Beweis: Fiir 1 <m < 2¥'und hy,...,h,, € Zy miissen wir die Schranke
E(v(z+ h)v(z + he) ... v(z + hp) | 2 € Zy) < Z 7(h; — hj), (3)
1<i<j<m

zeigen, wobei die Funktion 7 = 7,,, beschrankt in L? ist fiir alle q.

Nimm 7 aus Lemma 8, und setze
7(0) := exp(Cmlog N/ loglog N)

fiir eine Konstante C' > 0. Nach dem vorigen Lemma ist E(77) = O,, (1) fiir alle ¢, da
7(0) nur hochstens o,, 4(1) zur Summe in E beitrégt.

1. Fall: mindestens zwei der h; sind gleich. Dann ist die linke Seite von (1) grob < ||v||7%,
aber laut der Definition fiir v, wegen Ag(n) < d(n)log R und der bekannten Abschét-
zung d(n) < exp(C'log N/loglog N) fiir die Teilerfunktion haben wir die grobe Schranke

|v||L= < exp(C'log N/loglog N), und die Behauptung folgt wegen unserer Wahl von
7(0).

2. Fall: alle h; verschieden. Sei
¢(W) AL(Wn +1)
|44 log R

g(n) = 1[51@1\772819]\@(”)'
Nach Konstruktion von v ist

E(v(z+h)...v(z+hy) | x € Zy)
<E(Q+g(@+h))...(1+gl@+hy)) |z € Zy)

= ¥ }]E(Hg(l'—f—hi) :ceZN)

AC{1,...m icA
Fiir ¢,j € A sei ohne Einschrankung |h; — h;| < N, da sonst der Erwartungswert
verschwindet. Nach Proposition 8.6 and Lemma 8.9 haben wir also

E(Hg(l’—i‘hz) IGZN> S Z T(hl—h])+0m(1>

i€A 1<i<j<m

Wir summieren iiber A und passen 7 mit einem beschrinkten Faktor an (der nur von m,
also nur von k abhéngt), und erhalten das Ergebnis. O]

Es folgt Proposition 8.1., d. h. v ist k-pseudozufilliges Mak. O

9 Bemerkungen zum Beweis der Goldston-Yildirim-Ergebnisse
Proposition 8.5 und 8.6

Gesucht sind asymptotische Formeln fiir die Mittelwerte von Produkten der Funktion
AR bzw. A%. Letzteres lakt sich auf ersteres zuriickfithren, das heift auf Ausdriicke der
Gestalt

D At i) An i)

n<N
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bringen. Ziel ist eine explizite asymptotische Formel fiir solche Ausdriicke.

In der Arbeit von Tao und Green werden dafiir Ideen von Goldston-Yildirim benutzt.
Deren Methode bendtigt das nichttriviale klassische nullstellenfreie Gebiet s > 1 — £+

Mit einer Idee, die in T. Tao’s Preprint “A Remark on Goldston-Yildirim Correlation
Estimates”

http://www.math.ucla.edu/"tao/preprints/Expository/gy-corr.dvi

dargestellt wird, 14t sich dies derart vermeiden, dafs lediglich die Kenntnis iiber das Di-
vergenzverhalten der (-Funktion nahe s = 1 ausreicht. Auferdem wird dabei die Methode
wesentlich einfacher.

Ein Haken dieser Vereinfachung ist noch der, dak dabei eine Glattung der Ag-Funktion
vorgenommen werden muf.
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