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Ubung 1:

R kommutativer Ring mit 1. Zeige:

(a) Ist R Integrititsring, so auch der Polynomring R[X] (und umgekehrt)

[ grad(f) + grad(g) = grad(fg), falls R Int.ring | [ grad(0) = —o0 |
(b) R[X]* = R*, falls R Int.ring. Aber nicht allgemein:
(c) Gibt es ein a # 0 aus R mit a® = 0, so gilt R[X]* # R*. Zusatz: gibt es z # 0 aus R

mit 2" = 0 fiir n € N, so auch a # 0 mit a® = 0.

Noch ohne Beweis' erwihnen: Gilt R[X]|* # R*, so gibt es ein a # 0 aus R mit a® = 0.

Ubung 2:

Man beweise Z[v/2]* = {£(1 4+ V2)* | k € Z}.
Etwa wie folgt: Zunichst gilt fiir bel. ¢ = a + bv/2 € Z[V2]:

(i) € € Z[V2]* <= N(¢) = £1 (Dabei sei N(¢) := (a + bv/2)(a — bv/2) = a® — 2b?)
Betrachte nun folgende (multiplikativ abgeschlossene) Teilmenge
M={e€Z[V2]*|e>1}
von Z[v/2]* und zeige:

(i) e=a+by/2€ M = a>1und b>1
Folgerung: € := 1 + v/2 ist das kleinste Element von M.
Tip: Wire z.B. a <0, so —a+bV2>a+bv2 > 1, also das Produkt 26> — a? > 1, ein
Widerspruch zu a® — 2b* = £1 nach (i).

(iii) Jedes € € M ist eine natiirliche Potenz von &.

(Tip: Zu € gibt es ein n € N mit e} <e < gfth)

(iv) Fiir bel. € # 1 aus Z[v/2]* liegt eine der Zahlen ¢, %, —e, —1 in M.

mit “kommutativer Algebra” leicht. Aber auch direkter [ rechnerischer | Beweis moglich.



