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Aufgabe 29:

Für die Eulersche ϕ-Funktion zeige man:

(a) Aus (m,n) = d folgt ϕ(mn)ϕ(d) = dϕ(m)ϕ(n).

(b) Aus a | b folgt ϕ(a) | ϕ(b).

(c) lim
n→∞

ϕ(n) =∞, d. h. für jedes C > 0 ist ϕ(n) ≤ C nur für endlich viele n.

(d) Mit Ausnahme von n = 2 und n = 6 gilt ϕ(n) ≥
√
n. (4P extra)

Aufgabe 30:

Für m,n ∈ N mit m | n zeige man, daß der natürliche Homomorphismus

(Z/nZ)× −→ (Z/mZ)×

surjektiv ist. (Hinweis: Betrachte den Fall n = mp, p prim.)

Aufgabe 31:

Sei n eine natürliche Zahl > 2. Genau dann gilt

(H) xn−1 ≡ 1 mod n für alle zu n primen x aus Z,

wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:
n ist ungerade, n ist quadratfrei, und wenn n = p1p2 · · · pr die Primfaktorzerlegung von n
ist, so gilt

(*) pi − 1
∣∣∣ ∏

j 6=i

pj − 1 für jedes 1 ≤ i ≤ r.

Man beweise dies und gebe (für 2P extra) ein n 6∈ P an, für welches (H) gilt.
(Hinweis: (*) ist gleichwertig mit pi − 1 | p1 · · · pr − 1 für jedes 1 ≤ i ≤ r.)

Aufgabe 32:

Sei p eine Sophie-Germain-Primzahl, d. h. mit p sei auch q := 2p + 1 eine Primzahl.
Wieviel Erzeuger hat (Z/qZ)×?
Man zeige: Für jedes g ∈ N mit 2 ≤ g ≤ p ist g oder −g eine Primitivwurzel mod q.
(Hinweis: Jedenfalls ist es ratsam, den Fall p = 2 vorab zu erledigen.)


