
Übungen zur Vorlesung

Elliptishe Kurven und Kryptographie

keine Abgabe, nur zur Besprehung

29.06.2015

PD Dr. K. Halupzok

Dipl.�Math. A. Juhas SoSe 2015

Aufgabe 1:

(a) Bestimmen Sie die Hasse�Intervalle für N73 = #E(F73) und N101 = #E(F101).
(b) Wir betrahten die elliptishe Kurve E1 : y2 = x3 − 2x+ 2 über F73. Der Punkt (−36, 24) hat Ordnung

23. Bestimmen Sie N73 und die möglihe Gruppenstruktur von E1.

() Wir betrahten die elliptishe Kurve E2 : y2 = x3−33x−22 über F101. Der Punkt (36,−20) hat Ordnung
11 und der Punkt (32,−28) hat Ordnung 9. Bestimmen Sie N101 und die möglihe Gruppenstruktur von

E2.

Aufgabe 2:

(a) Wir betrahten die Lösungsmenge E ⊂ F
2
p
der Gleihung y2 = x3 + x+ 9. Für welhe p ∈ {2, 3, 5, 7, 19}

ist E eine elliptishe Kurve?

(b) Seien E1, E2 elliptishe Kurven über Fp, p > 2, mit a�nen Gleihungen E1 : y2 = x3 + ax + b,

E2 : y2 = x3 + ax− b. Zeigen Sie: Gilt p ≡ 3mod4, folgt #E1(Fp) + #E2(Fp) = 2p+ 2.
() Sei p ≡ 3mod 4 prim und E(Fp) elliptishe Kurve mit a�ner Gleihung Y 2 = X3 + aX . Zeigen Sie: Für

jede ganze Zahl 0 < x < p

2
ist entweder x oder p− x die X�Koordinate eines Punktes von E(Fp).

Aufgabe 3:

(a) Berehnen Sie 31000003 mod 101 sowie 8127mod 100.
(b) Ermitteln Sie eine Zahl, die bei Division durh 3, 4, 5 und 6 den Rest 2, 3, 4 bzw. 5 lässt.

() Seien a, b ∈ Z, p ∈ P. Zeigen Sie: Aus ap ≡ bp mod p folgt a ≡ bmod p sowie ap ≡ bp mod p2.
(d) Berehnen Sie ggT(11760, 8932) und stellen Sie den ggT als Linearkombination der beiden Zahlen dar.

Aufgabe 4:

Wir betrahten die Gruppe (Zn,+), n ∈ N.

(a) Sei g ∈ Zn. De�nieren Sie die Abbildung exp
g
über Zn.

(b) Sei n = 42 und g = 5. Bestimmen Sie ord(g) sowie log5(1).
() Sei g ∈ Z

∗

n
. Wie lässt sih log

g
(y) berehnen? Wäre Zn in diesem Fall eine gute Wahl für einen Di�e�

Hellmann Shlüsselaustaush?

Aufgabe 5:

Beshreiben Sie (in jeweils 1�2 Sätzen) das Di�e�Hellmann�Shlüsselaustaushverfahren:

(a) Was ist der ö�entlihe Shlüssel?

(b) Was ist Alies geheimer Shlüssel und welhen Wert shikt sie an Bob?

() Was ist Bobs geheimer Shlüssel und welhen Wert shikt er an Alie?

(d) Was ist der gemeinsame Shlüssel? Warum ist das Verfahren siher?

Aufgabe 6:

Sei k ein algebraish abgeshlossener Körper mit chark 6= 2, 3 und k0 ⊂ k ein Teilkörper. Zeigen Sie:

(a) Sei f ∈ k0[x] ein Polynom dritten Grades. Hat f eine mehrfahe Nullstelle x0 in k, so liegt x0 shon in

k0.

(b) Sei C eine projektive Kurve mit a�ner Gleihung y2 = x3 + ax + b, a, b ∈ k0. Hat C einen singulären

Punkt P in P
2(k), so liegt P shon in P(k0).


