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Aufgabe 1:

(a) Sei k ein Körper der Charakteristik 0 und F (X, Y, Z) ∈ k[X, Y, Z] \ k homogen vom
Grad d. Zeigen Sie, dass F die Eulersche Differentialgleichung
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löst.
(b) Ein Punkt P = [a : b : c] der projektiven Kurve CF (k) ist genau dann singulär, wenn der

entsprechende Punkt P ′ = [a : b : 1] von CF (k) ∩ A2(k) singulär ist.

Aufgabe 2:

(a) Die Bernoullische Lemniskate ist die Kurve Cf mit f(x, y) = (x2 + y2)2 − 2(x2 − y2).
Bestimmen Sie alle singulären Punkte von CFf

⊂ P2(C).

(b) Für eine Kurve C sei sing C die Menge ihrer singulären Punkte. Sei k ein algebraisch
abgeschlossener Körper und f, g ∈ k[x, y] \ k. Zeigen Sie
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= sing CFf
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∪ (CFf

∩ CGg
).

Aufgabe 3:

Ist F ∈ C[X1, X2, X3] homogen vom Grad d ≥ 2, so heißt

HF :=
( ∂2F

∂Xi∂Xj

)

1≤i,j≤3

die Hesse–Matrix von F . Definiert F eine Kurve CF ⊂ P
2(C) und gilt deg(detHF ) ≥ 1, so

heißt H(CF ) := CdetHF
die Hesse–Kurve von CF .

Man kann zeigen: Ein glatter Punkt P ∈ CF ist genau dann Wendepunkt, wenn P ∈ H(CF ).

(a) Zeigen Sie deg(detHF ) = 3(d− 2), falls detHF 6= 0.
(b) Bestimmen Sie alle Wendepunkte der Fermatkubik CF ⊂ P2(C) mit F (X1, X2, X3) =
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3
. (Hinweis: F ist irreduzibel. Sie dürfen Aufgabe 4, Teil (a) verwenden.)

Aufgabe 4:

Gegeben sei eine projektive Kurve CF ⊂ P2(C). Zeigen Sie:

(a) Ist F irreduzibel vom Grad d ≥ 2 und enthält CF keine Gerade, so besitzt CF höchstens
3d(d− 2) Wendepunkte.

(b) Ist CF nichtsingulär, so ist F irreduzibel.
(c) Ist F irreduzibel, besitzt CF höchstens endlich viele singuläre Punkte.


