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§2.5 Die Menge R der reellen Zahlen als Erweiterung von Q

(Fortsetzung)

Wir wollen nun weiter mit R rechnen und definieren noch, was Potenzen und Wurzeln
sind, sowie geben ein paar Regeln der Potenzrechnung:

Definition 21: Fiir a € R und n € N definiert man die n-te Potenz von a
als a” := g - --a, sowie a’ := 1. Eine 2-te Potenz heikt auch Quadrat.

n mal
Fiir eine negative ganze Zahl —n, wenn n € N ist, definieren wir a™" := ain
Ist x = 2 € Q, definieren wir a” := /a™ als diejenige nichtnegative reelle

Zahl y, fiir die die Gleichung y* = a™ gilt (falls y existiert). Das Symbol /~
heifst k-te Wurzel. In einer Potenz a” heifst a die Basis, und r der Exponent.

Hier die wichtigen Regeln der Potenzrechnung: (a € R, z,y € Q)

a*a¥ = a*tY
(ab)” = a®b”
(@) = a

a>1=(r<yea <a)

= W DN —

Achtung: a®) ist fast immer eine andere Zahl als (a®)Y. Z.B. ist 22" = 28 aber (22)3 =
223 = 26 Lisst man die Klammern weg und schreibt a*’, so meint man damit den
Ausdruck ™).

Und wie definiert man Potenzen fiir reelle Hochzahlen? Also a” fiir a,x € R?

Antwort: Das kann man auch iiber ein Supremum bzw. Grenzwert definieren. Wir be-
nutzen dafiir aber spater die Exponentialfunktion, mit der das sehr elegant geht. Damit
kann man dann auch Gleichungen vom Typ a® = y nach a auflosen, sofern a und y nicht-
negativ sind. Auch eine Auflésung nach z wird dann moglich sein. Das machen wir in
§3.3.

Bevor wir mit der Grenzwerttheorie in R loslegen kénnen, brauchen wir noch Begriffe und
Rechenregeln dafiir. Wir wollen ja sagen konnen, was "immer naher" heifit, also Abstande
messen konnen. Dafiir greifen wir auf die Ordnungsrelation und ihre Rechenregeln zuriick.
Aufserdem wird der Vollstdndigkeitsbegriff ja iiber die Ordnungsrelation definiert, deshalb
braucht man auch stindig Rechenregeln fiir die Ordnungsrelation ("abschétzen..."), die
Wichtigsten geben wir hier an: (a,b, z,y € R)
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r<y& (r<yVz=y)
r<yNa<b=a+zx<b+y
r<yNa>0=a-z<a-y
TSy -y -

D<z<ys0<i<i
Yy X

O W=

Definition 22: Der Betrag |a| einer reellen Zahl a € R ist wieder eine reelle
Zahl und ist definiert durch

a falls a > 0,

ja| =
—a falls a < 0.

Definition 23: Sind a,b € R, so bezeichnet |a — b| den Abstand der beiden
reellen Zahlen.

Absténde sind immer > 0. Die reelle Zahl |a — b| ist gerade der Abstand der zu a und b
gehorigen Punkte auf der reellen Zahlengerade. Man veranschaulicht R namlich gerne als
Zahlenstrahl:

Abstand |a — 0|

Oftmals stellt man sich reelle Zahlen am besten als Punkte auf dem Zahlenstrahl vor.

Fiir den Betrag gelten die folgenden Rechenregeln: (a,b € R)

—la] < a < |ql
| —al| =]
|ab] = |al]b]
la] <bs —b<a<b
la+ 0] < |a| + |b]

O | W N+~

Die Regel Nr. 4 gilt hier auch mit < statt <.
Die letzte Ungleichung, Regel Nr. 5, heifst Dreiecksungleichung.

Spezielle Teilmengen von R sind Intervalle, die wir wie folgt definieren:

Definition 24: Seien a,b € R mit a < b. Dann ist

[a,b] :=={x € R; a <z < b} ein abgeschlossenes Intervall,
(a,b) := {x € R; a < z < b} ein offenes Intervall.
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Entsprechend definiert man auch halboffene Intervalle (a,b], [a,b). Abkiirzend schreibt
man
(—o00,a] :={z € R; z < a}, (b,00) :={x € R; = > b}

usw. Beachten Sie dabei, dass die Symbole 400 hierbei nicht als Zahlen verstanden
werden diirfen.

Zum Arbeiten/Rechnen mit Intervallen und Betriigen ist die folgende Ubung als Einstieg
lehrreich:

Beispiel 19: Schreiben Sie die folgenden Teilmengen von R als Vereinigung von Intervallen
und beweisen Sie lhre Behauptung:

a) {zr eR; |z] <3}
(e) R\ {z e R; |22 — 4] > 5}

b) {z € R; |4z| > 1}

f) R\{zeR; | —2*+1] > 2}

(
(
(c) {zeR; [1+2] <2}
(g) {zreR; 2 <4}n{zeR; |z -1 <2}

(d) R\ {z eR; |z[ <7}
(Sie kénnen diese Teilmengen von R auch zeichnerisch am Zahlenstrahl darstellen.)
Als Beispiel zeigen wir, wie man die Losung von (c) aufschreiben kann:
Beh.: Es gilt {z € R; |1+ 2| <2} =[-3,1].
Bew.: Es ist

|1+ 2| <2< —2 <1+ x <2 nach Betragsregel Nr. 4

& -3<zx<lesrxe[-31]

§3  Abbildungen, Funktionen, Folgen und Grenzwerte

§3.1 Abbildungen und Funktionen

Wir beginnen mit folgender Definition:

Definition 25: Seien A, B Mengen. Eine Abbildung von A nach B ist
eine Teilmenge f der Produktmenge A x B derart, dass zu jedem x € A
genau ein y € B existiert mit (z,y) € f. Man schreibt dann y = f(x) sowie
f:A— B xw— f(x).

Man nennt dann f(x) das Bild bzw. Wert von x unter der Abbildung f, B

den Bild- oder Wertebereich, und A den Definitionsbereich der Abbildung f.
Die Menge der x € A mit f(z) = y heifst die Urbildmenge von y unter der

Abbildung f. Fiir die Elemente von A und B sagt man in diesem Zusammenhang
auch gerne "Punkte".

Denken Sie bei einer Abbildung an eine Zuordnung bzw. an eine Funktion, wie Sie diese
schon in der Schule kennengelernt haben. Die Notation f : A — B,z — f(z) haben Sie
vermutlich dort gesehen. Wichtig ist, dass auch wirklich jedem x € A ein f(x) € B zuge-
ordnet werden kann. Nicht alle z € B miissen dabei getroffen werden; falls doch, nennt
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man die Abbildung surjektiv. Und nicht jedes Paar z,y € A, = # y, muss verschiedene
Bilder in B haben; falls doch, d. h. wenn

Ve,ye A: f(z)=fly) = 2=y

gilt, nennt man die Abbildung injektiv. Ist eine Abbildung gleichzeitig surjektiv und
injektiv, heifst sie bijektiv.

Tatséchlich haben wir bereits schon viele Abbildungen betrachtet: Ist A eine (geeignete)
Menge von Aussagen, so kann man A,V, - als Abbildungen A,V : A x A — A bzw. —:
A — A auffassen. Man kann auch eine Wahrheitswertabbildung w : A — {wahr, falsch}
betrachten; all das ist denkbar. Und unsere Verkniipfungen "+" und "-" sind Abbildungen
der Art R x R — R. Die Ordnungsrelation ist eine Abbildung der Art R x R — A.

Funktionen nennt man insbesondere Abbildungen, deren Wertebereich R oder R" ist.
Aber auch sonst sprechen Autoren von einer Funktion, wenn eine Abbildung vorliegt; das
kommt ganz auf den Kontext an. Die Bildpunkte f(z) nennt man dann auch Funktionswerte.

Beispiele fiir Funktionen sind (hier ist R := {z € R;x > 0} usw.):

o R R z+— f(x):=2?%

o [:R = Ry, v f(x) =22,

o [ Rz = Ry, 2 f(2) = Vo,
o f:Q— Ry, z— fz):=2"

Die Begriffe injektiv und surjektiv werden hiufig benutzt. Die Urbildmenge eines Punktes
z € B kann leer sein, dann ist die Abbildung nicht surjektiv. Und unter einer injektiven
Abbildung werden Punkte z € B von hichstens einem Urbildpunkt getroffen, d.h. die
Urbildmenge ist dann einelementig oder leer. Wird jeder Punkt z € B von genau einem
Urbildpunkt getroffen, ist die Abbildung bijektiv. Dann stehen Punkte mit ihren Bild-
punkten in eineindeutiger Beziehung zueinander: Jedem Punkt ist genau ein Bildpunkt
zuzuordnen, aber auch umgekehrt. (Dann gibt es auch eine zugehorige Umkehrabbildung
g, die iiber die Eigenschaft Vo € A : g(f(z)) = z definiert ist; fiir diese gilt ebenso

VyeB: flgy) =v.)

Sie konnen bei obigen Beispielen mal iiberlegen, welche Funktionen injektiv, surjektiv,
bijektiv sind; insbesondere, wenn Sie statt der Bild- und Definitionsbereiche Intervalle
oder andere Mengen reeller Zahlen untersuchen. Was sind die Umkehrabbildungen in den
Beispielen, wo eine Bijektion vorliegt? Machen Sie sich die Begriffe auch in Beispielen
mit endlichen Bild- und Definitionsbereichen bewusst.

Man nennt eine Menge M abzdhlbar unendlich, falls es eine bijektive Abbildung f :
N — M gibt. Ein Beispiel ist die Menge Q der rationalen Zahlen; es gibt verschiedene
Moéglichkeiten, wie man eine solche Abbildung f angeben kann, also eine "Abzahlung" f.
Die Zahlenmenge R hingegen ist ein Beispiel fiir eine {iberabzahlbar unendliche Menge,
d.h. R kann prinzipiell nicht abgezadhlt werden.

Dies beweist man mit folgendem Widerspruchsbeweis: Angenommen, man hétte die

reellen Zahlen im Intervall (0, 1) durchgezéhlt als xq,x9, z3,.... Die Dezimaldarstellung
(ohne 9er-Periode) der Zahl z, sei 0,2, 12,22, 3. ..; die z,; stellen dabei Ziffern von 0
bis 9 dar. Man betrachte nun eine reelle Zahl a, die 0, ajasas ... als Dezimaldarstellung
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hat und fiir die ay # 21,1, ag 7# 222, a3 # v33... gilt; so eine Zahl a ist leicht zu konstru-
ieren: Die Ziffer a; definiere man als irgendeine Ziffer ' aufer z;; und auker 9. Durch
Ziffernabgleich ist zu sehen, dass die Zahl a dann nicht in der Auflistung x1, s, x3, ...
vorkommen kann, im Widerspruch zur Annahme, dass die Auflistung x,x,,... bereits
alle reellen Zahlen im Intervall (0, 1) aufzéhlt. (Dieser Beweis ist als (zweites) Cantorsches
Diagonalargument bekannt.)

§3.2 Folgen und Summen

Unsere Anniherung an v/2 mit Dezimalbriichen am Ende von §2.4 ist bereits ein Beispiel
fiir eine (Zahlen-)folge. Wir wollen jetzt iiber Grenzwerte von Folgen sprechen. Mit dem
Abbildungsbegriff konnen wir den Begriff "Folge" reeller Zahlen nun wie folgt definieren:
Definition 26: Fine Folge a ist eine Abbildung a : N — R. Die Werte
a(n) von n € N notiert man auch in der Form ay, as, as, ..., und die Folge
notiert man als (a,)nen. Die Zahlen a,, heiffen auch Folgenglieder.

Beispiel 20:

e Folge der Quadratzahlen: 1,4,9,16,... bzw. ¢: N — R, ¢(n) := n?.

e Folge der Stammbriiche: 1,3, 3,1,... bzw. s : N = R, s(n) := =.
e arithmetische Folge: a, = ag +nd, z.B. 2,5,8,11, 14, . ..

geometrische Folge: a,, = ag-d", z.B. 2,4,8,16, ...

konstante Folge: a,, = ¢, ¢ € R eine feste Zahl.

Folge 3,5,7,...: Hm, ist das jetzt die Folge der ungeraden Primzahlen oder die Folge
der ungeraden natiirlichen Zahlen?

Wie das Bildungsgesetz einer Zahlenfolge aussieht, ist anhand ein paar aufgeschriebener
Anfangswerte nicht immer leicht zu erkennen und oft unklar. Aufserdem kann man bei
m + 1 vielen gegebenen Anfangwerten eine Polynomfunktion m-ten Grades durch die
Punkte (n,a,) legen und behaupten, das sei das Bildungsgesetz (es ist jedenfalls ein
mogliches Bildungsgesetz). Damit man daraus keinen Intelligenztest fiir andere macht,
schreibt man das Bildungsgesetz in Form der Abbildungsvorschrift dazu. Uberall, wo
sonst Piinktchen zur Beschreibung von Folgen eingesetzt werden, kann man dann eine
ganz exakte, unmissverstandliche Definition vornehmen.

Beispiel 21: Auf Seite 17 hatten wir die Folge 2,3,4,5,7,8,9,11,... der natiirlichen
Zahlen n, fiir die es einen Kérper mit n Elementen gibt. Das ist einfach die Zahlenfolge der
Primpotenzen {p*; p prim, k € N}, der GrdRe nach aufgeschrieben.

Keine 9, damit die Zifferndarstellung nicht in einer 9erperiode endet!
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