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Losung zum Ubungsblatt Nr. 3, Besprechung am 12.9.2013

Aufgabe 1:

Zeigen Sie den folgenden Satz mit vollstdndiger Induktion:

1 1
VneN:1 +7+7+ \/_zf

Schreiben Sie den Satz mitsamt Beweis so auf wie in der Vorlesung Beispiel
Nr. 28/29.

L6sung: Beh.:

1 1
VneN: 14+ —+ —+--- > \/n.

V2 V3 \/_

Beweis (durch vollstdndige Induktion):
Induktionsanfang: Sei n =1, dannist [.S. =1 > /1 = r.S. wahr.

Induktionsschritt (von n nach n + 1): Sei die Aussage wahr fiir ein n € N. Dann gilt

1 1 1 Ind.vor. 1
1.S. D=(1+—"—ort ot ——)F— > -
(n+1) (+\/§+ +\/ﬁ>+ — 2 Vn + —

_VavndEIel Vayndl  ntl
R S SV e

n+l=r.SMn+1). O

Aufgabe 2
Zeigen Sie:

(1) Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 3 ist n® > 2n + 1.
(2) Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 5 ist 2" > n?.

(3) Die maximale Anzahl g,, der Gebiete, in die die Ebene durch Einzeichnen
n(n+1) 1

von n Geraden zerlegt werden kann, betragt g, = 5

Losung: Zu (1): Bew. (direkt, geht schneller ohne vollstandiger Induktion):
Ist n > 3 beliebig aber fest, so ist

n?>m+lent-m+1>20m-12>2en-1>2
& n>14v2wahr, weil n>3>1++v2gilt. O



Zu (2): Bew. (mit vollstindiger Induktion):
Induktionsanfang: Sei n = 5, dann ist [.S. = 2° = 32 > 25 = 5% = r.S. eine wahre Aussage.

Induktionsschritt: Sei die Aussage richtig fiir ein n > 5. Dann stimmt sie auch fiir n + 1,
Ind.vor.

denn es ist [.S.(n +1) = 2" =2.2" "> 2.n2 > (n+1)? = r.5.(n+ 1), welil
2n% >n? +2n+ 1< n? > 2n + 1 gilt wegen Teil (1).

Also gilt die Aussage fiir alle n > 5. O

Zu (3): Bew. (mit vollstandiger Induktion):

Induktionsanfang: Sei n = 1, dann ist g; = 2, weil man durch Einzeichnen von 1 Gerade in
die Ebene 2 Gebiete erhilt, und es ist 2 = % +1=r.5.

Indukionsschritt (von n nach n + 1): Es gelte die Behauptung fiir beliebige n Geraden, die
man in die Ebene einzeichnen kann. Wir zeigen, dass dann die behauptete Formel auch fiir
n + 1 Geraden gilt:

Seien n + 1 beliebige Geraden in der Ebene eingezeichnet, und auch so, dass die maxi-
malmogliche Gebietsanzahl damit erreicht werden kann. Dann wahle man eine dieser Geraden
aus, nenne sie g und betrachte die tbrigen n Geraden. Nach Induktionsannahme zerlegen
diese die Ebene in @ + 1 viele Gebiete. Die ausgewahlte Gerade g schneidet die anderen
Geraden in einer gewissen Zahl von Schnittpunkten. Diese Schnittpunkte zerlegen ¢ in Ger-
adenabschnitte, die jeweils ein altes Gebiet zerlegen, man erhilt fiir einen solchen Geradenab-
schnitt jeweils ein neues Gebiet hinzu. Die Anzahl der Geradenabschnitte muss dabei maximal
sein, da wir von einer maximalen Gebietsteilung ausgegangen sind. Diese ist gleich n + 1,
da maximal n Geraden die Gerade g schneiden kdnnen. Die Anzahl der im Induktionsschritt

dazukommenden Gebiete ist also gleich n + 1, und wir haben deshalb insgesamt

n(n2—|—1)+1+(n+1):n—21—1<n+2)+1: (n+1)((7;+1)—|—1)

+1=rS(n+1)

viele Gebiete bei den betrachteten n + 1 Geraden. Damit ist die behauptetete Formel auch
fir n + 1 Geraden bestatigt. O

Aufgabe 3:

In Definition 17 wurde mit der Aussage
VeeN: clanc|b=c=1

definiert, wann zwei Zahlen a,b € Z teilerfremd sind. Wie kann man diese
rein sprachlich ausdriicken? Schreiben Sie die formale Verneinung der Aus-
sage auf und driicken Sie diese ebenfalls sprachlich aus.

Denken Sie daran, dass "c | a" und "¢ | b" ebenfalls Abkiirzungen fiir Aus-
sagen sind; diese enthalten einen Existenzquantor. Welche sind das? Wenn

man diese Aussagen dann in die Aussage von Definition 17 einsetzt, wie
lautet dann die formale Verneinung und ihre sprachliche Umsetzung?

Losung: Die Aussage "Vce N: (c|aAc|b) = c= 1" bedeutet: "Jede natiirliche Zahl
¢, die a und b teilt, ist (notwendigerweise) gleich 1."

D)



Gleichwertig/dquivalent: "V ¢ € N\ {1} : =(c | a) V =(c | b), in Worten: "Jede natiirliche
Zahl ¢ # 1 teilt a nicht oder b nicht."

Formale Verneinung:
JeeN:=((clanc|b)=c=1)

sJceN:(clanc|b)Ne#1
sJeceN\{l}:claAc]b,

in Worten: "Es gibt eine natiirliche Zahl ¢ # 1, die a und b teilt." Die Verneinung : "Es gibt
keine natiirliche Zahl ¢ # 1, die a und b teilt", ist wieder gleichwertig zur Ursprungsaussage.

Wir hatten: ¢ |a < 3de€Z:a=cd,

entsprechend ¢ |b< Je € Z: b= ce.

Eingesetzt: VceN: (Fde€Z :a=cd)N(Fe€Z:b=ce)=c=1.
Verneinung:

JdceN:(FdeZ:a=cd)N(Fe€Z:b=ce)N(c#1)
< JdceN\{l}ddeZIecZ a=cdNb=ce.

In Worten: "Es gibt eine natiirliche Zahl ¢ # 1, eine ganze Zahl d und eine ganze Zahl e mit
a=cd und b = ce."

Auch moglich: "Es gibt eine natiirliche Zahl ¢ # 1, eine ganze Zahl d und eine ganze Zahl e,
so dass die Gleichungen a = ¢d und b = ce gelten."



