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Losung zum Ubungsblatt Nr. 5, Besprechung am 19.9.2013

Aufgabe 1:

Untersuchen Sie, ob die angegebenen Folgen konvergieren. Falls ja, geben
Sie den Grenzwert an.

1y 1 n®- L fiir n € {13214,13215,...,23535435},
ap = \— T, n —
n 100 sonst,
3\ " 2\ 7
o (3" a= (5)
2 3
Losung:

e Die Folge (a,)nen konvergiert gegen 0, da % Nullfolge und (—1)”2 beschrankt ist.

e Die Folge (b,)nen konvergiert gegen 100, da die Folgenglieder fiir n > 23535436 kon-
stant gleich 100 bleiben.

e Die Folge (¢, )nen divergiert, denn es gilt:
Vedey>0VngIn>mng: e, —c| > e

Bew.: Fiir ¢ € Rwahle gy := 1. Fiir n gerade und groB (mind. einem ng) ist (3)" > c+1,
also ist ¢, — ¢| = (3)" — ¢ > &,. O

e Die Folge (d,,)nen konvergiert gegen 0: Sei € > 0, dazu ny € N mit ny > é Dann ist

2\ 1
d, — 0] = (-) << <e O
3 n - ng
Bem.: Die Ungleichung (2)” > c+1 ist umformbar zu < nIn(3/2) > In(c+1) < n > %

et D ist, d. h. fiir alle n > ng.

Die Ungleichung (%)™ < % ab einem nq (hier geht schon ng := 1) lasst sich mit vollstandiger
Induktion beweisen: Fiir n = 1,2 gilt sie, und gilt diese fiir n, dann auch fiir n + 1 wegen

<2)n+1 2 (2)” Indglor. 2 < 1 q 2 1 1 <1 1 n i > 9 gilt
— = — .| = R a—=1—— — = r HT.
3 3°\3 3 n+l 03 3= Tl npypirn=ce

O

Daher gilt sie ab der kleinsten ganzen Zahl ng, die gréRer gleich

Aufgabe 2:

Ist die (rekursiv definierte) Folge ag := 1, a,41 1= an+ai konvergent? Stellen
Sie eine Vermutung dazu auf und beweisen Sie diese.

Losung: Durch vollstandige Induktion ergibt sich als erstes, dass alle a,, > 1 > 0 sind (denn
ap = 1 und an+1:an~|—% > 1+i> 1.)



Daraus folgt a,,+1 > a,, also ist die Folge (a,),en monoton steigend.

Beh.: Die Folge ist divergent. Bew. (durch Widerspruch): Angenommen, die Folge wére
konvergent und hatte einen Grenzwert a. Da alle Folgenglieder > 1 sind, muss dann auch
a > 1 sein. Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen folgt a,.1 — a, a, + i —a+ %
wegen der Rekursion folgt dann a = a + é was einen Widerspruch darstellt, denn diese
Gleichung hat keine Lésung. Also war die Annahme falsch, d. h. die Folge hat keinen Grenzwert
und ist daher divergent. O

Aufgabe 3:

(1) Berechnen Sie den folgenden Ausdruck:

10
> (kT — K + k) +Z k—20)° — (k — 20)7)
k=1 k=21

(2) Beweisen Sie: Fiir alle n € N, n > 2, gilt

[[(1+7) ="

k=2

Losung: Zu (1): Wir machen in der zweiten Summe eine Indexverschiebung: Setzen wir
dort m := k — 20, so ist

10

> (K =K+ k) +Z k —20)° — (k — 20)7)

k=1 k=21

10 10
=Y (K" =K+ k) + ) (m®—m)
k=1 m=1
10 10
=Y (K =K+ k) + ) (K
k=1 k=1
=Y (K=K +k+k k)

10
e 10-11
::zz:k:kLgf B 5 — 55
k=1

Zu (2): Wir zeigen die Aussage mit vollstandiger Induktion.
Induktionsanfang: Sei n:=2, dannist [.5.(2) =1+ § = 2 = 21 = 5.(2).

Induktionsschritt: Sei die Aussage wahr fiir n € N (Induktionsvoraussetzung), wir zeigen, dass
sie dann auch fiir n + 1 gilt: Es ist

n+1 n
1

l.S.(n+1):H<1+%> - <1+ni1).H(1+E> Ind.Vor. <1+ni1>,n;1

n+l 1 n+2 (+1)+1
5 +2 5 5 r.S.(n+1)




Bem.: Die Aussage in (2) gilt auch fiir n = 1, dann ist die r.S. = 1, und auf der linken Seite
steht ein "leeres Produkt", das keine Faktoren hat. Ein solches leeres Produkt setzt man per
Definition auf den Wert 1.

Aufgabe 4:

Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion die allgemeine Binomische Formel:

VneNvmbeR:w+M”:§:(Z%“%@
k=0

Hinweis: Im Induktionsschritt benotigt man die Rekursionsformel fiir die
Binomialkoeffizienten, ndmlich

n+1\ n n n

k+1) \k+1 k
fir alle n,k € Ny (vgl. auch Definition 33). Finden Sie eine geeignete In-
dexverschiebung so, dass Sie diesen Hinweis einsetzen konnen.
Losung: Bew. (durch vollstandige Induktion):

Induktionsanfang: Sei n = 1. Dannist [.S. = a + b = a'0® + a®b! = 1.S. richtig.

Induktionsvoraussetzung: Die Beh. gelte fiir ein n € N, d. h. es gelte die Formel (a + b)" =
> reo (W) a"*bF fiir n und alle a,b € R.

Induktionsschritt (von n nach n + 1): Wir zeigen, dass — unter Annahme der Induktionsvo-
raussetzung — die Formel fiir n + 1 dann auch wahr ist, wie folgt. Es ist

zspr+n:(a+mm4:(a+m"«a+m”2“(ji(zyﬂ*m)ma+m

k=0
_ Z (Z) an—l—l—kbk + Z <Z> an—kbk—l—l
k=0

k=0

n n—1
_n+1 n n+l1—k1k n n—kypk+1 n+1
=a —i—E (k)a b—l—g (k)a " + b
k=1 k=0
n—1

n—1
— an+1 + Z ( n )anéb4+1 + Z (n) anfkkarl + bn+1
2 \r+1 k

k=0

n—1
_ o+l n n ) n—kph+l | pntl
a +;((k+1>+(k> a +

n—1
Hinweis 1 Z <” + 1) arkpErL gt
k=0

k+1
— n+1 - n -+ 1 nferlbm bn+1
DY ( * ) n
n+1
1
= Z (n i >a(”+1)_mbm =r.S.(n+1).
m=0 m



Aufgabe 5*:

Sei n > 3 eine natiirliche Zahl. Berechnen Sie die Anzahl der positiven
ganzzahligen Losungen von z+y+2 = n, die zusétzlich noch die Bedingungen
r<y+2z y<z+4+zund z <z + y erfiillen.

Losung: Wegen z = n—x—y sind nur die Paare (z,y) zu zdhlen, mit denen die angegebenen
Bedingungen erfiillt sind. Da nur positive Lésungen erlaubt sind, muss z +y < n, > 0 und
y > 0 gelten.

Die Bedingungen fiihren so auf die Ungleichungen x <n —z, y—z<n—xz—y <z +uy.

Daher bewegt sich z in dem Rahmen 1 <2 < Z und yin § —2 <y < Z mit y > 0 und
x +y < n. Die Anzahl der Paare (x,y) ergibt sich somit als

> > oL

z<n/2 y<n/2
n/2—zx<y<n—x

Um dies zu berechnen, machen wir jetzt eine Fallunterscheidung:
1. Fall: Ist n ungerade, so ist diese Paaranzahl

Gaug 1 -1 +1 21
NI YLD VR e B

x<(n—1)/2 y<(n—1)/2 z<(n—1)/2
n/2—z<y

2. Fall: Ist n gerade, so ist diese Paaranzahl

=3 Y =Y Y ey = ¥ (x+1)+g—1

z<n/2 y<n/2 z<n/2 y<n/2 y<n/2 z<n/2—1
n/2—x<y<n—z n/2—x<y

(n+8)(n—2)
2 .

1 n n n 1
_L.nn 1)—1 B (4 2n+4n — 16) =
22(2+ s g (" +2n+dn—16)



