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§0 Einfiihrung

Denkanstof: Was ist wissenschaftliches Denken?

Theorie (Allgemeines)

AN

Deduktion Induktion (philos.)

N/

Empirie (Spezielles)

Deduktion: Schluss vom Allgemeinen auf das Besondere, d.h. Schlussfolgerung von
gegebenen Priamissen auf logisch zwingende Konsequenzen, inklusive der formalen
Ableitung von Ergebnissen (bzw. Herleitung) aus einer Theorie.

Induktion (philosophisch): Gewinnung von allgemeinen Erkenntnissen aus speziellen.

Theorie: Entwirft ein Bild eines Ausschnitts der Wirklichkeit, um diesen Teil der Wirk-
lichkeit zu erkléren.

Empirie: Die Sammlung/Erhebung von Informationen/Daten der Wirklichkeit, die beobachtet
werden konnen in gezielten, systematischen Untersuchungen.

Die Mathematik gehort zu den nicht-empirischen Wissenschaften.

Wir werden in unserem Vorkurs auf das Studium in Mathematik vorbereiten. Dazu gehort,
dass wir uns zuerst mit der Grundlage der Mathematik, der Aussagenlogik befassen und
dabei die Sprache, in der Mathematik formuliert wird, kennen lernen. Aber wir werden
auch einiges an Schulstoff dabei wiederholen bzw. uns einen ersten wissenschaftlichen
Blick auf die Mathematik erarbeiten.

Ein kurzer Uberblick iiber den Inhalt des Vorkurses:

Logik und Beweise

Elementare Mengenlehre

Zahlen und Zahlbereiche, vollstidndige Induktion

Elementare reelle Arithmetik, Ungleichungen und Intervalle

Abbildungen, Funktionen, Folgen, Summen und Grenzwerte

Die Exponentialfunktion, komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen
Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integration

Ausblick in die Lineare Algebra: Vektoren, Dimension, Matrizen
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§1 Logik und Beweise

§1.1 Einige Grundlagen der Logik
— Die Kunst des Schlussfolgerns

Definition 1: Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das wahr oder
falsch sein kann.

Beispiel 1: Aussagen sind etwa: Es regnet. 3 ist eine gerade Zahl. Es gibt keine Kdnguruhs
in Miinster. Mathematik ist schwer zu erlernen. In Miinster regnet es oder die Kirchenglocken
|duten, und wenn beides gleichzeitig passiert, dann ist Sonntag.

Der Wahrheitsgehalt von Sitzen der Umgangssprache ist nicht immer leicht zu bestim-
men, wie an diesen Beispielen zu sehen ist. Es gibt auferdem auch Aussagen, deren
Wabhrheitsgehalt unbekannt ist, wie etwa die folgende:

Beispiel 2: Jede natiirliche gerade Zahl, die groRer oder gleich 4 ist, ist Summe zweier
Primzahlen. (Goldbachsche Vermutung seit 1742)

Bei manchen Aussagen kann auch angegeben werden, seit wann die Menschheit ihren
Wahrheitsgehalt kennt, z. B.:

Beispiel 3: Die Gleichung ™ + y™ = 2™ hat fiir n > 3 keine Lésungstripel im Bereich der
natiirlichen Zahlen. (Fermatsche Vermutung seit 1637, bewiesen seit 1993 durch A. Wiles und
R. Taylor, verdffentlicht 1995, heute: "Satz von Fermat-Wiles")

Die letzte Aussage in Bsp. 1 zeigt, dass Aussagen mit "und", "oder" verkniipft werden
konnen, um neue Aussagen zu erhalten. Durch Verneinung konnen ebenfalls neue Aus-
sagen gebildet werden. Offenbar gibt es dafiir einige Bildungsgesetze, die universell sind.
Diese Grundgesetze des Schlussfolgerns méchten wir uns zuerst erarbeiten.

Um in der Mathematik mit ihren Aussagen und den zugehorigen Wahrheitsgehalten
verniinftig arbeiten zu konnen, liegt es nahe, einige wenige Aussagen als kleinste wahre
Grundbausteine anzunehmen (das sind dann die Prdmissen bzw. die Axiome), und zu
versuchen, alle weiteren daraus abzuleiten, wofiir dann die Regeln der Logik verwendet
werden. Damit ist es dann einigermafen leicht zu bestimmen, ob etwas wahr oder falsch
ist, im Gegensatz zu Siatzen der Umgangssprache, deren Wahrheitsgehalt von allerlei wei-
teren Gegebenheiten (aktuelles Wetter, subjektive Meinung. ..) abhéngen kann.

Und: Am besten moéchte man dabei mit méglichst wenig Axiomen auskommen!

Die Mathematik untersucht dabei abstrakte Strukturen an sich auf ihre Eigenschaften und
Muster. Die Abstraktion ist dabei das A und O, denn viele Eigenschaften von Gebilden
wiederholen sich. Es ist dann sinnvoll, gemeinsame Eigenschaften mit Namen zu versehen
(mittels Definitionen), und dann weitere Eigenschaften abzuleiten, die dann all diesen
Gebilden gemeinsam sind.

Das Niitzliche an der Mathematik ist, dass ihre Gesetze universell einsetzbar fiir viele
denkbare Anwendungen ist. Diese Abstraktion ist es aber auch, die haufig schwer fillt,
wenn man Mathematik lernt.



Ist eine Aussage A wahr, sagen wir auch kurz "A gilt", und ist A falsch, auch "A gilt
nicht".

Wir iiberlegen uns nun, welche Verkniipfungen neuer Aussagen aus bestehenden Aussagen
(nennen wir sie stellvertretend "A","B",...) gebildet werden kénnnen.

Definition 2: Die Verkniipfung zweier Aussagen A und B durch "und"
und "oder" (w steht abkiirzend fiir "wahr", f fiir "falsch"):
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Die Abkiirzung A A B bedeutet hier A und B, die Abkiirzung A V B bedeutet A oder B.

Die Aussage A A B ist also genau dann wahr, wenn die beiden Aussagen A und B wahr
sind, und sonst falsch. Die Aussage AV B ist genau dann falsch, wenn beide Aussagen A
und B falsch sind, und sonst wahr.

Fiir die Verneinung bzw. Negation fiihren wir auch ein abkiirzendes Symbol ein:

Definition 3: Die Aussage —A ist wahr, wenn A falsch ist, und falsch,
wenn A wahr ist. (Man sagt "nicht A" fiir = A.)

Beispiel 4:
e Die Aussagen AV (=A) und =(A A —A) sind immer wahr.

e Durch Kombination von A, V, — kann eine Vielzahl weiterer Aussagen gebildet werden:
(AANB)V (=C), (AVB)AC, (BV A)AA,...Uberlegen Sie sich, wie diese sprachlich
ausgedriickt werden kdnnen, insbesondere wenn Sie A und B mit speziellen Aussagen
belegen.

e Die Verkniipfung (AV B) A (—=(AA B)) kann man mit "entweder A oder B" ausdriicken.
Alle weiteren Verkniipfungen zweier oder mehr Aussagen, die denkbar sind, konnen aus

A,V und — kombiniert werden. Einige wichtige Verkniipfungen, die aber héufig vorkom-
men, bekommen einen neuen Namen und eine Abkiirzung.

Die wichtigste solche ist dabei die Schlussfolgerung, bzw. Folgerung oder auch Implikation
genannt:

Definition 4: Eine Implikation ist eine Aussage, die wir als A = B
schreiben, und die — abhéngig vom Wahrheitsgehalt zweier Aussagen A und
B — den folgenden Wahrheitsgehalt hat:
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Wir sagen dafiir auch "aus der Aussage A folgt die Aussage B", oder kurz "aus A folgt
B". Diese Aussage ist wahr, wenn A und B wahr ist (aber auch, wenn A falsch ist!).

Schlussfolgern geht nun so: "Gilt A = B und A, so folgt B".

Das heift: Ist A wahr und auch die Aussage A = B (d.h. fiir eine bestimmte Aussage
B), so ist auch B wahr. Mit "gilt..." bzw. "gilt die Aussage...", ist gemeint, dass man
die Wahrheit der Aussage A annimmt. Aus dieser wird dann auf die Wahrheit von B
geschlossen.

Man kann das auch so sehen: Ist die Aussage A = B wahr, so ist dies eine verwendbare
Schlussregel. Gilt dann A (d.h. ist A wahr), so ist dann auch B wahr.

Man beachte dabei: A = B ist stets wahr, wenn A falsch ist.

Es ist ein wichtiges logisches Prinzip, dass aus einer falschen Aussage A eine beliebige
andere Aussage folgt: die Verkniipfung ergibt stets eine wahre Aussage ("ex falso quodli-
bet" = "aus Falschem folgt Beliebiges"). Denn als (mathematische) Aussage gesehen
kann A = B nur dann falsch sein, wenn A wahr und B falsch ist. Dies widerstrebt oft
dem umgangsprachlichen Alltagsgebrauch von "wenn — dann", wo nicht vorgesehen ist,
dass A auch falsch sein konnte.

Ein Beispiel dafiir, wo wir sehen, dass diese Wahrheitstafel fiir A = B mathematisch
sinnvoll ist: Ein (math.) Satz lautet: Fiir alle reellen Zahlen z gilt: z > 2 = 2 > 4.

Es ist mathematisch sinnvoll, dass man vereinbart, diese Aussage sei wahr fiir alle reellen
x, die man fiir z in die "Formel" einsetzen kann:! Etwa fiir x = 3, dann lautet die
Aussage "3 > 2 = 32 > 4.", was offensichtlich wahr ist. Aber eben auch fiir alle anderen
x, die man einsetzen kann, z.B. # = 0: Man erhdlt "0 > 2 = 0% > 4", ist wahr,
obwohl beide Aussagen links und rechts des Pfeils falsch sind. Und auch fiir x = —3:
"—3>2=(-3)% > 4", wo die Aussage links falsch ist, die rechte aber wahr.

Bemerkung: Uberlegen Sie sich, dass die Verkniipfung (—A) V B denselben Wahrheits-
gehalt hat wie die Aussage A = B. Wir kénnen die Implikation A = B also auch als
Abkiirzung fiir (mA) V B verstehen.

Wichtige Dinge haben oft viele Namen. In einer Implikation A = B nennt man A auch
die hinreichende Bedingung fiir B, und B die notwendige Bedingung fiir A. Man sagt: A
ist hinreichend dafiir, dass B gilt, und B ist notwendig fiir die Giiltigkeit von A. Auch
"daraus folgt" oder "impliziert" kann fiir das Implikationszeichen gesagt werden. Die
Hintereinanderreihung von mehreren Implikationen schreibt man auch einfach hintere-
inander, z. B. A = B = (' als Abkiirzung fiir (A = B) A (B = (). Vergleichen Sie dies
auch mit den Aussagen (A = B) = C und A= (B = C)!

1So verstehen wir den Allquantor "fiir alle", vgl. §2.



Definition 5: Die Riickrichtung einer Implikation A = B ist die Implika-
tion B = A.

Die Riickrichtung ist i.a. eine andere Aussage mit anderen Wahrheitswerten. Falls mit
einer Implikation auch die Riickrichtung gilt, spricht man von Aquivalenz:

Definition 6: Die Aquivalenz zweier Aussagen A und B ist die Aussage
(A = B)A (B = A). Man schreibt dafiir abkiirzend A < B. In einer

Aquivalenz nennt man die Implikation A = B die Hinrichtung, und B = A
die Riickrichtung der Aquivalenz.

Man formuliert eine Aquivalenz A < B auch so: "A ist genau dann wahr, wenn B
gilt". Oder auch: "A gilt genau dann, wenn B gilt". Oder: "A gilt dann und nur dann,
wenn B gilt". Das bedeutet alles, dass A und B denselben Wahrheitsgehalt besitzen. Die
Hintereinanderreihung mehrerer Implikationen schreibt man auch kurzals A < B < C <
. und ist die Aussage, dass alle diese Aussagen A, B,C, ... denselben Wahrheitswert
haben. Diese Hintereinanderreihung ist die Abkiirzung fiir (A< B)A (B < C) A ...

Die wichtigsten Logikregeln beschreiben nun, wie Aussagen dquivalent umformuliert wer-
den koénnen (Regeln 1-4, 8 und 9) bzw. wie man mit gewissen Aussagen schliefen kann
(Regeln 5,6 und 7). Diese Regeln selbst sind immer wahre Aussagen, egal welche Aus-
sagen A,B,C' man einsetzt. Sie lassen sich durch Vergleich der jeweiligen Wahrheitswerte
beweisen, oder auch durch Zuriickfiihren auf schon bewiesene Aussagen. (Das behandeln
wir im néchsten §1.2.)

A& —(-A)
—|(A/\B)¢>—|A\/—|B
—(AV B) < -AAN-B
(A= B) & (-B = —A)

(A= B)NA=B
(A= B)AN—-B = —-A
(A= B)AN(B=C)= (A= C)
ANBVC)<= (ANB)V(ANC)
AV (BANC)<= (AVB)AN(AVO)

O 0| || U x| W N+~

Zum Klammersetzen bei Formeln mit Aussagen: Klammern kénnen weggelassen werden
gemék folgenden Regeln: das Zeichen — bindet stiarker als A, das Zeichen A bindet starker
als V, und das Zeichen V stirker als die Zeichen =, <= bzw. <.

Beispiel 5:

e Demnach ist z.B. (A = B) A C prinzipiell eine andere Aussage als A = B A C,
mit welcher die Aussage A = (B A C) gemeint ist. Tatsachlich: Denn ist A eine
falsche Aussage (setzen wir gewissermalen den Wahrheitswert "falsch" fiir A ein), und
C' falsch, so ist die erste Aussage falsch, die zweite aber wahr, deswegen miissen sie

verschieden sein. Um das zu erkennen, mussten wir also nur einen Unterschied in der
Wahrheitstabelle finden.



e Um zu sehen, dass zwei Aussagen &dquivalent sind, miissen wir hingegen die ganze
Wahrheitstabelle durchchecken: Wir beweisen die Aussage (A = B) < —(A A -B)
durch Vergleich der Wahrheitswerte von A = B und =(A A =B):

A|B|A=B|AAN-B|—-(AAN-B)
W | w W f W
w| f f w f
flw W f W
f|f W f W

§1.2 Theorie mathematischer Beweise

Definition 7: Eine Behauptung ist die Kundgebung, dass eine Aussage
wahr ist, unabhangig von ihrem Wahrheitsgehalt. Dass sie tatsdchlich wahr
ist, wird mit einem Beweis bestitigt. Ein Beweis ist dabei die (fehlerfreie)
Herleitung der Wahrheit einer Aussage (aus Axiomen und bereits als wahr
bewiesenen Aussagen).

Definition 8: Ein (mathematischer) Satz ist die Formulierung einer wahren
(mathematischen) Aussage: fast immer die Aussage, dass eine bestimmte Im-
plikation A = B wahr ist. Man nennt dann A die Voraussetzung, und B die

Behauptung des Satzes.

In einem Satz wird also die Wahrheit einer Aussage behauptet, sofern sie bewiesen wer-
den kann. Der Beweis steht meistens gleich im Anschluss an die Formulierung des Satzes;
die Wahrheit eines Satzes mufs nachvollziehbar sein. Wenn Sie ein Mathematikbuch auf-
schlagen, wird dies dort so gemacht, meist als Trio "Definition-Satz—Beweis". Denn fiir
neu definierte Begriffe wird meist ein Satz formuliert, der deutlich macht, dass die Defini-
tion ein sinnvolles Konzept darstellt. Die Mathematik kann so als Sammlung von Sitzen
aufgefasst werden.

Beispiel 6: Ein Beispiel fiir einen Satz, wie er in einem Mathematik-Buch stehen kénnte:

Satz: Voraussetzung: Sei n eine gerade Quadratzahl. Behauptung: n ist durch 4 teilbar.
Beweis: Ist n = m? gerade, so ist m durch 2 teilbar, also n = m - m durch 2-2 = 4

teilbar. N

Oft stehen die Worte Voraussetzung und Behauptung nicht mehr in der Formulierung im
Satz dabei. Dann muss man sich selbst {iberlegen, was Voraussetzung und was Behaup-
tung des Satzes ist.

Beispiel 7: Im vorigen Beispiel kénnte der Satz auch heiRen: "Gerade Quadratzahlen sind
durch 4 teilbar." Ein anderes Beispiel:

Satz: Der Flicheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks ist halb so gro wie das Produkt zweier
Seitenldngen.

Hier ist "Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck." die Voraussetzung, die Behauptung ware:
"Der Flacheninhalt des Dreiecks betragt die Halfte des Produkts zweier Seitenlangen."



Was ist nun genau ein Beweis? Wie leitet man die Wahrheit einer Aussage B her? Und:
wie schreibt man das auf?

Ein Beweis der Aussage B konnte nun aus der Hintereinanderreihung von bereits bewiese-
nen Implikationen A = C} = C5--- = C,,1 = B und einer anfinglichen Aussage A
bestehen. Bei einem solchen Vorgehen spricht man von einem direkten Beweis.

Im Beweis einer Implikation A = B muss A selbst nicht bewiesen sein. Sie ist ohnehin
wahr, wenn A falsch ist; es muss B nur dann hergeleitet werden, wenn A wahr ist, wir
also die Annahme machen, dass A gilt; man driickt dies sprachlich im Konjunktiv I aus:
Z.B. "Es sei x eine reelle Zahl", als Abkiirzung fiir "Angenommen, es sei = eine reelle
Zahl." oder "Wir nehmen an, x sei eine reelle Zahl."

Beispiel 8: Beispiel fiir die Notierung eines direkten Beweises:

Satz: Vor.: Sei z eine reelle Zahl mit 22> = 1. Beh.: Dannist + = 1 oder x = —1.

Bew.: Esgilt: 22 =1=22-1=0= (z—-1)(z+1)=0=2—-1=0Vae+1=0
=szr=1Vaxr=-—1. ]

Bemerkung: Hier kdnnte lberall = auch durch < ersetzt werden, was fiir den Beweis des
Satzes aber nicht erforderlich ist. Es sei denn, die Beh. lautet z2 =1< =1V z = —1.

Ein spezieller Beweistyp ist der Induktionsbeweis und wird zu den direkten Beweisen
gezahlt. Wir werden ihn erst in §2.1 kennenlernen.

Ein weiterer Beweistyp, der zu den direkten Beweisen gezidhlt wird, ist der Ringsschluss

und kommt seltener vor. Nimlich dann, wenn eine Aquivalenz A < B < C von drei
Aussagen als Satz behauptet wird, geniigt es, A = B = C' = A zu beweisen. Den
Beweis der Riickrichtungen A < B < C kann man sich dann sparen. (Mit mehr als drei
Aussagen entsprechend.) Der Ringschluss sollte nicht mit dem Zirkelschluss verwechselt
werden, bei dem falschlicherweise die Giiltigkeit der Behauptung im Beweis verwendet
wird, was natiirlich nicht erlaubt ist.

Alle anderen Beweisarten werden indirekt genannt. Das ist zum einen der Kontrapositions-
beweis, und zum andereren der Widerspruchsbeweis.

Beim Kontrapositionsbeweis wird anstelle von A = B die gleichwertige? Tmplikation
—B = —A direkt gezeigt. Das Prinzip lésst sich auch als (A = B) & (=B = —-A)
schreiben, dieses ist oben als Logikregel Nr. 4 notiert.

Beim Widerspruchsbeweis wird aus der Annahme — B, d. h. dass B falsch wire, eine falsche
Aussage hergeleitet (ein sogenannter Widerspruch, wie etwa 0 = 1, A A =A usw.). Nach
dem Kontrapositionsprinzip ist B dann wahr, also bewiesen.

Im héufigen Fall, dass der zu beweisende Satz eine Implikation A = B als Aussage hat,
lautet die Annahme A A —=B. Dann wird daraus eine falsche Aussage direkt hergeleitet.?
Denn beachten Sie, dass =(A A —-B) < —AV (=(-B)) & -AVB < (A= B).

2d. h. dquivalente

3Dieser Widerspruch kann auch —A sein: dies ist ein Widerspruch, da man ja die Wahrheit von A
angenommen hat. In diesem Fall war der Widerspruchsbeweis dann doch ein Kontrapositionsbeweis und
kénnte auch so aufgeschrieben werden. Sogesehen ist ein Kontrapositionsbeweis nichts anderes als ein
spezieller Widerspruchsbeweis.



Der Widerspruchsbeweis (zum Beweis einer Aussage B) wird so notiert, dass man die
Annahme macht, dass =B gelte. Nach der Herleitung eines Widerspruchs ist der Beweis
dann beendet. Man schreibt dann auch, man erhéalt einen "Widerspruch". Gelegentlich
schreibt man auch einen Widerspruchspfeil ("% ") an die erhaltene falsche Aussage.

In kurzen indirekten Beweisen kann man sprachlich den deutschen Konjuktiv IT (="Ir-
realis") benutzen, mit dem im Deutschen eine irreale Annahme ausgedriickt wird. In
langeren Beweisen driickt meistens nur die Annahme selbst im Konjuktiv aus.

Beispiel 9: Beispielsitze, die den Konjunktiv (Il bzw. I) enthalten:
1. "Wenn n ungerade wire, dann wire n? keine gerade Quadratzahl."

2. "Es sei n eine gerade Zahl.", ist die Abkiirzung fiir "Angenommen, es sei n eine gerade
Zahl." bzw. fir "Wir nehmen an, n sei eine gerade Zahl."

Der Konjunktiv I von "es gilt" und "es ist" lautet "es gelte" und "es sei". Im Konjunktiv
I wird héufig die Voraussetzung eines Satzes formuliert.

Zur Markierung des Endes eines Beweises schreibt man iiblicherweise ein Késtchen an den
rechten Seitenrand, oder die Abkiirzung q.e.d. fiir "quod erat demonstrandum" = "was
zu beweisen war", auf deutsch auch "w.z.b.w.".

Beispiel 10: Beispiel fiir die Notierung eines Widerspruchsbeweises:

Satz: Vor.: Sei k eine natiirliche Zahl, die groRer als 1 ist, und n := 10¥ — 1.
Beh.: Dann ist n keine Quadratzahl.

Beweis (indirekt, durch Widerspruch): Ann.: n wére eine Quadratzahl.

Da n = 10* — 1 ungerade ist, ist n also eine ungerade Quadratzahl. Ungerade Quadratzahlen
sind von der Form 4m + 1, also ist 10F — 1 = 4m + 1, also 10¥ = 4m + 2, also ist 10% nicht
durch 4 teilbar, im Widerspruch dazu, dass k& mindestens gleich 2 ist und weswegen 10* den
Faktor 2 mindestens zweimal enthalt. O

Beispiel 11:

e Satz: A,B seien Aussagen. Dann gilt (A = B) < (=B = —A).
Beweis (direkt): (A = B) < -AVB < BV-A& =(-B)V-A< (-B=-A). O

e Satz: Vor.: A,B,C seien Aussagen.
Beh.: (ANB=C(C)< (A= (B=20C)).
Beweis (direkt): (AANB=C)< -(AAB)VC & (mAV-B)VvC
& AV (-BVC)& -AV(B=C)& (A= (B=10)). O

Bem.: Hier miissen die Aquivalenzpfeile hingeschrieben werden, Folgepfeile reichen nicht.

Beispiel 12: Satz: Wenn x > 1 und y > —1 reelle Zahlen sind, dann ist x + y > 0.
Beweis: Vor. = 2 >1Ay>—-1=2+y>1+(—-1)=0. O

Bem.: Der letzte Folgepfeil kann nicht durch einen Aquivalenzpfeil ersetzt werden! Die
Riickrichtung gilt nicht, denn fiir x =0, y = 1 ist x +y = 1 > 0 wahr, aber x > 1 falsch.



Beispiel 13:

Satz: Ist n eine ungerade Quadratzahl, dann ist n — 1 durch 8 teilbar.
oder: Satz: Es sei n eine ungerade Quadratzahl. Dann ist n — 1 durch 8 teilbar.
oder: Satz: Vor.: n sei ungerade Quadratzahl. Beh.: n — 1 ist durch 8 teilbar.
oder: Satz: Vor.: n sei eine Quadratzahl.

Beh.: Ist n ungerade, dann ist n — 1 durch 8 teilbar.*

Beweis (direkt): Es sei n = m? mit einer natiirlichen Zahl m. Ist n ungerade, dann muss

auch m ungerade sein, etwa von der Form m = 2k — 1 mit einer natiirlichen Zahl k. Dann
istn—1=m?>—1=2k—1)>—1=4k*— 4k +1— 1= 4k(k — 1) durch 8 teilbar, weil k
oder k — 1 gerade ist. m

Beispiel 14: Ein weiteres Beispiel, wie ein Widerspruchsbeweis aufgeschrieben werden kann:

Satz: p = 2 ist die einzige gerade Primzahl.

Beweis (durch Widerspruch):

Annahme: Es sei p > 2 eine weitere gerade Primzahl. Dann ist p durch 2 teilbar, also p = 2-n
mit einer natiirlichen Zahl n. Da p > 2, ist n > 1, also ist p eine zusammengesetzte Zahl im
Widerspruch zur Annahme, dass p eine Primzahl sei. H

Derselbe Beweis, etwas mehr in Formeln ("formal") aufgeschrieben:
Bew.: Ann.: Seip € P, 2[pund p > 2. Dann In € N:p=2-n. Dannist n > 1, weil p > 2.
Dann ist p zusammengesetzt, 4 . [

Ebenso, aber sprachlich ausgedriickt:
Beweis: Wire p sonst eine weitere gerade Primzahl, so wire die gerade Zahl p durch 2 teilbar,
also keine Primzahl, im Widerspruch zur Annahme, dass p eine Primzahl sei. m

Noch ein Beispiel fiir einen direkten Beweis:
Beispiel 15:

Satz: Vor.: Sei z eine reelle Zahl.
Beh.: Wenn 22 = 6x — 9 ist, dann ist 22 = 0.

Bew.: Es gilt:

22 =6x—9

sl —6x+9=0

& (r—3)%2=0
Sr=3
=22=09.

Hier im letzten Schritt darf = nicht durch < ersetzt werden.

4Hier sehen Sie, dass Teile der Voraussetzungen in die Behauptung aufgenommen werden konnen,
wenn damit die Behauptung als Implikation formuliert wird: (AA B = C) < (A= (B = C)).



