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Aufgabe 1: Konvergenz reeller Folgen.

Untersuchen Sie, ob die angegebenen Folgen konvergieren. Falls ja, geben Sie den Grenz-
wert an.
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Wie lautet die Menge der oberen Schranken der Mengen A = {ay, as, as, ... },
B = {bl,bg,b3,...}, C= {01702,03,...} und D = {dl,dg,dg,...}?

Losung:

e Die Folge (a,)nen konvergiert gegen 0, da -5 Nullfolge und (—1)""* beschréinkt ist.

e Die Folge (b, )nen konvergiert gegen 100, da die Folgenglieder fiir n > 163164 konstant
gleich 100 bleiben.

e Die Folge (¢,)nen divergiert, denn es gilt:
Vedey>0VngIn>ng:|e, —c > eo.

Bew.: Fiir ¢ € R wihle ¢y := 1. Fiir n gerade und grof (mind. einem ng) ist
(5)" > c+1, also ist |¢, — ¢| = (3)" — ¢ > «. O

e Die Folge (d,)nen konvergiert gegen 0: Sei € > 0, dazu ng € N mit ng > % Dann ist
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Bem.: 1.) Die noch zu zeigende Ungleichung (2)" > ¢+ 1 ist umformbar zu < nin(5/4) >

In(c+1) < n> 11?1((6573 . Daher gilt sie ab der kleinsten ganzen Zahl ng, die grofer gleich

et st d. h. fiir alle n > ng.

2.) Die noch zu zeigende Ungleichung (3)" < L ab einem ng (hier geht erst ng := 11, wie
man per TR nachrechnet) ldsst sich mit vollstdndiger Induktion beweisen: Fiir n = 11
gilt sie, und gilt diese fiir n, dann auch fiir n + 1 wegen
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Die Menge der oberen Schranken von A ist [1,00), die von B ist [100, 00), die von C' ist

0 weil (¢)nen eine unbeschriinkte Folge ist, die von D ist [, 00).



Aufgabe 2: Summenzeichen, Teleskopprinzip und Indexverschiebung
(a) Berechnen Sie den folgenden Ausdruck:
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(b) Zeigen Sie: Fiir alle n € N, gilt

Zln<1+ ) In(n +1).

Losung:

Zu (a): Wir machen in der zweiten Summe eine Indexverschiebung: Setzen wir dort
m =k — 20, so ist
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Zu (b): Beweis mit dem Teleskopprinzip:
Es gilt

Zln(l—i— ) iln (’Hl)
= i (In(k +1) — In(k))

(In(2) —In(1)) + (In(3) —In(2)) + (In(4) — In(3)) + - - -
+ (In(n) —In(n — 1)) + (In(n + 1) — In(n))
= (—In(1) +In(2)) + (= In(2) + In(3)) + (— In(3) + In(4)) +
+ (—=In(n) +In(n + 1))
—In(1) + (In(2) — In(2)) + (In(3) = In(3)) +- - + (In(n) — In(n)) +In(n + 1)
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=—In(1)+_0 +In(n+1)=In(n+1).
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Beweis mit Indexverschiebung: Es gilt
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- znjln(lc +1)— iln(k).

In der ersten Summe fiithren wir mit m = k + 1 eine Indexverschiebung durch und setzen
die Rechnung fort mit
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=—In(l)+In(n+1)+ zn: In(m) — zn: In(k)
m=1 k=1

=—In(l) +In(n+1)+ iln(/f) - iln(k’)
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=—In(1) +In(n+1) =In(n + 1).

Beweis mit vollstindiger Induktion:
Induktionsanfang: Sei n := 1, dann ist [.S.(1) =In(1 + 1) = r.5.(1).

Induktionsschritt: Sei die Aussage wahr fiir n € N (Induktionsvoraussetzung), wir zeigen,
dass sie dann auch fiir n + 1 gilt: Es ist
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1 - 1 1
Z.S.(n—kl):kz:;ln(l—l—E) Zkz:;ln <1+E> + In <1+n—+1>
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n+1
=lnn+1)+In((n+1)+1) —In(n+1)
=ln((n+1)+1)=r.S.(n+1).
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Aufgabe 3*: Konvergenz bei Rekursionen.

Ist die (rekursiv definierte) Folge z; := 1, @41 := = + % konvergent? Stellen Sie eine
Vermutung dazu auf und beweisen Sie diese.

Losung:
Beh.: Die Folge konvergiert gegen v/2.

Bew.: Wenn die Folge konvergiert, so ist leicht zu sehen, dass der Grenzwert dann /2

sein muss: Ist a der Grenzwert, so ist aus der Rekursionsgleichung ersichtlich, dass die

linke Seite eine Folge ist, die gegen a konvergiert, und die rechte Seite gegen % + £, also
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Weil die Folgenglieder alle > 0 sind, muss +/2 der Grenzwert sein.
Bleibt noch der Beweis, dass die Folge tatséichlich konvergent ist.

Dies zeigen wir in zwei Schritten:

(1) Fiir alle n € Nist 1 < z,, < 2. Dies zeigen wir induktiv: Klar ist dies fiir n = 1, und
gilt diese Abschatzung fiir n, dann auch fiir n + 1 wegen

1+1<1+xn<1+2_2
2 2 "z, 2 1 2
N——

=Tn+1

(2) Weiter ist die Folge 22 — 2 eine Nullfolge, denn wir zeigen die Abschéitzung |22 —2| <
51 durch vollstéindige Induktion wie folgt: Es ist [12 — 2] = 1 = und gilt die
Abschétzung fiir n, dann auch fir n + 1 wegen

-2 x2—2 2 —2\2
L 2= (o= Y g = - an R (B20)
1 =2 2, Tn = 2T = T

(=2 _ 1 Ly 1 1
_( 2y, > —ﬁ'(Qn—J T2 = )1

wobei in der vorletzten Ungleichung die Induktionsvoraussetzung und (1) in der Form
T, > 1 verwendet wurde.
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Da also 22 — 2 eine Nullfolge ist, muss die Folge konvergieren.



