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Aufgabe 1: Rechnen mit exp und In.

Seien a,b,c € R.o fest. Geben Sie (in Abhédngigkeit von a,b,c) die Losungsmenge der
x € R an, die die folgenden Gleichungen l6sen.

(i) " =g, (i) " =1, (iii) (In(a))* = b,
(iv) exp(cz)*=2", (v) In (eic> =b, (vi) 2?@ =2®
Losung:

Seien a, b, c € R fest gewihlt. Wir bestimmen fiir jede Gleichung die Losungsmenge L.
(i) Es ist
a@") = ¢ & MEIE — oy PO — () o pn(a) In(z) = In(c)

Z In(z) = bliln((ca)) & r =exp <bllnn_((c(3)>

Fiir a = 1 ist die linke Seite in der Gleichung bln(a)In(z) = In(c) gleich Null, die
Losbarkeit hdngt dann von ¢ ab. Es folgt:

{exp(blfn((cg))}, falls a # 1,
L=< Ry, fallsa=1Ac=1,
0, falls a =1 Ac# 1.

(i) Vorbem.: Der Ausdruck z” ist fiir x > 0 definiert, denn wir haben 0° := 1 definiert.
Damit konnen wir die Aufgabe wie folgt l6sen, denn man beachte, dass In(z) nicht
fiir ¥ = 0 definiert ist: 2 =1l 2 =0V e™™@ = 1= 2=0Vrin(z) =0 &
r=0VIn(r) =02 =0Vazx=1, also ist hier L = {0,1}.

(iii) Vorbem.: Der Ausdruck (In(a))” ist lediglich fiir @ > 1 definiert. Wir bestimmen die
Losungsmenge fiir a > 1 wie folgt: Es ist (In(a))® = b < e?n0@) = p = ) &
zln(In(a)) = In(b). Die linke Seite ist gleich Null, wenn In(a) = 1, also wenn a = e
ist. Wieder wird eine Fallunterscheidung notig:

{%}, falls a # e,
L=<{R, fallsa=eAb=1,

0, fallsa =eAD # 1.

920 » — @) Py ot daher

ac

(iv) exp(cz)?® = 2° & exp(acr) = expbIn(2) < acx = bIn(2)

(M@ falls ac # 0,

L= (R, falls ac=0Ab =0,
0, falls ac = 0 A b # 0.

Vih(z)=bte X =CL"sa=e"""Sr+b—c=I(a) &z =1In(a) —b+c
Also ist L = {In(a) — b + c}.



(Vl) 1.2111((1) — 2b o ten(a)ln(ac) — ebln(2) PN 21H<Cl) ln( — bln é h’l bln(2)) o=

exp (; EE?)) Also ist

{exp(gﬁi%)}, falls a # 1,
L =< Ry, fallsa=1Ab=0,
0, fallsa =1Ab# 0.

Aufgabe 2: Rechnen mit komplexen Zahlen.

Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form a +ib, a,b € R, wobei i> = —1.
Berechnen Sie weiter das komplex Konjugierte, den Betrag, das multiplikativ Inverse sowie
das Quadrat dieser komplexen Zahlen.

1 o1 -2 o1 2—1 . 1—21\2
-, (i) o (iii) ;—l— T (iv) (2—1—2')'

142 1
Losung:

(i) %ﬂ = (171)_(;‘“) = 11:;2 = 171(71) = % = %— %z Komplex Konjugiertes: %+ %2’,
Betrag: i + i = % 2, Quadrat: i — i —2- % . % = —%, multiplikatives Inverses:
1/(1/(1+1i) =1+1.

(i) {758 = (1&?)??-2@ = 1_4iJ5r(_4) = —2 — %i. Komplex Konjugiertes: —2 + 34, Betrag:

1-2i
= + é—g = 1 bzw. I1+2z‘i - % = 1, Quadrat: (-3 —4i)? = £(9 — 16 + 24i) =
. N2 . _ .
5% + 234, multiplikatives Inverses: 195 = (14%23?;)—21‘) = 1+4“5L( 4 _ —2 4+ 4i. (Haben

hier eine Zahl, deren komplex Konjugiertes gleich ihrem multiplikativen Inversen ist.
Fiir welche komplexe Zahlen trifft das zu?)

(i) + + % = _Ll + (2_;?”)1 = —i — 2i — 3 = —3 — 2i. Komplex Konjugiertes: —3% + 24,
Betrag: /3 + 2 = $v/26, Quadrat: §(1+ 5i)* = §(1+ 10i — 25) = §(—24 + 10¢),
multiplikatives Inverses: 7% = 731(;5&) ==l 135

. —2;\2 1—-2i)(2—14)\ 2 _i—4i—2)\2 —54)2 s
(iv) (53)" = (—((2+i))((2*'))) = (=) = (52) = —1. Komplex Konjugiertes: —1,

Betrag: 1, Quadrat: (—1)? = 1, multiplikatives Inverses: —1.

Aufgabe 3: Zahlenmengen in der komplexen Ebene.

Skizzieren Sie die folgende Menge in der komplexen Ebene:

1-2
M::{ZEC;’ ,Zzl}
zZ+1
Losung:
Wir setzen z = x + iy, dann rechnen wir:
‘1—22 B ‘1—2(I+iy)2
z4i r+i(y+1)
(1 —2x)% + 4y9?
2+ (y+1)?

s (1-20)°+4 =2+ (y+1)?
Sl—dr+4® + 42 =+ 9> +1+2y
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Also ist M ein Kreis in C mit Mittelpunkt £(2 4 i) und Radius $v/5.
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Aufgabe 4*: Werte der komplexen Sinusfunktion.
Fiir welche z € C gilt (a) sinz € R, (b) sinz = 17

Losung:
Mit dem Ansatz z = x + 1y erhalten wir die Darstellung

: 1 iz —iz
sin z = 2_i(€ e )
1

T2
1

T2
1

T2

(€Y — gty

(e7¥(cosz +isinz) — e’(cosz — isinx))
(e7¥ —eY)cosx + %(e‘y + ¢Y) sin z.
Somit ergibt sich:

(a) simze€R & cosr=0Ve?V —e! =0 rc{f+hkm kcZ}Vy=0

(b) sinz =1=y=0Vaxec {5+ knr k& Z} nach vorigem.
1. Fall: Ist y = 0, folgt sinz = sinz = 1, also « € {§ + 2km; k € Z}.
2. Fall: Ist y # 0, folgt cosz = 0 und sinz = £1, also 1 =sinz = (e 7¥ + ¢¥)sinz =
eV +e¥), also eV + eV = £2.
Hier ist der Fall e7¥ 4 e¥ = —2 ausgeschlossen, es bleibt der Fall sinz = +1 und somit
ist v € {5 +2km; k € Z}. Es bleibt die Gleichung e™¥ + e¥ = 2 zu 16sen. Der Ansatz
w = eY zeigt i—l—w =2 w-2w+1=0<%« w=1, dh. fir y finden wir nur
die Losung y = 0, was im 2. Fall ausgeschlossen wurde. Nur der 1. Fall ist deswegen
moglich.

Unser Ergebnis lautet also: sinz =1 & z € {5 + 2km; k € Z}.



