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Aufgabe 1: Injektive, surjektive und bijektive Abbildungen.
Bestimmen Sie, ob die folgenden Abbildungen injektiv, surjektiv oder bijektiv sind:

a:{1,2,3,4} - {1,2,3}, a(l)=1, a2)=3, a3)=3, a4)=2

b:{1,2,3,4} > {1,2,3,4},  b(1)=1, b2)=3, bB) =3,  b4d)=2
c:{1,2,3,4} —»{1,2,3,4}, c¢(1)=1, ¢2)=3, cB3)=4, c(4) =2
d:{1,2,3,4} — {1,2}, d)y=1, d@2)=1, d@B3)=2,  d4)=1
e: {1} — {1,2,3,4,5}, e(1) =5

f:N=N, f(n)=2n
g:N—=N g(1)=1und g(n) =n—1fiirn>1
h:N— N, h(n) =n—1, fiir gerades n und h(n) =n + 1, fiir ungerades n

Losung:

a ist surjektiv (alle Elemente der Zielmenge sind Bildwerte von a) und nicht injektiv (da
a(2) =3 = a(3)),

b ist nicht surjektiv (das Element 4 der Zielmenge ist kein Bildwert von b) und nicht
injektiv (da b(2) = 3 = b(3)),

c ist bijektiv, d.h. injektiv und surjektiv, denn jedes Element der Zielmenge wird genau
einmal als Bildwert angenommen (kommt genau einmal als Bildwert vor)

d ist surjektiv (alle Elemente der Zielmenge sind Bildwerte von d) und nicht injektiv (da
a(1) = 1= d(2)),

e ist injektiv (keine zwei Elemente der Definitionsmenge werden auf denselben Bildwert
abgebildet) und nicht surjektiv (z. B. das Element 2 der Zielmenge wird nicht angenom-
men).

Somit sind die Abbildungen a,b,d und e auch alle nicht bijektiv.

Die Abbildung f ist injektiv, da keine zwei verschiedenen natiirlichen Zahlen n und m
auf dieselbe gerade Zahl abgebildet wird (denn f(n) = f(m) = 2n = 2m = n = m).
Die Abbildung f ist nicht surjektiv, da die ungeraden Zahlen im Zielbereich nicht als
Bildwerte angenommen werden.

Die Abbildung g ist nicht injektiv, da g(2) = 1 = g(1) gilt. Sie ist aber surjektiv, da
jedes n € N im Zielbereich das Bild einer natiirlichen Zahl, ndmlich von n + 1 ist: Es ist
gn+1l)=Mn+1)—-1=n.

Die Abbildung h ist surjektiv, denn jedes n € N im Zielbereich ist das Bild einer natiir-
lichen Zahl, ndmlich von n + 1, wenn n ungerade ist, und von n — 1, wenn n gerade ist.
Formal aufgeschrieben:

. h(n+1), falls n ungerade,
" | h(n—1), falls n gerade.

Die Abbildung h ist injektiv, denn gilt h(n) = h(m) fiir zwei natiirliche Zahlen n und m,
so muss notwendig n = m sein:



Aus h(n) = h(m) folgt, dass n und m dieselbe Paritdt haben miissen (das bedeutet, dass
n und m beide gerade oder beide ungerade sein sind), denn die Abbildung h wechselt die
Paritéit: Hatten n und m verschiedene Paritit, miissten auch h(n) und h(m) verschiedene
Paritdt haben, aber wir haben angenommen, dass h(n) und h(m) gleich sind. Es bleiben
die folgenden zwei Félle zu betrachten:

Sind n und m beide gerade, so gilt A(n) = h(m) =n—-1=m—1=n=m.
Sind n und m beide ungerade, gilt h(n) = h(m) =n+1=m+1=n=m.

Bemerkung: Wer die obige Parititsiiberlegung fiir A zu kompliziert findet, kann auch
einfach die beiden weiteren Félle von Hand ausschliefen:

Ist n gerade und m ungerade, so gilt h(n) = h(m) =n—1=m+1=n =m + 2, aber
dann miisste mit m auch n ungerade sein, was nicht der Fall ist.

Ist n ungerade und m gerade, so gilt h(n) = h(m) =n+1=m —1=n=m — 2, aber
dann miisste mit m auch n gerade sein, was nicht der Fall ist.

Also ist h eine bijektive Abbildung von N nach N, die kein Element auf sich abbildet.
Finden Sie noch weitere solche Abbildungen?

Aufgabe 2: Summenzeichen, Teleskopprinzip und Indexverschiebung

(a) Berechnen Sie den folgenden Ausdruck:
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(b) Zeigen Sie: Fiir alle n € N, gilt

éln (1+ %) — In(n +1).

Losung:

Zu (a): Wir machen in der zweiten Summe eine Indexverschiebung: Setzen wir dort
m =k — 20, so ist
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Zu (b): Beweis mit dem Teleskopprinzip:
Es gilt

Zln<1+ > iln<k+1)

= Z (In(k + 1) — In(k))

= (In(2) — In(1)) + (In(3) — In(2)) + (In(4) — In(3)) + - - -
+ (In(n) —In(n — 1)) + (In(n + 1) — In(n))
= (=In(1) +In(2)) + (= In(2) +In(3)) + (= In(3) + In(4)) + - -
+ (—1In(n) + In(n + 1))
—In(1) + (In(2) — In(2)) + (In(3) = In(3)) + - + (In(n) — In(n)) +In(n + 1)

(.

~~ ~~ ~~

=—In(1)+_0 +In(n+1)=In(n+1).
—_— N
Okular Luft Objektiv

Beweis mit Indexverschiebung: Es gilt

n

Zln(l—i— ) Zln(k+1>
- Z(In(kJrl) — In(k))

= Zn:ln(k +1)— Zn:hl(k)

In der ersten Summe fiihren wir mit m = k + 1 eine Indexverschiebung durch und setzen
die Rechnung fort mit

= In(m) - Zln(k)
= —In(1) +1n(n + 1) Zln i: In(k)
=—1In(1) +In(n + 1 —|—Zln i (k)

— —In(1) +In(n+1) = ln(n +1).

Beweis mit vollstandiger Induktion:
Induktionsanfang: Sei n := 1, dann ist [.5.(1) =In(1 4+ 1) = .5.(1).

Induktionsschritt: Sei die Aussage wahr fiir n € N (Induktionsvoraussetzung), wir zeigen,
dass sie dann auch fiir n + 1 gilt: Es ist

n+1
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Ind.Vor.

1n(n+1)+1n<1+n_1|_1>

=In(n+1)+In <%)

=In(n+1)+In((n+1)+1) —In(n+1)
=In((n+1)+1)=r.S.(n+1).
O
Aufgabe 3: Konvergenz reeller Folgen.

Untersuchen Sie, ob die angegebenen Folgen konvergieren. Falls ja, geben Sie den Grenz-
wert an.

a= (="t =, b, =
an = (=1) 2 100 sonst,
5\ " 4\n
n — - y dn:(__>
¢ < 4) 5

Wie lautet die Menge der oberen Schranken der Mengen A = {ay, as,as, ... },
B = {bbbg,bg,...}, C= {01,62703,...} und D = {dl,dg,dg,...}?

1 {ﬁ fiir n € {163,164, ...,163163},
n

Losung:
e Die Folge (a,)nen konvergiert gegen 0, da -5 Nullfolge und (—1)""" beschrénkt ist.
e Die Folge (b,)nen konvergiert gegen 100, da die Folgenglieder fiir n > 163164 konstant
gleich 100 bleiben.

e Die Folge (¢,)nen divergiert, denn es gilt:
Vedey>0Vng3dn>ng:|e, —c| > e

Bew.: Fiir ¢ € R wihle ¢y := 1. Fiir n gerade und grof (mind. einem ng) ist
(5)" > c+ 1, also ist |c, — ¢| = (3)" — ¢ > «o. O

e Die Folge (d,)nen konvergiert gegen 0: Sei ¢ > 0, dazu ng € N mit ng > % Dann ist
fiir alle n > ny: A .

dn— 0= () <= <

| | 5) n -

Bem.: 1.) Die noch zu zeigende Ungleichung (2)" > ¢+ 1 ist umformbar zu < nIn(5/4) >
In(c+1) & n > 11?](((;;)) . Daher gilt sie ab der kleinsten ganzen Zahl ng, die groker gleich

et ist, d. b fiir alle n > ng.

2.) Die noch zu zeigende Ungleichung (3)" < L ab einem ng (hier geht erst ng := 11, wie
man per TR nachrechnet) ldsst sich mit vollstindiger Induktion beweisen: Fiir n = 11
gilt sie, und gilt diese fiir n, dann auch fiir n + 1 wegen

4N\ n+l 4 4\" Ind.Vor. 4 1
G- ek
5 5 \b 5 T n+1

1 n
L — fiir > 4 gilt.
5 5 ntl ngl wn=fs

da

]

Die Menge der oberen Schranken von A ist [1,00), die von B ist [100, 00), die von C' ist

0 weil (¢)nen eine unbeschriinkte Folge ist, die von D ist [, 00).



