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Losungshinweise zum letzten Ubungsblatt Nr. 8 ohne Besprechung

Aufgabe 1: Rechnen mit exp und In.

Seien a,b,c € R.y fest. Geben Sie (in Abhédngigkeit von a,b,c) die Losungsmenge der
x € R an, die die folgenden Gleichungen 16sen.

(i) o™ =, (i) 2* =1, (iii) (In(a))* =0,
() explea)’ =2, () (=) =b (i) o2 =2
Losung:

Seien a,b, c € Ry fest gewédhlt. Wir bestimmen fiir jede Gleichung die Losungsmenge L.
(i) Es ist
)= e M ¢ PO IE) — ) o pIn(a) In(z) = In(c)

ey In(z) = bllnrf(ccz) & = exp <bllnn—(8)>

Fiir a = 1 ist die linke Seite in der Gleichung bln(a)In(z) = In(c) gleich Null, die
Losbarkeit hingt dann von ¢ ab. Es folgt:

{exp(bllnn—((ca))}, falls a # 1,
L=< Ry, fallsa=1Ac=1,
0, fallsa =1Ac# 1.

(i) Vorbem.: Der Ausdruck z* ist fiir > 0 definiert, denn wir haben 0° := 1 definiert.
Damit kénnen wir die Aufgabe wie folgt 16sen, denn man beachte, dass In(z) nicht
fiir 2 = 0 definiert ist: 2* = 1< 2=0vVe™ @ =1=e" w2 =0Varin(r) =0 <
r=0VIn(z) =0 =0V =1, also ist hier L = {0, 1}.

(iii) Vorbem.: Der Ausdruck (In(a))® ist lediglich fiir @ > 1 definiert. Wir bestimmen die
Losungsmenge fiir a > 1 wie folgt: Es ist (In(a))® = b < e?n0@) = p = ) &
zln(In(a)) = In(b). Die linke Seite ist gleich Null, wenn In(a) = 1, also wenn a = e
ist. Wieder wird eine Fallunterscheidung notig:

{%}, falls a # e,
L ={R, fallsa =eAb=1,

0, falls a =eNb # 1.

(iv) exp(cz)?® = 2° & exp(acr) = expbIn(2) < acx = bIn(2) ‘20 p = M Fg gt daher

ac

{b12£2)}, falls ac # 0,

L =R, falls ac=0Ab =0,
0, falls ac=0Ab # 0.

V(%) =bte 2 =C"sae=e"""Sar+b—-—c=I(a) &z =1In(a) —b+c
Also ist L = {In(a) — b+ c}.




(Vl) 1.2111((1) — 2b o ten(a)ln(ac) — ebln(2) PN 21H<Cl) ln( — bln é h’l bln(2)) o=

exp (; EE?)) Also ist

{eXp(giEEZ)))}, falls a # 1,
L =< Ry, fallsa=1Ab=0,
0, fallsa =1Ab #£ 0.

Aufgabe 2: Rechnen mit komplexen Zahlen.

Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form a+ib, a,b € R, wobei i? = —1.
Berechnen Sie weiter das komplex Konjugierte, den Betrag, das multiplikativ Inverse sowie
das Quadrat dieser komplexen Zahlen.

o1 o 1=2 .1 2—i . /1-2i\2 ori3
() T @) T ) 5+ () (55) . @) e
Losung:

(i) %ﬂ = (1;)_(;”) = 11:1."2 = 1f(f1) = % = %— %z Komplex Konjugiertes: %+ %i,
Betrag: % + i = % 2, Quadrat: ;11 — i -2 % . % = —%, multiplikatives Inverses:
1/(1/(1+4) =1+1.

(ii) L‘rgi = (1&*_)??221‘) = 1_4’:(_4) = —% — —z Komplex Konjugiertes: —= + z, Betrag;:
\/3£ + 32 = 1 bzw. H;gzi = % = 1, Quadrat: (=3 —44)> = (9 — 16 + 24i) =
>+ 2, multlphkamves Inverses: 172 = (14&5?;‘)—221‘) = 1+4i;(_4) = —2 + 2i. (Haben

hier eine Zahl, deren komplex Konjugiertes gleich ihrem multiplikativen Inversen ist.
Fiir welche komplexe Zahlen trifft das zu?)

(i) 14+ % =5+ (2_;:?1 = —i— 2i — 3 = —5 — 2i. Komplex Konjugiertes: —z + 24,
Betrag: /5 + 2 = $v/26, Quadrat: §(1+ 5i)* = (14 10i — 25) = §(—24 + 101),
multiplikatives Inverses: 2; = =315 — =84ls 15,

(iv) (12__3)2 = (—((12;25)((22__5))2 = (%)2 = (_55—21)2 = —1. Komplex Konjugiertes: —1,

Betrag: 1, Quadrat: (—1)? = 1, multiplikatives Inverses: —1.
(v) €*™/3 = cos(27/3) + isin(2n/3) = cos(w/2 + 7/6) +isin(n/2 + 7/6) = — cos(m/2 —
7/6)+isin(r/2—m/6) = — cos(m/3)+isin(r/3) = -1+ i‘/g Komplex Konjugiertes:
—1- M , Betrag: 1, Quadrat: ™/% = —1 — i, multlphkatlves Inverses: e*™/3 =
Z\f
o2

1
2

Aufgabe 3: Lésung algebraischer Gleichungen in C
(a) Geben Sie alle Losungen der Gleichung z*> = 1 in C an, indem Sie die Zerlegung

23 —1=(2—1)(2*+2+1) verwenden. Geben Sie die drei Losungen auch in Polarko-
ordinatendarstellung an.

(b) Geben Sie alle Losungen der Gleichung z* = 1 in C an, indem Sie die Zerlegung
A—1=0E-1DE*+224+2+1)=(2—1)(2 + 1)(2* + 1) verwenden. Geben Sie die
vier Losungen auch in Polarkoordinatendarstellung an.

(c) Geben Sie alle Losungen der Gleichung 2z° = 1 in C an. Wie lauten die Losungen von
2™ =1 fiir beliebiges n € N?



Losung:

Zu (a): Die Losungen sind die Nullstellen von 2® — 1, wegen der angegebenen Zerlegung
sind dies zg = 1 und die beiden komplexen Losungen der quadratischen Gleichung 2% +
z + 1 =0, ndmlich

1 1 ~14+4V3
Y S A
R T 2
In Polarkoordinatendarstellung ist zo = 1 = €9, 2z, = "?™/3 und 2z, = e"*™/3, vergleiche

Aufgabe 2 (v).

Zu (b): Die Losungen sind die Nullstellen von 2* — 1, wegen der angegebenen Zerlegung

sind dies zg = 1, 2o = —1 und die beiden komplexen Losungen der quadratischen Gle-
ichung 2*> —1 =0, also 2; =i und 23 = —i. In Polarkoordinatendarstellung ist zo = e,
2 = ez7r/2, 29 = €17 = ez-27r/27 23 = 61'371—/2.

Zu (c): Losungen von 2" —1 = 0 sind die Zahlen z, = ¢"2**/" fir k = 0,1,...,n—1, denn

nach der Moivreschen Formel ist 2 = (e"2F7/n)n = ein2km/n — g2kmi — (2mi)k — 1k — 1,
Und ist z = €' eine Losung (welche wegen |z|" = [2"| = 1 = |z| = 1 den Betrag 1 haben
muss), so ist wegen €™ = 1 = 2" = " dann ¢ = 201 /n fiir ein ¢ € Z; wegen der
27-Periodizitit ist dann z eine der angegebenen n Losungen (weil bei der Division von ¢
durch n ein Rest k entsteht fiir den e?™/" = e2*7/n — » 4ilt), also kann es nicht mehr
Losungen geben als die n vielen angegebenen.

Man nennt die Lésungen von 2" = 1 die n-ten Einheitswurzeln. Machen Sie sich ihre
Lage in der komplexen Ebene anschaulich klar.

Die fiinf Losungen von 2° = 1 sind also 29 = 1, 27 = cos(27/5) + isin(27/5), 2o =
cos(4m/5) + isin(4n/5), z3 = cos(67/5) + isin(67/5) und z4 = cos(87/5) + isin(87/5).
Die Zerlegung 2° — 1 = (z — 1)(2* + 2° + 22 4 z + 1) hétte hier nicht weiter geholfen, weil
24+ 23 + 2% + 2 + 1 nicht weiter zerlegbar ist.

Mit etwas mehr Arbeit kann man zeigen, dass cos(27/5) = % und sin(27/5) = 4/ @

ist (vgl. Wikipedia "Einheitswurzel") und deswegen die 5-ten Einheitswurzeln immerhin
noch mit Quadratwurzeltermen beschreibbar sind. Fiir die 7-ten Einheitswurzeln z. B. ist
das schon nicht mehr méglich, wie man {iblicherweise in Algebra zeigt.

Aufgabe 4*: Stetigkeit einer Funktion

Die Stetigkeit einer Funktion f kann man einerseits mit dem e-§-Kriterium und anderer-
seits mit dem Folgenkriterium (s. Vorlesung VK8) definieren, beide Aussagen sind dquiv-
alent.

(a) Sei f:R — R, f(z):=2%. Zeigen Sie mit dem e-§-Kriterium, dass f in 0 stetig ist.

(b) Sei f : Rog = R, f(z) := <. Zeigen Sie mit Hilfe des Folgenkriteriums, dass f in 1
stetig ist.

(c) Sei f:R\{0}:R — R, f(z) := 2. Zeigen Sie sowohl mit Hilfe des ¢ — 6- als auch
mit dem Folgenkriterium, dass f in 0 nicht stetig fortsetzbar ist (d.h., man kann f(0)
definieren, wie man will, f ist in 0 nicht stetig).

Losung:

(a) Beh.: f: R — R, f(z) := 22 ist stetig in ¢ = 0.
Bew. (¢ — §-Kriterium): Z.z: Ve >03>0Vz eR: |z| <= |2?| <e.



Die zu erfiillende Ungleichung ist dquivalent zu |z| < y/¢ und ist fiir § := /¢ und alle
r € R mit |z| < ¢ erfiillt.

Beh.: f:Ryg — R, f(x) := L ist stetig in ¢ = 1.

T

Bew. (Folgenkriterium): Z.z.: V z, =% 1 : = gm g

Sei (x,)nen eine Folge, die gegen 1 konvergiert. Dann konvergiert ({%) gegen
"/ neN

T =1 (nach Grenzwertsatz). O

Beh.: f:R\ {0}, f(x) := 1 ist nicht stetig fortsetzbar in z = 0.

Bew.:

e —6-Krit.: Zz: VaeR3Ig>0V0>032ecR\{0}:|z] <A |L—al > e
Zu a € R setze ¢ := 1. Sei d > 0. Seien nq,no € N mit % < ny und ny > |a| + &o.
Dann setze n := max{ni,no} und z := +. Es folgt [z] = L < n_11 < 0 und
|%—a|:|n—a|2n—|a|2n2—|a|2|a|+50—|a|:50. O

Folgenkrit.: Z.z.: V a € R 3 Nullfolge (z,)nen, die x, # 0, mit lim, o, f(x,) # a,

d.h. (dieser Grenzwert existiert nicht) oder (er existiert und ist # a).
1 Nn—0

Wihle z,, := = —= 0, dann ist f(z,) = n divergent. O



