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VK2: Theorie mathematischer Beweise



Definition 1: Eine Behauptung ist die Kundgebung, dass
eine Aussage wahr ist, unabhangig von ihrem Wahrheitsgehalt.
Dass sie tatsachlich wahr ist, wird mit einem Beweis bestatigt.
Ein Beweis ist dabei die (fehlerfreie) Herleitung der Wahrheit
einer Aussage (aus Axiomen und bereits als wahr bewiesenen

Aussagen).
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Definition 2: Ein (mathematischer) Satz ist die
Formulierung einer wahren (mathematischen) Aussage: fast
immer die Aussage, dass eine bestimmte Implikation A = B
wahr ist. Man nennt dann A die Voraussetzung, und B die
Behauptung des Satzes.
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Definition 2: Ein (mathematischer) Satz ist die
Formulierung einer wahren (mathematischen) Aussage: fast
immer die Aussage, dass eine bestimmte Implikation A = B
wahr ist. Man nennt dann A die Voraussetzung, und B die
Behauptung des Satzes.

In einem Satz wird also die Wahrheit einer Aussage behauptet,
sofern sie bewiesen werden kann. Der Beweis steht meistens gleich
im Anschluss an die Formulierung des Satzes; die Wahrheit eines
Satzes muss nachvollziehbar sein. Wenn Sie ein Mathematikbuch
aufschlagen, wird dies dort so gemacht, meist als Trio
"Definition—Satz—Beweis".



Denn fiir neu definierte Begriffe wird meist ein Satz formuliert, der
deutlich macht, dass die Definition ein sinnvolles Konzept darstellt.
Die Mathematik kann so als Sammlung von Sitzen aufgefasst
werden.
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Satz: Voraussetzung: Sei n eine gerade Quadratzahl.
Behauptung: n ist durch 4 teilbar.
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n=m-mdurch 2 -2 =4 teilbar.
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Denn fiir neu definierte Begriffe wird meist ein Satz formuliert, der
deutlich macht, dass die Definition ein sinnvolles Konzept darstellt.
Die Mathematik kann so als Sammlung von Sitzen aufgefasst
werden.

Beispiel 3: Ein Beispiel fiir einen Satz, wie er in einem
Mathematik-Buch stehen kdnnte:

Satz: Voraussetzung: Sei n eine gerade Quadratzahl.

Behauptung: n ist durch 4 teilbar.

Beweis: Ist n = m? gerade, so ist m durch 2 teilbar, also
n=m-mdurch 2 -2 =4 teilbar. O

Oft stehen die Worte Voraussetzung und Behauptung nicht mehr in
der Formulierung im Satz dabei. Dann muss man sich selbst
iiberlegen, was Voraussetzung und was Behauptung des Satzes ist.



Beispiel 4: Im vorigen Beispiel kénnte der Satz auch heilen:
"Gerade Quadratzahlen sind durch 4 teilbar."

Ein anderes Beispiel:

Satz: Der Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks ist halb so
groB wie das Produkt zweier Seitenlangen.

Hier ist "Gegeben ist ein (beliebiges) rechtwinkliges Dreieck." die
Voraussetzung, die Behauptung ware: "Der Flicheninhalt des
Dreiecks betragt die Halfte des Produkts zweier Seitenlangen."
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Wias ist nun genau ein Beweis? Wie leitet man die Wahrheit einer
Aussage B her? Und: wie schreibt man das auf?



Ein Beweis der Aussage B kdnnte nun aus der
Hintereinanderreihung von bereits bewiesenen Implikationen

A= G = G-+ = Cy41 = B und einer anfanglichen Aussage A
bestehen. Bei einem solchen Vorgehen spricht man von einem
direkten Beweis.



Ein Beweis der Aussage B kdnnte nun aus der
Hintereinanderreihung von bereits bewiesenen Implikationen

A= G = G-+ = Cy41 = B und einer anfanglichen Aussage A
bestehen. Bei einem solchen Vorgehen spricht man von einem
direkten Beweis.

Im Beweis einer Implikation A = B muss A selbst nicht bewiesen
sein. Sie ist ohnehin wahr, wenn A falsch ist; es muss B nur dann
hergeleitet werden, wenn A wahr ist, wir also die Annahme machen,
dass A gilt; man driickt dies sprachlich im Konjunktiv | aus: Z.B.
"Es sei x eine reelle Zahl", als Abkiirzung fiir "Angenommen, es sei
x eine reelle Zahl." oder "Wir nehmen an, x sei eine reelle Zahl."



Beispiel 5: Beispiel fiir die Notierung eines direkten Beweises:
Satz: Vor.: Sei x eine reelle Zahl mit x2 = 1.
Beh.: Dann ist x = 1 oder x = —1.
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Beispiel 5: Beispiel fiir die Notierung eines direkten Beweises:
Satz: Vor.: Sei x eine reelle Zahl mit x2 = 1.
Beh.: Dann ist x = 1 oder x = —1.

Bew.: Es gilt:
*=1=x>-1=0= (x-1)(x+1)=0=x-1=0Vx+1=0
=>x=1Vx=-1. ]

Bemerkung: Hier kdnnte iiberall = auch durch < ersetzt werden,
was fiir den Beweis des Satzes aber nicht erforderlich ist. Es sei
denn, die Beh. lautet x2 =1 < x =1V x = —1.



Ein spezieller Beweistyp ist der Induktionsbeweis und wird zu den
direkten Beweisen gezdhlt. Wir werden ihn in Kapitel VK4
kennenlernen.
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Ein weiterer Beweistyp, der zu den direkten Beweisen gezihlt wird,
ist der Ringsschluss und kommt seltener vor. Namlich dann, wenn
eine Aquivalenz A < B < C von drei Aussagen als Satz behauptet
wird, geniigt es, A = B = C = A zu beweisen. Den Beweis der
Riickrichtungen A <= B <= C kann man sich dann sparen. (Mit
mehr als drei Aussagen entsprechend.) Der Ringschluss sollte nicht
mit dem Zirkelschluss verwechselt werden, bei dem filschlicherweise
die Giltigkeit der Behauptung im Beweis verwendet wird, was
natiirlich nicht erlaubt ist.



Ein spezieller Beweistyp ist der Induktionsbeweis und wird zu den
direkten Beweisen gezdhlt. Wir werden ihn in Kapitel VK4
kennenlernen.

Ein weiterer Beweistyp, der zu den direkten Beweisen gezihlt wird,
ist der Ringsschluss und kommt seltener vor. Namlich dann, wenn
eine Aquivalenz A < B < C von drei Aussagen als Satz behauptet
wird, geniigt es, A = B = C = A zu beweisen. Den Beweis der
Riickrichtungen A <= B <= C kann man sich dann sparen. (Mit
mehr als drei Aussagen entsprechend.) Der Ringschluss sollte nicht
mit dem Zirkelschluss verwechselt werden, bei dem filschlicherweise
die Giltigkeit der Behauptung im Beweis verwendet wird, was
natiirlich nicht erlaubt ist.

Alle anderen Beweisarten werden indirekt genannt. Das ist zum
einen der Kontrapositionsbeweis, und zum andereren der
Widerspruchsbeweis.




Beim Kontrapositionsbeweis wird anstelle von A = B die
gleichwertige® Implikation -B = —A direkt gezeigt. Das Prinzip
ldsst sich auch als (A = B) < (—B = —A) schreiben, dieses ist
oben als Logikregel Nr. 4 notiert.

d. h. dquivalente
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Beim Kontrapositionsbeweis wird anstelle von A = B die
gleichwertige® Implikation -B = —A direkt gezeigt. Das Prinzip
ldsst sich auch als (A = B) < (—B = —A) schreiben, dieses ist
oben als Logikregel Nr. 4 notiert.

Beim Widerspruchsbeweis wird aus der Annahme —B, d. h. dass B
falsch ware, eine falsche Aussage hergeleitet (ein sogenannter
Widerspruch, wie etwa 0 =1, AA —A usw.). Nach dem
Kontrapositionsprinzip ist B dann wahr, also bewiesen.

Im haufigen Fall, dass der zu beweisende Satz eine Implikation
A = B als Aussage hat, lautet die Annahme A A =B. Dann wird
daraus eine falsche Aussage direkt hergeleitet.

Denn beachten Sie, dass
“(AAN-B) & -AV (=(-B)) & -AVB & (A= B).

d. h. dquivalente



Der Widerspruchsbeweis (zum Beweis einer Aussage B) wird so
notiert, dass man die Annahme macht, dass =B gelte. Nach der
Herleitung eines Widerspruchs ist der Beweis dann beendet. Man
schreibt dann auch, man erhilt einen "Widerspruch". Gelegentlich
schreibt man auch einen Widerspruchspfeil ("4") an die erhaltene
falsche Aussage.



Der Widerspruchsbeweis (zum Beweis einer Aussage B) wird so
notiert, dass man die Annahme macht, dass =B gelte. Nach der
Herleitung eines Widerspruchs ist der Beweis dann beendet. Man
schreibt dann auch, man erhilt einen "Widerspruch". Gelegentlich
schreibt man auch einen Widerspruchspfeil ("4") an die erhaltene
falsche Aussage.

In kurzen indirekten Beweisen kann man sprachlich den deutschen
Konjuktiv Il (="Irrealis") benutzen, mit dem im Deutschen eine
irreale Annahme ausgedriickt wird. In langeren Beweisen driickt
meistens nur die Annahme selbst im Konjuktiv aus.



Beispiel 6: Beispielsdtze, die den Konjunktiv (1 bzw. 1) enthalten:

1. "Wenn n ungerade wire, dann wire n? keine gerade
Quadratzahl."

2. "Es sei n eine gerade Zahl.", ist die Abkiirzung fiir
"Angenommen, es sei n eine gerade Zahl." bzw. fiir "Wir
nehmen an, n sei eine gerade Zahl."
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Beispiel 6: Beispielsdtze, die den Konjunktiv (1 bzw. 1) enthalten:

1. "Wenn n ungerade wire, dann wire n? keine gerade
Quadratzahl."

2. "Es sei n eine gerade Zahl.", ist die Abkiirzung fiir
"Angenommen, es sei n eine gerade Zahl." bzw. fiir "Wir
nehmen an, n sei eine gerade Zahl."

Der Konjunktiv | von "es gilt" und "es ist" lautet "es gelte" und
"es sei". Im Konjunktiv | wird hdufig die Voraussetzung eines
Satzes formuliert.

Zur Markierung des Endes eines Beweises schreibt man
iblicherweise ein Kastchen an den rechten Seitenrand, oder die
Abkiirzung g.e.d. fiir "quod erat demonstrandum" = "was zu
beweisen war", auf deutsch auch "w.z.b.w.".



Beispiel 7: Beispiel fiir die Notierung eines Widerspruchsbeweises:
Satz: Vor.: Sei k eine natiirliche Zahl, die groRer als 1 ist, und
n:=10% — 1,

Beh.: Dann ist n keine Quadratzahl.

Beweis (indirekt, durch Widerspruch): Ann.: n ware eine
Quadratzahl.



Beispiel 7: Beispiel fiir die Notierung eines Widerspruchsbeweises:
Satz: Vor.: Sei k eine natiirliche Zahl, die groRer als 1 ist, und
n:=10% — 1,

Beh.: Dann ist n keine Quadratzahl.

Beweis (indirekt, durch Widerspruch): Ann.: n ware eine
Quadratzahl.

Dan=10k -1 ungerade ist, ist n also eine ungerade Quadratzahl.
Ungerade Quadratzahlen sind von der Form 4m + 1, also ist

10k —1 =4m+ 1, also 10X = 4m + 2, also ist 10 nicht durch 4
teilbar, im Widerspruch dazu, dass k mindestens gleich 2 ist und
weswegen 10X den Faktor 2 mindestens zweimal enthilt. O



Beispiel 8:

» Satz: A,B seien Aussagen. Dann gilt
(A= B) < (B = —A).
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» Satz: A,B seien Aussagen. Dann gilt
(A= B) < (B = —A).

Beweis (direkt): (A= B) < -AVB & BV-A&
—(-B)V-A < (=B = -A).
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Beweis (direkt):
(ANB=C)e ~(ANB)VC & (mAV-B)V C
& -AV(-BV(C)&e -AV(B=C)< (A= (B= (). O



Beispiel 8:

» Satz: A,B seien Aussagen. Dann gilt
(A= B) < (B = —A).

Beweis (direkt): (A= B) < -AVB & BV-A&
—(-B)V-A < (=B = -A).

» Satz: Vor.: A,B,C seien Aussagen.
Beh.: (AANB= ()< (A= (B=()).

O

Beweis (direkt):
(ANB=C)e ~(ANB)VC & (mAV-B)V C
& -AV(-BV(C)&e -AV(B=C)< (A= (B= (). O

Bem.: Hier miissen die Aquivalenzpfeile hingeschrieben werden,
Folgepfeile reichen nicht.



Beispiel 9: Satz: Wenn x > 1 und y > —1 reelle Zahlen sind,
dannist x +y > 0.



Beispiel 9: Satz: Wenn x > 1 und y > —1 reelle Zahlen sind,
dannist x +y > 0.
Beweis: Vor. = x>1Ay>-1=x+y >1+4+(-1)=0.



Beispiel 9: Satz: Wenn x > 1 und y > —1 reelle Zahlen sind,
dannist x +y > 0.
Beweis: Vor. = x >1Ay>—-1=x+y>1+4+(-1)=0. O

Bem.: Der letzte Folgepfeil kann nicht durch einen Aquivalenzpfeil
ersetzt werden! Die Riickrichtung gilt nicht, denn fir x =0, y =1
ist x+y =1 >0 wahr, aber x > 1 falsch.



Beispiel 10:
Satz: Ist n eine ungerade Quadratzahl, dann ist n — 1 durch
8 teilbar.
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oder: Satz: Es sei n eine ungerade Quadratzahl. Dann ist n — 1
durch 8 teilbar.
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Satz: Ist n eine ungerade Quadratzahl, dann ist n — 1 durch
8 teilbar.

oder: Satz: Es sei n eine ungerade Quadratzahl. Dann ist n — 1
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Beispiel 10:
Satz: Ist n eine ungerade Quadratzahl, dann ist n — 1 durch
8 teilbar.

oder: Satz: Es sei n eine ungerade Quadratzahl. Dann ist n — 1
durch 8 teilbar.

oder: Satz: Vor.: n sei ungerade Quadratzahl. Beh.: n — 1 ist
durch 8 teilbar.

oder: Satz: Vor.: n sei eine Quadratzahl.
Beh.: Ist n ungerade, dann ist n — 1 durch 8 teilbar.

Beweis (direkt): Es sei n = m? mit einer natiirlichen Zahl m. Ist n
ungerade, dann muss auch m ungerade sein, etwa von der Form

m = 2k — 1 mit einer natiirlichen Zahl k. Dann ist
n—1=m?>—-1=02k—1)2-1=4k> -4k +1—1=4k(k—1)
durch 8 teilbar, weil k oder kK — 1 gerade ist. O]



Beispiel 11: Ein weiteres Beispiel, wie ein Widerspruchsbeweis
aufgeschrieben werden kann:



Beispiel 11: Ein weiteres Beispiel, wie ein Widerspruchsbeweis
aufgeschrieben werden kann:

Satz: p = 2 ist die einzige gerade Primzahl.

Beweis (durch Widerspruch):

Annahme: Es sei p > 2 eine weitere gerade Primzahl. Dann ist p
durch 2 teilbar, also p = 2 - n mit einer natiirlichen Zahl n. Da

p > 2,ist n > 1, also ist p eine zusammengesetzte Zahl im
Widerspruch zur Annahme, dass p eine Primzahl sei.

O
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Derselbe Beweis, etwas mehr in Formeln ("formal") aufgeschrieben:
Bew.: Ann.: SeipeP, 2| pund p>2 DanndneN:p=2.n.
Dann ist n > 1, weil p > 2. Dann ist p zusammengesetzt, 4. O



Beispiel 11: Ein weiteres Beispiel, wie ein Widerspruchsbeweis
aufgeschrieben werden kann:

Satz: p = 2 ist die einzige gerade Primzahl.

Beweis (durch Widerspruch):

Annahme: Es sei p > 2 eine weitere gerade Primzahl. Dann ist p
durch 2 teilbar, also p = 2 - n mit einer natiirlichen Zahl n. Da

p > 2,ist n > 1, also ist p eine zusammengesetzte Zahl im
Widerspruch zur Annahme, dass p eine Primzahl sei. O

Derselbe Beweis, etwas mehr in Formeln ("formal") aufgeschrieben:
Bew.: Ann.: SeipeP, 2| pund p>2 DanndneN:p=2.n.
Dann ist n > 1, weil p > 2. Dann ist p zusammengesetzt, 4. O

Ebenso, aber sprachlich ausgedriickt:

Beweis: Wire p sonst eine weitere gerade Primzahl, so wére die
gerade Zahl p > 2 durch 2 teilbar, also keine Primzahl, im
Widerspruch zur Annahme, dass p eine Primzahl sei. Ol



Noch ein Beispiel fiir einen direkten Beweis:
Beispiel 12:
Satz: Vor.: Sei x eine reelle Zahl.

Beh.: Wenn x2 = 6x — 9 ist, dann ist x2 = 9.



Noch ein Beispiel fiir einen direkten Beweis:
Beispiel 12:
Satz: Vor.: Sei x eine reelle Zahl.

Beh.: Wenn x2 = 6x — 9 ist, dann ist x2 = 9.

Bew.: Es gilt:
x> =6x—9
& x2—6x+9=0
& (x=3)2=0
S x=3

= x> =0.



Noch ein Beispiel fiir einen direkten Beweis:
Beispiel 12:
Satz: Vor.: Sei x eine reelle Zahl.

Beh.: Wenn x2 = 6x — 9 ist, dann ist x2 = 9.

Bew.: Es gilt:
x2=6x—9
S x?—6x+9=0
& (x=3)2=0
S x=3
=x?2=09.

Hier im letzten Schritt darf = nicht durch < ersetzt werden.
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