K. HALUPCZOK

Zum ternaren Goldbachproblem mit
Kongruenzbedingungen an die Primzahlen

Abstract.

MSC numbers:

1. Einleitung

I. M. Vinogradov zeigte 1937 in [1], daB fiir alle hinreichend grofien ungeraden
n € N die Gleichung n = p; + p2 + p3 Losungen mit Primzahlen pq, po, p3 besitzt.
Fiir das beriihmte ,ternire Goldbachproblem®, die Frage, ob sich jedes ungerade
n > 7 als Summe dreier Primzahlen schreiben 148t, lassen sich zahlreiche Varianten
formulieren, indem man zusitzliche Bedingungen an die Primzahlen stellt, etwa eine
Kongruenzbedingung p; = a; ( mod ¢;) an die erste der drei Primzahlen; ¢, > 1
und ay < ¢ sind dabei feste teilerfremde ganze Zahlen.

Fiir die Zahl

J3(n) == Z log p1 log py log ps,
p1+p2+ps=n
p1=ar ( mod q1)

die eng mit der Anzahl Lésungen, n als Summe dreier Primzahlen pq, pg, p3 mit
p1 = a1 ( mod ¢p) zu schreiben, zusammenhdngt, fand A. Zulauf in [2] und [3] fiir
¢ < logPn (D > 0 fest) die asymptotische Formel
n*Ss(n) ( n’ )
Js(n)= —F—=+0 | —— fiir alle A > 0.
() 20(q1) logn )’

Die singuldre Reihe S3(n) hdngt dabei von a; und ¢, ab, die O-Konstante nur von
D und A.

Interessant ist die Frage, ob fiir den Modul ¢; gréBere Schranken als log” n
genommen werden kdnnen, so dafi die Abweichung der Zahl .J3(n) vom Hauptterm
mit der singuldren Reihe im Mittel klein bleibt, namlich ob

£ = Z max n*Sy(n) n
g (1)1 20(q1) | log?n

]3(%) —
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fiir jedes positive feste #; < 12 und A > 0 gilt.
D. I. Tolev zeigt dies in [4] fiir 6; < L. Er benutzt dafiir den folgenden Ansatz
mit der Kreismethode. Sei

Si(a) == Z logp-e(ap) und S(a):= Zlogp -e(ap),

p<n p<n
p=ai(modq1)

dann ist

1-R
Js(n) = / 7 51(0)S*(a)e(~na) doy
wobei positives B < ni zugelassen sei; wie R dabei zu setzen ist, behandeln wir
spater.

Zerlegen wir das reelle Intervall [—%, 1- %] in die major arcs

a R a R
m=U U (faita)

=2 (a,9)=1

und in die minor arcs m := [— £, 1 — ] \ 9, so bezeichnen wir mit

/ S () S (a)e(—na) do

den Beitrag von J3(n) zu den major arcs, und entsprechend mit J¥*(n) den auf den
minor arcs. Den mittleren Fehler £ schitzen wir ab mit der Summe aus

n?8s(n)

My
’s ( ) 299((]1)

und

&M= Z max |J3'(n)].
q1<n (alvql) 1

2
D. I. Tolev zeigt in [4], daB £ <«

1
nA fiir 1 < = gilt, und zwar mit Hilfe des
log® n 2
Satzes von Bombieri und Vinogradov, wobei R = log? n mit B > A 4 5 verwendet
2

wird. Die problematische Abschitzung &™ <« 1 nA
og”n

auf den minor arcs gelingt ihm

nur fir 6; < 1

Mit der folgenden Methode zur Behandlung der minor arcs nach einer Idee von
Jan- Chlistoph Schlage-Puchta 18t sich diese Abschédtzung fiir £™ wie folgt auch fiir
0, < 3 zelgen allerdings nur fiir prime Moduln ¢;.

er betrachten neben J3(n) fiir natirliches m < n noch

Ja(m) == Z log p2 log p3

p2tps=m
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und zerlegen Jy(m) ebenso in den Anteil auf 9 und m gemaf

Ja(m) = / S%(a) e(—ma) da

S

[+ [ ) $%@) el-ma) da= g (m) + T (m).

Fir J'(m) bendtigen wir zwel Abschétzungen, zum einen die triviale

1
1) sp(n) < [ 18(@)Pda= Y log?p < nlogn,
0

p<n

und zum anderen, indem wir die Besselsche Ungleichung anwenden, die Abschdtzung

S pmE < [ IS @) da < [ 1S(e) e max|s(o)

@
77/2 n3

< nlogn - =
& logP=%n  logP=%n’

zur letzten Abschdtzung von |S(a)| auf m siche R. C. Vaughan [5], Theorem 3.1.
Dabei wird R > log? n benutzt. Damit schitzen wir jetzt einen Summenabschnitt
von ™ ab, fiir festes @, < n* nimlich

€5, =, max [UR@|<Y max Y logpi [Jf(n—pi)l

=1
Qi<gi<2q, (1) n pr<n
p1=a; (modqp)
) m
<) max > log n [J3*(m)].
q1 m<n

m=n—aj (modq)

Wir betrachten nun die Anzahl

n
N(ay, qu) == # {m <n; m=n-a (modq), [J3'(m)]> W}



54 K. HALUPCZOK

der natiirlichen Zahlen m < n mit m = n — a; (modq), fiir die |J*(m)| groB ist.
(Fiir 0 < ay < @ mit (ay,q) > 1sei N(ay,q) :=0.) Dann ist

<Y X e lip 4
91

m<n
m=n—aj (modg)

3 (m)|> 5y,

n
+ ) len T)
< log n
m=n—a; (modgq)
L3 (m)|< o,

<<Zmax nlog*n N(ay, q) —I—Zq—logn
1

0

n
lo gA+2 n

n?

A+l

log* N
< nloghn Y maxN(ar,q1) + on

q1
1
2 2

1
2 7 2 v
< nlog®n Q7 (,lerrﬁXN(ahq]) ) + ogAtl

IA

der letzte Schritt nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und @1 < ¢;
2Q1- Mit N := 37, <o, N(a1, q1) erhalten wir weiter

1 N 2\ 2 n2
EM < nlog’n Q2 max |N (aq, E—— +nlog’?n - N4+ ———
Q1 g nQy %: 1ax | N (a1, q1) 0 g o1 1
2 s N 2\ * 2 n’
< nlog”n qu Z N(ay, 1) _l]_1 + nNlog n+7log‘4+1n

71 0<a1<q

Nach der arithmetischen Version des grofien Siebes, ndmlich

> |

1<2Q, a1=1

2

< (n+4Q7)N,

N
01791 - —
¢

prim
folgt
2
581 < nloan(n—}— Q%)%N% + anog2n+ ]Zi-l-l'
og”tin
Sei
N::{m<n [JTH(m )|>++2},
log n

dann ist

2 3
n )2

mEN m<n
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nach (2), also ist

n
N < ogFAmTs,

Somit folgt unter Verwendung von ¢ < n%, daf} gilt:
n? n? n?

n
logB/2—A—13/2n + logB-24-15, + logA*1 p < logA+1 5’

581 < nlog2 n

falls B/2 - A—-17/2> A4+ 1< B > 4A + 19 gewahlt wurde.
Schliefilich folgt
n? n?
EM < EN < logn - < .
- 0 §< . 9 & log*tn  log?n
1,QQ1=2*<n"1

2. Das ternare Goldbachproblem mit drei Kongruenzbedingungen

Fir 7 = 1,2, 3 seien a; und ¢; teilerfremde ganze Zahlen. Wir behandeln jetzt das
Problem, ob sich alle hinreichend grofien n als Summe dreier Primzahlen py, po, p3
mit p; = a; (modg;), i = 1,2, 3, schreiben 1a8t.

Wir betrachten dazu die Zahl

Ja(n) := > A(my)A(my)A(ms)
(m17m2,m3)

mi+ma+mz=n
m;=a; (modg;), i=1,2,3

1-B
k)

= / . S1(@)S2(@)Ss(a)e(—na)da,
mit der von Mangoldt-Funktion A und den zugehorigen Exponentialsummen

Si(a) = > A(m)e(am), i=1,2,3.

m<n,
m=a; ( mod g;)

Fiir 64,605,035 < % betrachten wir den mittleren Fehlerterm
n*S3(n)
&= max |Jzy(n) — ,
2 max, () 20(q1)¢(42) 2 (43)

qi<n%, =123

wobei die singuldre Reihe S3(n) jetzt abhdngig von den a; und ¢; ist. Wieder ist es
das Ziel, zu zeigen, daf}
2

3 &K
3) log” n
gilt, und zwar fiir alle §; < % und 6y, 3 moglichst groB.

Wir machen fiir die major und minor arcs den gleichen Ansatz wie oben, und
wir betrachten jetzt neben J3(n) noch

Ja(m) = > A(my)A(my).
(ma2,m3)
mo+ms=m
m;=a; (modg;), i=2,3
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Es sei hier nur erwéhnt, daf die vorige Abschitzung fiir &7 analog fiir einen
Summenabschnitt 52211,622,623 durchgeht, lediglich mit kleinen Modifikationen. Wieder
bendtigt man allerdings die Voraussetzung, dafi die Moduln ¢; alle prim sind.
Wesentlich anders ist dabei nur die Ungleichung (2), wir brauchen fiir die Rech-
nung stattdessen die Abschitzung

n?

Z Zgaa)s,(UQ Q Q log n

Q2<QQ <2Q2 m<n
Q3<93<2Q3

(mit einem C' > 0 abhdngig von A). Wir erhalten diese folgendermafien. Die
Anwendung der Besselschen Ungleichung — wie oben — zeigt

Z{g%)S(ZUQ |2<Z£r21ax/|52 )Sa(a)|*da

92,93 92,93

1
<) maxmax|Sy( )|22maX/ |S5()|*da
93 " 0

az aem
92

nlogn
< max max | .S (a)]?
2 maxmaxlSae)l 2 05

< nlog? anaxmaX|Sg (@)%,

az a€em

also bleibt zu zeigen, daf

max max | Sy (a)]? < e ST R
ng ay  a€m Q2Q%log“*? n
ist. Nun a8t sich |S3()| auf m nichttrivial abschdtzen: Fiir @ € m gibt es laut
Dirichletschem Approximationssatz teilerfremde ganze Zahlen a und ¢, wobei 1 <
q< 7, 0<a<q, mit

R’

2
n n

a—— <

q

da % < ¢ wegen « € m gilt. Nach dem Satz von A. Balog und A. Perelli in [6] ist

dann
1/2,1/2 4/5
Sg(oe)<<( nh +L 0 4 >1og3n,
q

q2q, h1/2

wobei h = (¢, ¢2) ist. Also gilt
n?  pd/5
Zmaxmax|52 2 < Z R 2 —-I— F log® n
2
n2 85 nd/5
< Z<E+F)log6n<<< Q2‘|‘Q2Q )log n
2

q2
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und dies ist

nz

falls einerseits

(4) R> Q3Q31og"*F n,

und andererseits Q;l/ng logc+8 n < n*® gilt, also falls
(5) 116, 41065 < 2

ist, etwa fiir 8, < ﬁ, 03 < 11—0 und #; < % Fiir die Grenzen der n-Exponenten der
Moduln ¢; und g3 gemiB (5) 148t sich somit der Beweis von (3) auf den minor arcs
ausfiithren.

Mochte man den Bereich fiir die Moduln ¢, oder g3 zu n-Potenzen erweitern,
mufl man wegen (4) dann auch fiir R eine Potenz von n ansetzen. Es zeigt sich, daf
jetzt die major arcs 9 problematisch sind. Denn D. I. Tolevs Methode, dort den
Satz von Bombieri und Vinogradov einzusetzen, ist nur dann iibertragbar, wenn fiir
R wieder eine log-Potenz genommen wird. Aber wegen der obigen Abschitzung (4)
geht das nur, wenn sowohl ¢, als auch ¢3 ebenfalls h6chstens log-Potenzen sind. In
diesem Fall, also fiir ¢; < n: prim, ¢ < log”? n, q3 < log” n, mit ¥y, 93 > 0, 3Bt
sich die Abschitzung (3) tatsichlich zeigen — sowohl auf m (wie oben, dann aber
nur fiir prime Moduln ¢) als auch auf 9 (wie bei D. I. Tolev, fiir beliebige Moduln

¢ < n%)-
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