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Einleitung

Die Idee des euklidischen Algorithmus ist es, in Ringen eine Division mit
Rest vorzunehmen: Ein Ring R hat einen euklidischen Algorithmus, falls es
eine Funktion

d:R\{0} = N
so gibt, daf3

Vao,ze R{0} F¢qyeR: x=qz+y und (d(y) < I(z) oder y =0).

Nun sind euklidische Integritdtsbereiche Hauptidealbereiche und als sol-
che faktoriell, d.h. in ihnen ist eine eindeutige Primfaktorzerlegung moglich.
Aufgrund dieses Umstandes sind daher euklidische Ringe natiirlich von In-
teresse.

In dieser Arbeit geht es lediglich um spezielle Ringe: Sei K ein algebrai-
scher Zahlkorper, das ist eine endliche (algebraische) Erweiterung K C C
von Q. Und man sagt, ein solcher Zahlkérper K habe einen euklidischen
Algorithmus, falls sein Zahlring K N A einen euklidischen Algorithmus hat;
dabei bezeichnet A den Ring der ganz algebraischen Zahlen.

Ist K ein Zahlkérper vom Grad n iiber Q, und sind oy, ..., 0, die Ein-
bettungen von K iiber Q in C, so ist

N(z) := H o,

die Norm von z € K, und N : K — Q hei3t Norm von K.
Hat K mit der Absolutnorm einen euklidischen Algorithmus, so heifit
K normeuklidisch. Da dieser Sachverhalt in dieser Arbeit fast ausnahmslos
vorkommt, wird hier dann auch abkiirzend gesagt, K sei euklidisch.
Entsprechendes sagt man dann natiirlich auch fiir den Zahlring von K.
Wenn nichts ausdriicklich anderes gesagt wird, wird in dieser Arbeit unter
s>euklidisch< stets »normeuklidisch< verstanden.
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Des weiteren wird noch oft die folgende Charakterisierung euklidischer
Zahlkorper von Nutzen sein:

Satz: Ein Zahlkorper K mit Zahlring R ist genau dann euklidisch, wenn
V(eK F39eR: |N(C-9)|<Ll

Beweis:

Zunéchst weifl man, dafl K der Quotientenkérper von R ist. Ist nun ei-
nerseits K euklidisch, und ¢ € K beliebig, so ist etwa ¢ = £ € K mit
xz,z € R\{0}. (Und falls = 0, so ist ( = 0, und dann erfillt J = 0 die
zu zeigende Ungleichung.) Dann gibt es ein ¥ := ¢ € R und ein y € R mit
r=qz+y,dh Z—-q="2so,daB gilt: y = 0 (dann ist [N(¢ —v)| =0<1),
oder [N(y)| < |N(2)| (dann ist [N(¢ — )| = [N()] = [F4 < 1).

Seien nun umgekehrt x,z € R\{0}, und man setze ¢ := £ € K. Dann
gibt es ein ¢ := ¥ € R mit |[N(( — )| < 1. Sel y := = — gz € R, dann ist also
x = qz + vy, und dabei y = 0 oder

IN(y)| = [N(z — g2)| = [N(( = 9)| - [N(2)| < [N(2)],
d.h. K ist dann euklidisch. O

Daf§ euklidische Zahlkoérper und ihre Theorie auch als Thema an sich
hochinteressant sind, soll in dieser Arbeit deutlich werden. Eine zentrale Fra-
ge ist dabei die, ob es nun endlich oder unendlich viele euklidische Zahlkorper
gibt.

Zwar kann man unendlich viele faktorielle Zahlkorper angeben, das sind
also Zahlkorper mit faktoriellem Zahlring, jedoch sind bis heute nur etwas
iiber 600 euklidische Zahlkorper bekannt, und obige Frage nach der Kardi-
nalitit der Menge aller euklidischen Zahlkorper bleibt ungeklart.

Jedoch konnten im Verlauf dieses Jahrhunderts eine ganze Reihe von
Teilresultaten in diesem Zusammenhang erzielt werden, von denen hier einige
wichtige dargestellt werden sollen.

So beschiéftigt sich Kapitel 1 mit dem Beweis des Satzes, dafl es nur
endlich viele euklidische quadratische Zahlkérper K, also vom Grad 2 iiber
Q, gibt. Dies wird fiir den imagindrquadratischen Fall (K ¢ R) und re-
ellquadratischen Fall (K C R) einzeln gezeigt, wobei der umfangreiche Be-
weis des schwierigen reellquadratischen Falls (nach H. DAVENPORT [6]) einen
GroBteil der Arbeit ausmacht. Uberraschenderweise ist dabei der Spezialfall
K = Q(y/m) mit m = 2 oder 3 (mod 4) sehr einfach zu handhaben.

Der vollstandige Beweis erfolgt iiber den Satz (1.18) von H. DAVENPORT
mittels bindrquadratische Formen: Anwendung von (1.18) auf die Normform
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quadratischer Zahlkorper liefert das gewiinschte Ergebnis iiber die Endlich-
keit der Anzahl euklidischer reellquadratischer Zahlkorper.

Die beiden Teile zum Beweis von (1.18) verwenden das Hauptlemma
(1.30), das die Existenz gewisser Z-Folgen (dort Ketten genannt) reguldrer
dquivalenter Formen behauptet. Und auch zum Beweis dieses Hauptlemmas
werden umfangreiche Uberlegungen unternommen.

Doch man wird sehen, daf sich all diese Miihe lohnt: Der Satz von DAVEN-
PORT liefert ndmlich eine explizite obere Schranke fiir die Anzahl euklidischer
reellquadratischer Zahlkorper, und dariiberhinaus ist sogar eine Verallgemei-
nerung auf gewisse kubische und quartische Zahlkérper moéglich. Dies wird
hier aber nicht weiter besprochen; statt dessen werden zum Schlufl noch ei-
nige euklidische reellquadratische Zahlkorper bestimmt und ein Beispiel fiir
einen faktoriellen, aber nicht euklidischen reellquadratischen Zahlkorper ge-
nannt.

Das Kapitel 2 erldutert, wie H.-W. LENSTRA in [14] mit Hilfe gewisser
Methoden aus der Packungstheorie eine hinreichende Bedingung zur Bestim-
mung (allgemeiner) euklidischer Zahlkorper fand und diese erfolgreich einset-
zen konnte. Mit seiner Arbeit [14] setzte er einen Meilenstein fiir die Theorie
der euklidischen Zahlkorper: Zahlreiche neue euklidischen Zahlkorper konn-
ten bis heute so bestimmt werden. Einige Beispiele werden auch hier gegeben,
etwa die Kreisteilungskorper und ihre maximalen reellen Unterkorper.

Jedoch bleibt obige zentrale Frage nach der Anzahl euklidischer Zahlkor-
per mit diesen Methoden leider unbeantwortbar: Unter der Annahme be-
stimmter RIEMANN-Hypothesen ist die hinreichende Bedingung von H.W.
LENSTRA nur fiir endlich viele Zahlkorper erfiillbar. Demnach besteht wenig
Hoffnung, so unendlich viele euklidische Zahlkorper zu konstruieren.






Kapitel 1

Euklidische quadratische
Zahlkorper

In diesem Kapitel wird der folgende Satz iiber euklidische quadratische Zahl-
korper bewiesen:

(1.1) Satz: Es gibt nur endlich viele euklidische quadratische Zahlkérper.
Man unterscheidet dafiir den Fall des imagindrquadratischen Zahlkorpers

(€ R) von dem Fall des reellquadratischen (C R). Der erste ist wesentlich
einfacher zu handhaben und wird deswegen zuerst behandelt:

1.1 Euklidische imagindrquadratische
Zahlkorper

Tatséchlich kann man hier sogar noch Aussagen iiber mogliche euklidische
Algorithmen machen:

(1.2) Satz: Es gibt genau finf imagindrquadratische Zahlkorper, die einen
euklidischen Algorithmus haben, namlich Q(y/m) mit

me {-1,-2,-3,-7,—11}.

Diese fiinf Zahlkérper sind normeuklidisch.

Beweis:
Man betrachte Q(y/m) mit m < 0 quadratfrei.



6 KAPITEL 1. EUKLIDISCHE QUADRATISCHE ZAHLKORPER

e Ist m € {—1,-2} und ¢ = r+ sy/m € Q(y/m) beliebig, wobei r, s € Q,
so setze man dazu z,y € Z so, daB |r — 2| < 1 und |s — y| < 3 sind.

Dann gilt mit ¥ := z + y/m € Z[ym] = Q(v/m) N A:

1 m
INC =) = [~ 2~ m(s — ) <+ + 2 <1
e Istnunm € {—3,—7,—11} und { = r+sy/m € Q(y/m) beliebig, wobei
r,s € Q, so setze man dazu y € Z so, daB [2s — y| < % ist, sowie x € 7Z
so, da |r — z — Ly| < 4 ist.

Dann gilt mit ¥ := x + (1 + /m)y € Z[Hﬁ] = Q(y/m) N A:

|N<<—19>|:‘(r—x—gy)Q—m(s—gy)Q

<1+|m\<1 11_15<1
416 4 16 16 '

Daher sind die angegebenen fiinf Zahlkorper normeuklidisch.
Sei nun aber m ¢ {—1, -2, -3, =7, —11}, also insbesondere |m/| > 4.

Dann sind 1 und —1 die einzigen Einheiten in Q(y/m):

Ist € = a+ by/m eine solche, so ist N(g) = a®+|m|b* = 1. Und falls b # 0
gilt, folgt, da 2b € Z, dann 4 = 4a® + 4|m|b* > 4, so daBl somit doch nur
b =0, also € = 1 oder € = —1 moglich ist.

Jede Nichteinheit # 0 des Zahlrings R von Q(y/m) hat die Norm > 3:
e Falls m =2 oder 3 (mod 4), ist R = Z[y/m|. Sei # € R eine Nichtein-
heit # 0, etwa © = u + vy/m mit u,v € Z.

Ist v # 0, so gilt [N(z)] = u* 4+ v¥m| > 5 > 3, und ist v = 0, so gilt
IN(z)| =u? >4 > 3,da |u| > 1 wegen x ¢ {+1}.

e Falls m =1 (mod 4), so ist ja

1
R:{i(u%—v\/ﬁ); U, VEL u=v (mod2)},

und ferner |m| > 15. Sei z € R eine Nichteinheit # 0, etwa

z = 3(u+vy/m) mit u,v € Z und u = v (mod 2).

Ist v # 0, so gilt [N (z)| = $(v® +v*m|) > L > 3, und ist v = 0, so
ist u gerade und = = § € Z, also u ¢ {0,£2}, d.h. |u| > 4, und somit
IN(z)| = tu? > 4 > 3.
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Angenommen, ¢ : R\{0} — N sei ein euklidischer Algorithmus von R.
Man wihle z € R als Nichteinheit # 0 dann so, daf8 6(z) minimal ist.

Sei weiter x € R beliebig, dann gibt es ¢,y € R so, dal x = ¢z + y mit
d(y) < d(z) oder y = 0.

Falls y = 0, so ist € Rz, und ist y # 0, so ist y eine Einheit, also y = 1
oder y = —1. Daher gilt stets z =1 (mod Rz) oder z = —1 (mod Rz) oder
z =0 (mod Rz).

Man hat also, dafl |N(2)| = |(R/Rz)| < 3, nach obigem ist also z eine
Einheit oder 0, im Widerspruch zur Wahl von z.

Dies zeigt, daBl alle imagindrquadratischen Zahlkorper, aufler den fiinf in
(1.2) genannten, keinen euklidischen Algorithmus haben. [

In der Zahlentheorie zeigt man auch den folgenden tiefliegenden

(1.3) Satz: Es gibt genau neun faktorielle imagindrquadratische Zahlkérper,
namlich Q(y/m) mit

me {—1,-2,-3,—7,—11,—19, —43, —67, —163}.

Dieses schwierige Ergebnis wurde 1967 von A. BAKER[1] und H.M.
STARK|[22] erzielt.

Im Hinblick auf Satz (1.1) hétte dieser Satz fiir den imagindrquadra-
tischen Fall natiirlich gereicht. Mit Hilfe der obigen Uberlegungen konnte
jedoch auf einfache Weise explizit bestimmt werden, welche in dieser Liste
faktorieller Zahlkorper tatséachlich auch euklidisch sind. Zusétzlich weifl man
nun auch, dafl alle anderen imaginidrquadratischen Zahlkorper iiberhaupt kei-
nen euklidischen Algorithmus besitzen.

1.2 Euklidische reellquadratische ZahlkG6rper

Alles Weitere in diesem Kapitel dient dem Beweis von folgendem
(1.4) Satz: Es gibt nur endlich viele euklidische reellquadratische Zahlkéirper.

Dieser Satz (1.4) wurde von H. HEILBRONN in [11] und H. DAVENPORT
in [6] mit unterschiedlichen Methoden bewiesen. Sein Beweis ist wesentlich
schwieriger als der fiir den imagindrquadratischen Fall. Uberraschenderweise
148t sich ein Spezialfall jedoch sehr leicht behandeln:
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1.2.A Der Spezialfall m =2 oder 3 (mod 4)

Folgender Satz und Beweis stammen aus dem Buch [10] von G.H. HARDY
und E.M. WRIGHT:

(1.5) Satz: Es gibt nur endlich viele euklidische reellquadratische Zahlkdrper
Q(yv/m) mit m =2 oder 3 (mod 4).

Beweis:

Man betrachte Q(y/m) mit m > 1 quadratfrei und m = 2 oder 3 (mod 4).
Angenommen, Q(y/m) sei euklidisch.

Seien r := 0 und s := % mit ¢ € Z, dann gibt es also ganze Zahlen z,y

mit
2
t
m

also  |(my —t)* — ma®| < m.

<1,

Wegen (my — t)? — ma? = t* (mod m) ist mit 2z := my — t € Z daher

2 2Et2

2% —mx (mod m) und [2* — ma?| < m. (1.6)

e Sei m =3 (mod 4).

Sei nun ¢ € Z ungerade mit 5m < t? < 6m gewihlt, was fiir hinreichend
grofles m > 1 moglich ist.

Nach (1.6) ist dann 2% — ma? € {t* — 5m, * — 6m}, und somit

t? — 2> =m(5—2%) oder t*—2*>=m(6—2?). (1.7)

Modulo 8 ist aber 2 = 1, sowie 22,22 = 0,1 oder 4,
und ferner m =3 oder 7. Also gilt t? — 22 = 0,1 oder 5, sowie:

5—22=1,4 oder 5, dh. m(5—2%) =3,4 oder 7,
und 6 — 22 =2,5 oder 6, dh. m(6—2%) =2,3,6 oder 7.

Demnach sind die Gleichungen in (1.7) unmoglich.

e Sei m =2 (mod 4).

Sei nun ¢ € Z ungerade mit 2m < t?> < 3m gewéhlt, was fiir hinreichend
grofles m > 1 moglich ist.
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Nach (1.6) ist dann (wie oben)

t? =2 =m(2—2°) oder t*—2*=m(3—2%). (1.8)
Modulo 8 ist aber m = 2 oder 6, und somit

2—-2*=1,2 oder 6, dh. m(2—2% =2,4 oder 6,
und 3 —22=2,3 oder 7, dh. m(3—2%) =2,4 oder 6.

Demnach sind auch die Gleichungen in (1.8) unmoglich. [

1.2.B Der allgemeine Fall: Der Satz von Davenport

Der erste Beweis des Satzes (1.4) stammt von H. HEILBRONN in [11], in dem
verschiedene, seinerzeit bekannte Methoden angewendet werden. H. DAVEN-
PORT fand in [6] einen anderen Beweis, der erste Abschitzungen iiber die An-
zahl der euklidischen reellquadratischen Zahlkorper erméglichte, so dafi bald
eine vollstédndige Liste sémtlicher euklidischer reelquadratischer Zahlkorper
erstellt werden konnte. Dies gelang grofitenteils H. CHATLAND in [4], der dort
eine Zusammenstellung fritherer Ergebnisse liefert und weitere Zahlkorper
behandelt. Seine falsche Ankiindigung von anderer Seite, dal Q(v/97) eu-
klidisch sei, wurde von E.S. BARNES und H.P.F. SWINNERTON-DYER in
2] widerlegt. Ubrigens hatte die Arbeit [6] von H. DAVENPORT den Vor-
teil, dal diese verallgemeinerungsfihig auf Zahlkorper anderen Grades war:
In den Arbeiten [8] und [9] konnte H. DAVENPORT weiter zeigen, daf es in
einer gewissen Klasse kubischer und quartischer Zahlkorper jeweils auch nur
endlich viele euklidische gibt.

J.W.S. CAassELSs lieferte ferner in [3] mit anderen Methoden eine Ver-
besserung dieses Satzes von DAVENPORT.

Im folgenden wird die Methode von DAVENPORT, wie in [6] beschrieben,
vorgestellt. Dazu ist ein Blick in die Theorie der bindrquadratischen Formen
notig.

(1.9) Definition: Fine bindrquadratische Form F ist eine Funktion
F:R* =R, F(z,y) :=ax®+bry + cy?, wo x,y € R, sowie a,b,c € R fest.

(1.10) Definition: Die Determinante der Form F(x,y) = az* + bxy + cy?

1st /\ = det (Z )zac—bz.
2

O Njor

(1.11) Definition: Die Diskriminante der Form F(x,y) = az* + bry + cy?
ist disc(F) := —4/A = b* — 4ac.
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(1.12) Bemerkung: Eine bindrquadratische Form F der Determinante /N #
0 ist positiv definit, falls a > 0 und A > 0, negativ definit, falls a < 0 und
A > 0, sowie indefinit, falls AN < 0.

(1.13) Definition: Ein Gitter T (im R?) ist eine von zwei linear unabhingi-
gen Vektoren u,v € R? erzeugte abelsche Gruppe Zu + Zv.

(1.14) Definition: Fiir eine bindrquadratische Form F und ein Gitter T’
heifst
p(F,L, 2) == inf{|F(x — 2)|; €T}

das inhomogene Minimum von F beziiglich T' und z € R2.

Fiir einen quadratischen Zahlkorper Q(y/m) mit m € Z quadratfrei ist
Q(vm)NA ={z+wy; z,y € Z}, wobei

o Vvm, falls m=2,3 (mod 4)
o s(1+ym), falls m=1 (mod4)

Dabei lassen sich ebenso auch die Elemente von Q(y/m) schreiben als
r+ wy mit x,y € Q.

Bezeichnet N die Norm von Q(y/m), und ist = + wy € Q(y/m), so ist fur
m = 2,3 (mod 4) also

N(z +wy) = a* —my”,
und fiir m =1 (mod 4) ist dann

2

1)’ 1
N(z+wy) = (x—i-éy) —myzza:Q—l—xy%—ZyQ(l—m).

Dabei seien nun auch x,y € R moglich, und man bekommt die folgende
quadratische Form:

(1.15) Definition: Die Normform von Q(y/m) ist die bindrquadratische Form
Ny, mit Ny (z,y) = N(z +wy) fur z,y € R.

(1.16) Bemerkung: Die Normform N,, ist indefinit fiir m > 1.

Beweis: Man hat, da8 A = —m < 0, falls m = 2,3 (mod 4), und A =

(1-m)—1=-2<0,fallsm=1 (mod4). O

1
4 4
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(1.17) Satz: Q(v/m) ist genau dann euklidisch, wenn

VeeQ*: u(Nn,, 72 z) <1.

Beweis: Q(y/m) ist euklidisch genau dann, wenn
V(e Q(vm) W € Q(vm)NA: [N -9) <1

Schreibt man ¢ = (; + w(s € Q(y/m) mit (1, € Q, und z = ({1, ),
sowie ¥ = 91 + widy € Q(v/m) NA mit V1,95 € Z, und t = (91, 7s),
so 1aft sich obige Aussage notieren als

VeeQ? 3teZ: |Nn(z—t)|<l.
Dies ist dquivalent zu
V2eQ®: u(Npm,Z% 2) =inf{|N,(t—2); teZ*}<1. O

Jetzt kann der Satz von DAVENPORT formuliert werden:

(1.18) Der Satz von Davenport: Es gibt eine Konstante k > 0 so, dafs fir
alle indefiniten bindrquadratischen Formen F(x,y) = ax® + bxy + cy?, mit
a,b,c € R und d := disc(F') > 0 und mit

Y(z,y) € Z°\0: F(z,y)#0

qgilt:
(1) EneRVr,yeZ: |Flx+&y+n)|>r2Vd,
(2) Sind a,b,c € Z, so sind &,n € Q wdhlbar.

Dieser Satz, der im néchsten Paragraphen bewiesen wird, liefert zusam-
men mit Satz (1.17) das gewiinschte Resultat:

(1.19) Korollar: Satz (1.4), also:
Es gibt nur endlich viele euklidische reellquadratische Zahlkorper.

Beweis: Sei k > 0 die Konstante aus Satz (1.18). Weiter sei m > k™4,
und m quadratfrei. Man betrachte dann den Zahlkorper Q(y/m).

Sei nun dazu F' := N,,, dies ist eine indefinite bindrquadratische Form
mit ganzzahligen Koeffizienten nach Bemerkung (1.16), und es ist

V(z,y) € Z\0: F(z,y)#0,

da eben F' = N,, die Normform, und die Norm multiplikativ ist.
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Weiter ist

0—
1 —

- (—m) = 4m, falls m =2,3 (mod 4),

d = disc(F) = —4A =
isc(F) { (1—=m)=m, falls m=1 (mod4),

=~
N

also d > m > k~*. Somit folgt aus (1) und (2) von Satz (1.18):
A&m) € Q* ¥wy) €27 [Nn(z+&y+m] > sV,
Ist nun Q(y/m) euklidisch, so folgt mit Satz (1.17):
RV < inf{|No(x + &y + )l (2,y) € 22} = (N, 2, (6, ) < 1,
also d < k™4, im Widerspruch zu obigem. [J

Die Konstante x > 0 liefert eine obere Schranke fiir die Anzahl eukli-
discher reellquadratischer Zahlkorper: Fiir m > x~* ist Q(y/m) nicht eukli-
disch, d.h. k= ist eine Abschitzung nach oben fiir diese Anzahl.

Man wird noch sehen, dafl diese Konstante im Beweis des Satzes von DA-
VENPORT bestimmt werden kann. Dieser Satz liefert also noch mehr als nur
obigen Satz (1.4) iiber die Endlichkeit der Anzahl der euklidischen reellqua-
dratischen Zahlkorper.

1.3 Der Beweis des Satzes von Davenport

Fiir den Beweis des Satzes (1.18) werden einige vorbereitende Dinge iiber
bindrquadratische Formen benotigt, diese werden in diesem Abschnitt als
erstes erlautert. Ferner ist ab jetzt unter einer Kette stets eine Z-Folge zu
verstehen, also eine Abbildung A : Z — M, wo hier M irgendeine Menge ist.
Es wird dafiir dann (m;),, geschrieben, wobei m; := A(i) fiir i € Z ist.

(1.20) Definition: Eine indefinite nichtausgeartete bindrquadratische Form
F mit
Y(z,y) € Z\0: F(x,y) #0

heiffe im Folgenden dieses Kapitels brauchbar.

(1.21) Bemerkung: Fiir eine brauchbare Form F(z,y) = ax® + bxy + cy?
gilt ac # 0.

Beweis: Sonst wére F(1,0) = a = 0 bzw. F/(0,1) = ¢ = 0, also F nicht
brauchbar. [
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(1.22) Satz: Eine brauchbare Form F(z,y) = ax?® + bxy + cy® lift sich als

F(z,y) = Vd(az + By)(yx + 6y)

schreiben, wobei d = disc(F) = b* — dac > 0 gilt, und o, 3,7, € R mit
ad — By =1 sind.

Beweis: Zunéchst ist die 0 durch F' nichttrivial darstellbar:

Denn ist az? + bxy + cy? = 0 in x,y € R nichttrivial 16sbar, so gilt dies
genau dann, wenn t2 + gt + £ in t € R nichttrivial 16sbar ist. (Denn es gilt
ja, da ac # 0 nach (1.21); fiir die eine Richtung setze man ¢ := ~, wobei
xy # 0 sein muf.)

Dies ist aber so, die beiden Lésungen davon sind r := 5-(—b+ Vd), sowie
s := % (—b— v/d). Damit ist dann

F(z,y) = az® + bxy + cy® = a(z — ry)(z — sy)

_ Vid(az — ary) (%x - %y) |

Mit o :=a, (B := —ar, v:= et 0= —% folgt das gewiinschte Resul-
tat mit

as ar a ﬁzl. 0

O E GtV

(o]

Beweis: Sonst wire etwa 5= mitpge Z,q # 0, also F(q,—p) = 0,
im Widerspruch zur Brauchbarkeit von F. [

1.23) Bemerkung: Es sind £ und 2 irrational.
( g 3 5
b

(1.24) Definition: Zwei bindrquadratische Formen Fy und Fy heiffen dqui-
valent, falls es p,q,r,s € Z mit ps —qr =1 so gibt, daff Fy(x,y) = Fa(2', /)

() =C26)

fir alle x,y, 2’y € R gilt. Fine solche Transformation (f Z) € 7? der

Koordinaten heifit ganzzahlig unimodular.

(1.25) Bemerkung: Zwei dquivalente Formen haben dieselbe Determinante.

(1.26) Bemerkung: Die in (1.24) definierte Aquivalenz ist eine Aquivalenz-
relation auf der Menge der bindrquadratischen Formen, bzw. der
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(i

) brauchbaren,

(ii) positiv definiten,
(iii) negativ definiten,
(iv) indefiniten

bindrquadratischen Formen.

(1.27) Bemerkung: Seien die brauchbaren Formen
Fi(z,y) = Vd(ax + Biy)(nz + 61y)
und

Fy(z,y) = V(o + Boy) (2 + doy)
gemdf$(1.22) notiert. Gibt es dann p,q,r,s € Z mit ps — qr = 1, und gilt

G =G o)
e ()60 ()

so sind Fy und Fy dquivalent vermdge <€ g) .

Beweis: Es gilt
Fi(z,y) = \/g(@ﬂ + B1y) (e + 01y)
= Vd(a1(pz’ + qy) + Bi(ra’ + sy))(n(pr’ + qy') + Bi(rz’ + sy))
= \/g(agx/ + Got) (12’ + 62y’) = Fo(2',y). O

(1.28) Definition: Fine Kette (F),)nez zu F' dquivalenter brauchbarer Formen

mait
Fo(z,y) = \/3(04”:10 + 52y) (Ynx + 6yy) fiir n € Z

heif$t requldr, falls mit 9,C, B € Ryo, C > 1, und 9 < 1 fiir alle n € Z gilt:

o] < %|O‘n‘a
[Ynt1| > Clal,

1.29
(1.29) || <0 < 1,

‘anﬁ)/nJrl’ < B2a
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Fiir den Beweis des Satzes von DAVENPORT ist die Existenz solcher re-
guldrer Ketten brauchbarer Formen von entscheidender Wichtigkeit, daher
wird diese Tatsache nun formuliert im

(1.30) Hauptlemma: Zu einer brauchbaren Form F gibt es eine regulire
Kette (Fy,)nez zu F' dquivalenter brauchbarer Formen mit Transformationen

(in zn) 7 wobei PnSn — TnQn = 17 SO wie 1n (127), d.h.
()= () ()
ﬁn qn Sn ﬁ
Y _ (Pn Tn v
und (5n) = (Qn Sn) (6)

Der Beweis von (1.30) wird im Unterabschnitt 1.3.3 gefiihrt, also bis dahin

zuriickgestellt. Dort wird sich dann auch ergeben, daff ¥ und B als 9 = %

und B =4 (%)%C’Q gegeben sind, und dal C' > 1 beliebig wihlbar ist.

1.3.1 Beweis von Teil (1)

Seien also Formen F), fiir n € Z gemifl des Hauptlemmas (1.30) gegeben.
Und da Fy und F' dquivalent sind, geniigt es, fir (1) zu zeigen, daB es reelle
Zahlen Ay und pg so gibt, daf§ fiir alle x,y € Z gilt:

(o + Boy + Xo) (Yo + oy + o)| > K7,

fiir irgendein x > 0. Denn es ist ja

1
|(cwoz + Boy + Xo) (Yo + doy + o) = |Fo(z + &,y + )] - ﬁ

1
:FIL’/—G—/,/—l—/ R

|F(a"+ &y + )] 7
wobei &, das Gleichungssystem

apé + Bon = Ao
Y0 + don = fo

() =( =) ()
i (5)= (0 @) (5)

l6sen, und es gilt
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Es wird nun gezeigt, dafl folgende reelle Zahlen Ay und po dies erfiillen:
Man setzt

[ee]

Ao i= Vg + V1 + Vg + - - = Z Up iy,
n=0

und  — po =01y VY2t = Z UnYn,
n=-—o00

wobei v, = |J|a,v,| '] € Z fiir n € Z sei; dabei bezeichnet | | die Gau$-
klammer.

Dadurch sind Ay und pg wohldefiniert: Zunéchst ist a7y, # 0, da ja
Vo, = F,.(1,0) # 0 fir brauchbares F), ist. Weiter ist

1
519 < Uplanyn| < U < 1, (1.31)

da 3 < % fiir z > 1 gilt, wobei hier 2z := ¥]a,y,| ™!

Regularitit der Kette (F Ynez, vgl. (1. 29)
Also ist vy |om| < 7 und vy || <

> 1 ist, aufgrund der

\a I
Wegen [“25| < & < 1 und [-2~| < 7 < 1 sind nach dem Quotientenkri-
terium die Reihen

Z ’% und Z

’O‘n’
n=—oo

absolut konvergent, und daher nach dem Majorantenkriterium auch die bei-
den Reihen, die \y und g definieren.

Im folgenden wird die Annahme, Ay und po wiirden obige Bedingung nicht
erfiillen, auf einen Widerspruch gefiihrt:
Es sei also angenommen, daf es z,y € Z gibt mit

|(coz + Boy + Xo) (V0T + S0y + po)| < K.
Die Kette (|Vn|)nez ist streng monoton wachsend mit |v,|@ >>n — oo >
oo und |y,|@ >>n — —oo > 0 wegen der Regularitét (1.29).

e Falls agxr + [Boy + \g # 0 ist, gibt es daher also ein m € Z mit

Bk

’P)/erl‘

Bk
< ez + Boy + Aol < —,

[Ym]
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wobei £ > 0 vorerst noch beliebig sei. Dann ist mit (1.29):

K> K2 Y] Kk?B? Bk

g X - )
|z + Boy + Ao Bk Bklam| o]

|70 + doy + pol

also gelten die Ungleichungen

Iym |’
Y0z + doy + po] < BR\

a0z + Boy + Ao| < 2
(1.32) {‘ 0 Boy ol
lorm
e Falls agx + foy + Ao = 0, gilt aber auch (1.32) fiir ein geeignet grofies
m > 1, da nach (1.29) gilt: ﬁ@ >>n — 00 > 00.

In jedem Falle gelten also die Ungleichungen (1.32).

Jetzt setzt man fir n € Z

00
)\n = UpQp + Upp1Qpg + -0 = E Ur Qi
r=n
n—1
und — Mn = Un-1Vn—-1 + Un—2Yn—2+ = E UrYr,
r=-—o00

wobei diese Reihen nach obigem absolut konvergieren.
Auflerdem gelten die Rekursionen (fiir n € Z):

)\n = VpQp + )\nJrl

und  fly, = VpYn t o

Fiir obige x,y € Z ist also fiir n € Z:

apT + 6ny + /\n = an(x + Un) + Bny + )‘n-I—l
= an+1x/ + ﬂnJrly/ + )\n+1>

-1
T+ _ (Pn G0 (Por1 Gnsr) (2
Yy Tn Sn Tn+1l  Sn+l y/

ist, d.h. die ganzen Zahlen 2’ und 3’ entstehen mittels einer ganzzahligen
unimodularen Transformation aus den ganzen Zahlen z + v, und y. Mit
derselben ist ebenso fiir n € Z:

wobel

Y + 0y + fin = Y1 + Sni1y + fins1-
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Somit lassen sich rekursiv Ketten (x,,)nez und (yn)nez ganzer Zahlen definie-
ren mit

Qo + ﬂoy + )\O = QpTy, + ﬂnyn + )\n
und  YoZ + 0y + flo = VnTn + OnYn + fn-

Wegen (1.32) gibt es insbesondere z,,, ¥, € Z mit

Bk
|O‘mxm + BmYm + /\m| <

|Vm

und |7mxm + 0nYm + Nm| < ‘—

m|

Es folgt:

‘ym - )‘m7m + :Umam‘
= | YmTm — U YmTm + (WmOm — Y B )Ym — AmYm + amumél 33)
= ’ - 'YM(amxm + BinlYm + )‘m) + Oém('mem + OnYm + ,UM)’ '
< 2Bk.

Nach Definition von A, und pu,, ist nun

00 m—1

r=m+1 r=-—00

also wegen (1.31) und (1.29) ist dann

o] m—1
Vim O 29
)\mm_mm_mmm<19 - 19 — —_—.
ot =i =tnotal <9 2 [S40 2 [or| < e
Mit (1.31) folgt daraus
1 29 29
— — — —_— 1.34
219 C_1<)\m”ym umam<19+c_1 (1.34)

Hat man nun C' > 1 und s > 0 so gewihlt, dafl

. 1 29 20



1.3. DER BEWEIS DES SATZES VON DAVENPORT 19

ist, was fiir grofles C' > 1 und kleines k > 0 bei B =4 (%)%CQ sicher moglich
ist, so erhélt man folgendermafien einen Widerspruch:

Aus (1.33) und (1.35) folgt |ym — (AmYm — maum)| < 2Bk < 1, und aus
(1.34) und (1.35) folgt

1
0< =9 —

<1
2 Cc-1

<)\m7m—,umozm<19+0_1

Da nun y,, € Z ist, ist beides nur fiir y,, = 0 oder y,, = 1 moglich.

e Falls y,, = 0, ist nach (1.33) dann aber

29

1

im Widerspruch zu (1.34).

e Falls y,, # 0, ist nach (1.33) dann aber

29

1—/\m’7m_ﬂm06m<231£<1—19—m7

also

20
)\mm_ mm>19 ~ 1>
g Hm & +0_1

im Widerspruch zu (1.34).
Damit ist der Beweis von Teil (1) erbracht. [
Mittels (1.35) ist natiirlich eine explizite Bestimmung von « > 0 moglich,

allerdings sind diese Werte fiir x mit (1.35) sehr klein. Im Hinblick auf (1.19)
sind aber eher moglichst grole k > 0 von Interesse.

1.3.2 Beweis von Teil (2)

Sei nun also F'(z,y) = ax? + bxy + cy® brauchbar mit a,b, ¢ € Z, und seien

Fo(2,y) = Vd(anz + Boy) (@ + 0py) = ana® + bpay + coy?

fiir n € Z dazu dquivalente reguldre brauchbare Formen gemé&fl des Haupt-
lemmas (1.30). Dabei sind dann auch a,, b,, ¢, € Z.
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Denn es ist

n = apyaVd
= \/a(piom + purn(ad + By) +1235) € Z
und b, = Vd(and, + Bavn)
= VAd(2pngnay + 255230 + (Pnsn + Tngn) (06 + 87)) € Z
sowie ¢, = B,0,Vd
= Vd(g2ory + qusn(ad + B7) + s266) € Z

Ferner kann man ohne Einschrinkung annehmen, daf} fiir alle n € Z gilt:
|bn| < lan|.

Denn sonst transformiere F,, mittels <(1) }f) fiir ein h € Z in die Form

F)(z,y) = a,a® + bay + cy® = Vd(ahz + BLy) (vax + 6,y)
a,\ (1 0\ [an
=G0 ()
WY (1 0\ [
o) \h 1)\6,)

d.h. o, = an, v, = Vn, B, = ha, + B, und 68, = hy, + J,. Es ist also
a,, = a, und b, = 2a,h + b,. Ist nun h € Z so gewéhlt, dafl

1 b
<= — 2 & 2a,h + by| < ay,
2 %a, 2 2a, [2anh + bl < Jan|

dann ist also [¥),| < |al,|. (Dies ist méglich, da & — Lo 4+ 14 2o =1 ist.) Nun
ersetze man F,, durch F). Die Regularitét (1. 29) blelbt dabe1 erhalten wegen
al, = oy, und Y, = Yy.

Somit ist nach (1.29) dann |b,| < |an| = |anyn|Vd < 9Vd beschrinkt,

und auch |¢,| wegen d = b2 — 4a,c,, denn es ist

B-d_ B d

< < (Wd+d
o] STy T aay SO+,

len| =

weil a,, € Z und a,, # 0 ist.
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Da die a,, b, und ¢, ganze Zahlen sind, gibt es fiir diese also nur endlich
viele Moglichkeiten. Deswegen gibt es j,g € Z mit g > 0 so, daf} fiir alle

z,y € R gilt: Fj(z,y) = Fj44(x,y). Denn eine Form F; muf dann ja wieder

als eine Form Fj, 4 in der Kette auftauchen.
Insbesondere gilt also fiir alle z,y € R:

(o + B;y) (Vi + 6;y) = (g + Bsgy) (VitgT + 0j44Y)-
Da aber
Oéj5j — ﬁj%’ =1= O‘j+g(5j+g - ﬁj+97j+g>

575 = Cjrg7j+gs

Bi0; = Bitg0itg

gilt, folgt mit w = ajr , also w > 1 nach (1.29), dann:
JTg
Qj = Wjig, 5]' = Wﬁﬂ—ga
und 7 =w ey, 0= w0

Denn es ist

1+ 2857 = a;0; + BV = qjrgOirg + BigVitg = 1+ 2849V +g5

Bitg _ Vi _ Q+g _ -1 : _ -1 _
also 5T T e W und damit §;,w = §; und v ,w™" = ;.
. -1 _ Bitg __ 4; R e B
Ferner ist w™ = 5= 5 also auch 9, ,w™" = §;.

Somit definiert man fiir n < j oder n > j + ¢ die Zahlen a,,b,,c, € Z
und ay,, Bn, Yn, 0n € R neu aus den vorhandenen Werten fiir j <n < j+g
vermoge den Rekursionen

Ap4g = Qn, bn-{—g = bna Cntg = Cn,

—1 —1
Op = Whin4g, Bn = WﬂnJrga Tn =W  Vntg op = w 5n+g'

Damit erreicht man, dafl diese Gleichungen fiir alle n € Z gelten, und man
erhélt somit eine periodische Kette (F},),ecz der Periode g. Dabei bleibt die
Regularitiat (1.29) erhalten, da diese bereits im Bereich fiir j <n < j+g¢
gegolten hat.

Daher sind wie im Unterabschnitt 1.3.1 die Reihen fiir Ay und po absolut
konvergent, und insbesondere ist v, = |[9|a,v,| '] auch periodisch mit der
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Periode g, so daf gilt:

( AO = (O{OUO -+ a1V + .- +ag—lvg—1)(1 +(A)_1 +w_2 + .. )
1
1—w

(1.36) pro = —(V_1v_1 + Y22 + -+ 1_gu_g)(I+w  +w P+ ..
-1

= (Oéo’l)o + v -+ Oégfl’l)gfl)

= (Yg-1Vg-1+ -+ + 70”0)@,1 ]
1

| T (Yovo + M1 + -+ + P)/gflvgfl)m'

Nun betrachte man eine der Formen F,,, etwa Fj, und es ist fiir alle
z,y € R:

Fo(x,y) = (wx + Boy) (yox + doy)

mit aO?ﬁO?VO? 50 eR.
Ist nun D der quadratfreie Anteil von d, so sind 5—3 und i—g c Q(VD).

Denn es ist agdy — foyo = 1, also % — o — 1 — \a/—oa € Q(vD), sowie

0 aQ @070
\/3(060(50 + ﬁo’}/o) = b() S Z, also SSY_?) + 5_?) = —Oto"l;g\/g = Z—(()) c Q
Setzt man r + sv/D = g—g und ' + s'V/D = % mit 7, 5,7, ¢ € Q, so ist
fiir alle z,y € Z:

Fy(z,y) = aproVd (w + @y) (x + 5—03/)
(&%) Yo

= ap <(:zc +ry) + sy\/ﬁ) ((:E +7r'y) + s/y\/ﬁ)
= ao((z 4+ ry)(x +r'y) + Dss'y> + ((x + ry)s'y + (& +r'y)sy)VD)

ganzzahlig, und so ist also (x + ry)s'y + (z + r'y)sy = 0 fir alle ganzen
Zahlen x und y, insbesondere ist daher rs’ = —r's und s’ +rs’' = —s — 1's,
also s’ = —s und r = r’. Dies zeigt, dafl g—g und f{—g in Q(v/D) Konjugierte
sind.

Daher ist auch &2 = Pl + r;g—g konjugiert zu p/, + r;j—g = % in Q(vD)

/ /
fiir alle n € Z, mit der ganzzahligen unimodularen Transformation (p ? q?)
fir F,, und Fy. o
Insbesondere ist also w = g—g konjugiert zu 1—2 = w 't in Q(vVD).
Und aus den Formeln (1.36) fiir Ay und pg folgt nun, da auch p := 20

[e74]
und p' = % in Q(v/D) konjugiert zueinander sind.
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Nun ist zu zeigen, dafl £, und 7y, mit

Ao = oo + Bomo
und 119 = Y0&0 + do70,

rational sind, man vergleiche dazu auch den Anfang des Unterabschnitts
1.3.1.
Aus diesen beiden Gleichungen folgt wegen agdg — Yoy = 1:

(7)) ,"}/0 Co (7)) ,")/0
§o = doAo — Bopto = Bodo (pﬂo p 50) Nz (pﬁo p 50)

und

a
o = —YoAo + Qoo = Yo (p— ') = 703 (v —p).

Die Klammerterme sind dabei Differenzen konjugierter Zahlen in Q(\/E)
und somit rationale Vielfache von v/D bzw. vd. Dies zeigt, daB die Zahlen
& und 7y rational sind.

Damit ist der Beweis von Teil (2) abgeschlossen. [

Die Arbeit, die jetzt noch zu leisten ist, ist der Beweis des Hauptlemmas
(1.30) zur Existenz einer reguldren Kette (F,)necz zu F' dquivalenter brauch-
barer Formen. Dies geschieht im néichsten Unterabschnitt:

1.3.3 Beweis des Hauptlemmas

Zum Beweis des Hauptlemmas (1.30) werden zunéchst einige Hilfslemmata
und Lemmata formuliert und bewiesen:

1.3.3.A Hilfslemmata und Lemmata

Als erstes sind einige Hilfslemmata iiber positiv definite bindrquadratische
Formen notwendig;:

(1.37) Hilfslemma: Sei F' eine positiv definite bindrquadratische Form. Dann

ist F dquivalent zu einer Form F'(x,y) = A'x® + B'zy + C'y? mit |B'| < A'.
Beweis: Sei F(z,y) = Az? + Bxy + Cy?. Nach (1.12) ist dann

A = F(1,0) > 0. Fur ein h € Z transformiere man F' mittels ((1) }f) in

die Form F'(z,y) = A'z?> + B'ay + C'y* mit A’ = A, B'=2Ah+ B, (' =
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C + Bh + Ah?. Hat man h € Z nun so gewihlt, dafl —% — % <h< % — %,

d.h. |2Ah + B| < A ist, so ist also |B’| < A’. (Dieser Schluf§ wurde iibrigens
im Unterabschnitt 1.3.2 schon einmal verwendet.) [

(1.38) Hilfslemma: Sei F' eine positiv definite bindrquadratische Form.
Dann existiert min{ F'(z,y); (z,y) € Z\0}.
Beweis: Man schreibe

B \? B2
F<x7y>=Ax2+Ba:y+cy2=A<x+ﬁ) (O—ﬂ) -

Nach (1.37) sei dabei ohne Einschrinkung |B| < A. Weiter ist lediglich der
Ausdruck F'(z,y) = Az* — |Blzy + Cy? fiir (x,y) € N? auf Minimalitit zu
untersuchen:

Sei nun dazu R > 1 geniigend groB, so, daf auch R? > - ABQ .Firy> R

. 1A
ist dann

B?\ , B? 9
Fl(z,y) > C_H Yy = C—H R*> A= F(1,0),

sowie, falls y < R und x > R, gilt folgendes:

e Falls A # |B|, sei auBerdem noch R* > = | 5 Dann ist

F'(z,y) > A (a: — %y) = Alz|? (1 _ % <g>)2

> AR? (1 - %) = R*(A—|B|) > A= F(1,0).

e Falls A =|B, so ist
F'(z,y) = Ax(x —y) + Cy* > Az(x — R) + C
1
> AR([R] = R)+ C > SAR+C > C = F(0,1),

wobei ohne Einschrinkung R so groB sei, da§ [R] — R > 3 ist; dabei
bezeichnet [ | die obere GauBlklammer.

F nimmt also seine kleinsten Werte in der endlichen Menge
{(z,y) € Z% |2| < R wnd |y| < R}

an. Also existiert min{ F'(z,y); (z,y) € Z\0}. O
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(1.39) Definition: Eine positiv definite Form F(z,y) = Az* + Bxy + Cy?
heifit reduziert, falls |B| < A < C' gilt.

(1.40) Hilfslemma: Jede positiv definite bindrquadratische Form ist dquiva-
lent zu einer reduzierten Form.

Beweis: Sei F(x,y) = Az?+ By + Cy? positiv definit. Weiter sei geméf
(1.38) dann F(p,q) = min{F(z,y); (x,y) € Z*\0}. Dabei sind p,q € Z
teilerfremd.

Denn sonst sei p = ra und ¢ = sa mit a > 1, r,s,a € Z. Dann ist ndmlich

F(p,q) = Ar?a* + Brsa® + Cs*a* = a*F(r, s),

also F(r,s) < F(p,q), im Widerspruch zur Minimalitét von F(p, q).
Daher existieren also ganze Zahlen u und v mit pu — qv = 1. Nun trans-

formiere man F mittels (2 Z) in die Form F'(x,y) = A'z? + B'xy + C'y?,

wobei A’ = Ap® + Bpq + Cq*> = F(p, q) ist.
Nach (1.37) darf ferner |B’| < A’ angenommen werden, und weiter ist
A" < C" wegen der Minimaleigenschaft von A’. Also ist F’ reduziert. [

Nun werden diejenigen Lemmata formuliert und bewiesen, die in dieser
Form fiir den Beweis Hauptlemmas verwendet werden:

(1.41) Lemma: Ist F(z,y) = Az? + Bxy + Cy? eine positiv definite Form
mit B*> — 4AC = —4, so ist min{F(z,y); (z,y) € Z*\0} < \/g.

Beweis: Nach (1.40) ist F' dquivalent zu F'(z,y) = A'x*+ B'zy+C"y?, die
in (1.40) konstruierte Form mit |B’| < A’ < C’, dabei bleibt (B')? —4A'C’ =
—4 nach (1.25); das Minimum ist A’ nach Konstruktion in (1.40). Somit gilt:

4A'C" = (B +4 < (A)? +4, also
(AN + 4= (AP —4(A) +4> (A —4AC" +4>0,

und somit ist A’ < %. O

(1.42) Lemma: Fir R > 0 sei

1
Qnla,y) = B (0 + By)* + = (v + 0y)°,
wobei o, 3,7,0 € R, %, T € R\Q und ad — By = 1 sei. Dann ist Qg positiv

definit, und fiir R > 0 se:
OR = ITllIl{QR(I',y), (‘I?y) S Z2\0}7
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dies existiert, man vergleiche dazu auch (1.38). Dann gilt:

(a) Es ist
IR>O = U [Rna RnJrl]

ne”L

mit einer Kette (R,)nez reeller Zahlen, und zwar mit R, < R, fir alle
ganzen m < n, und es gilt

VneZ 3", y" € Z VR € [R,,Ry11] 1 Cr=Qr(z",y"),

d.h. ist R in einem Intervall [R,, R,1], so wird das Minimum Cg in
immer demselben Punkt (z™,y") € Z? angenommen. Dabei ist 2 > 0
wdahlbar.

(b) Fir R > R,y1 oder R < R, ist Cr # Qgr(z",y"), d.h. auflerhalb von
[Rp, Ry11) wird das Minimum Cg in einem anderen Punkt aus 72 ange-
nommen,; dies gilt fiir beliebiges n € 7Z.

(¢c) FEs gilt:

VneZ: Qg, (2" y") =Cr, = Qgr, (" ",y ).

Bemerkung: Teil (c) folgt sofort aus Teil (a) mit R := R,.

Beweis: Die Determinante der Form Q) ist gleich der der Form

1
Fr(u,v) := R*u* + ﬁvQ

fir R > 0, also =1 > 0, aufgrund der linearen Transformation (3 ?) mit

Determinante 1.
Und da Fg positiv definit ist, ist somit auch Qg positiv definit. Nach

(1.41) ist dann insbesondere Cr < \/g .

Man betrachte nun das Gitter I' := {(az + By, vz + dy); (z,y) € Z*},
und T* := T'\0. Dabei hat I mit den beiden Koordinatenachsen in Z? nur

den Punkt 0 gemeinsam, da ja %, % irrational sind.

Ferner sei I' := {(az+ By, yo+9y); (z,y) € NxZ}. Fiir R > 0 betrachte
man weiter die Form Fg(u,v) := R*u? + 7zv?%, es ist also

Cr = min{ Fg(u,v); (u,v) €T}
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Fiir ein p € I'* sei
M, :={R>0; Cr= Fr(p)}.

Und fiir zwei Gitterpunkte p = (u,v), ¢ = (r,s) € I'* definiere man die
Funktion fF:R.o — R vermoge

1
JP(R) = R*(u* — %) + @(02 — 5%) = Fr(p) — Fr(q)-
Diese Funktion ist also stetig. Ferner hat fI' fiir p # +q hochstens eine
Nullstelle.
Es gilt:
Loy

0= féJ(R) — R2(u2 —’1“2) 4 ﬁ(” _82) o R4(u2 —’1“2) — 82 —U2.

e Dabei ist u* = r* & (ax + fy)* = (aw + §2)* mit 2,y,w,z € Z, d.h.
u? =1r? & t(az + fy) = aw + Bz & a(tr — w) = 3(z F y). Da nun
§ irrational ist, ist also u? = r? nur moglich, wenn z = w und y = z,
bzw. r = —w und y = —z sind. Dies widerspricht aber der Annahme,

da p # +q ist.
e Ebenso unmoéglich ist auch, dafl s? = v? ist.

82 —'U2

Daher schreibt sich obige Nullstellenbedingung als R* = 2573, die hochstens
eine positive reelle Losung fiir R hat.

Somit ist nach dem Zwischenwertsatz {R > 0; fP(R) < 0} ein in R
abgeschlossenes Intervall, und auflerdem gilt:

Fr(p) < Frlq) & f7(R) < 0.
Somit gilt fiir ein p € I'*:

M, ={R>0; Crp=Fr(p)}={R>0; YgeT™: Fa(p) < Fr(q)}
= {R>0; YgeT*: f’(R) <0} = [{R>0; f’(R) <0},

qgel*

d.h. M, ist ein in R., abgeschlossenes Intervall.
Ferner ist, falls M, # ), die Menge M, ein Intervall endlicher Lange mit
positiven Intervallgrenzen.
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e Denn ist M, nicht endlich, so existiert ein R’ > 0 so, daB fiir alle R > R’
gilt:

1 4
R*u® + ﬁvQ = Fr(p) =Cr < \/;

wobei p = (u,v) € I'* ist, was aber wegen

1
R2u2+ﬁv2>R2u2@>>R—>oo>oo, da u # 0,

nicht sein kann.

o Ist M, = (0, R'], so gilt fiir alle 0 < R < R"

1 4
2.2 2 _ _
Ru +R21} —FR(p)—CRg g,
wobei p = (u,v) € I'* ist, was aber wegen
R+~ > 2 2@ >>R—0> da v #0
U+ st 2 v 0o, da v ,

nicht sein kann.

Fiir Gitterpunkte p,p’ € I'* mit p # £p’ ist weiter |M, N M,y| < 1. Denn
sonst ist I := M,NM, ein in R abgeschlossenes Intervall positiver Lange, also
ist fiir alle ¢ € I'*: f2(I) < 0 und f#'(I) < 0, insbesondere also fo(I) < 0und
fgjl < 0. Da nun flf/ = —ff;,, ist demnach f;’,([) =0, d.h. f;f, hat unendlich
viele positive Nullstellen, was nach obigem aber nur fiir p = £p’ moglich ist.

Es gilt nun:

Roo= | M,
pel*
Denn »D« ist klar nach Definition der M,, und »>C«: Sei R > 0, dann gibt
es wegen (1.38) ein p € I'* mit Cr = Fr(p), d.h. es gilt R € M,

Nun liegen in jedem Intervall J = [o, 7] mit 0,7 € R5o nur endlich viele
der Intervalle M, mit p € I' und |M,| > 1.

Denn sonst gibt es unendlich viele solche Intervalle M, mit o < M, < 7
zu unendlich vielen Gitterpunkten p € I'*.

Fiir ein jedes solches p gilt dann VR € M, : Fr(p) = Cg, d.h. p € EgrNT,
wobei

1
ER = {(u,v) € R* R*u*+ ﬁvQ = Fp(u,v) = C’R}
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eine Ellipse mit den Halbachsen %\/ Cr und R+/Cp ist. Da Cr < \/g ist,
liegt diese Ellipse ganz im Rechteck

1,/4 4
W= R%; <—<ﬁ < \ﬁ
{(u,v)e lul <5 STy g0

also ErNT" C W NT, d.h. es gibt unendlich viele Gitterpunkte p im be-
schriankten Gebiet W, Widerspruch.

Sei nun P := {p € I'*; |M,| > 1, und p € I'}. Damit ist wegen M, =
M_, und obigem gewéhrleistet, dafl nur ein p € P dieses Intervall M, dar-
stellt. Dann ist

R.o = M,.
peEP

>2D<: Nach Definition von M,. >C<: Sei R > 0 mit R € M, und p € T.
Weiter sei M, = {R}, sonst ist p € P, und man ist fertig. Weiter sei R €
J = [o,7] mit ¢ # R # 7. In J liegen insbesondere also nur endlich viele
einpunktige Intervalle M,y # M, etwa M,,,..., M, . Sei

e:=min{ls; — R|; i€ {1,...,m}},

wobei {s;} = M, firi € {1,...,m} sei, es ist also ¢ > 0.

Daher liegt jedes R + £ fiir n > 2 in einem Intervall M, mit [M,| > 1.
Ab einem ng > 2 liegen die Punkte R+ % mit n > ng dann alle indemselben
Intervall M, mit |M,| > 1, da ja nur endlich viele Intervalle M, ganz in J
liegen. Dann aber ist auch R € M,, da M, abgeschlossen ist.

Sei nun M := {M,; p € P}. Dann ist vermoge
M,<M, & M,< M, oder M, = M,
eine Ordnung auf M definiert.

Fiir ein p € P sei nun N (p) dasjenige ¢ € P mit M,<M, und so, daf | M,N
M,| = 1. Dabei existiert ¢ eindeutig, da die Intervalle M, fiir p’ € P nach
obigen R+ ausschopfen, in jedem Intervall mit positiven Intervallgrenzen nur
endlich viele der M, liegen konnen, und da sich je zwei in hochstens einem
Punkt schneiden. Entsprechend sei N~!(p) dasjenige eindeutige ¢ € P mit
M, < M, und so, daB |M, N M,| = 1. Weiter sei N°(p) := p.

Dies liefert eine bijektive »Nachfolgerfunktion< N : P — P mit Inverser
N—1:P — P. Weiter sei fiir m > 0 noch N~ := (N~1)" definiert.
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Fiir diese Abbildung gilt nun somit:

Es gibt fiir p,q € P genau ein m € Z mit N"(p) = ¢. Denn sei J ein
Intervall mit positiven Intervallgrenzen, das M, und M, ganz enthilt, wobei
ohne Einschrénkung p, ¢ € P mit M,<M, seien. Darin liegen also nur endlich
viele Intervalle M, mit p’ € P, etwa M, ,..., M, , seien alle Intervalle
zwischen M, und M, mit p; € P, d.h. M, < M,, < M, firi e {1,...,m—1}.
Dann aber ist N™(p) = ¢, und dies kann nur fur dieses eine m > 1 gelten.
Analog geht diese Uberlegung mit M, <aM,.

Jetzt definiere man die Funktion

fM—=Z
M, —m mit N™(py) = p.

Dies ist eine ordnungstreue Bijektion. Denn:

o f ist injektiv: Ist f(M,) = m = f(M,), so ist p = N"(py) = q, also
M, = M,.

o f ist surjektiv: Fiir m € Z setze man p := N™(py), dann ist
f(Mp) =m.

e f ist ordnungstreu: Sei M, < M,, dabei sei nun ohne Einschrénkung
M, < M,. Sei weiter r := f(M,), s = f(M,). Dann sei m > 0 mit
N™(p) = q. Daraus folgt, dal N (N"(po)) = N*(po), also ist m+r = s,
dh.r—s=—-—m <0, alsor <s.

Sei nun R, fiir n € Z die linke Intervallgrenze von M, mit p = N™(py), d.h.
n = f(M,). Dann ist also M, = [R,, R,1] aufgrund obiger Bijektion, und

Roo = | J M, =] [Ra, Rusal-
peEP neZ

Dabei ist fir alle R € [R,, Roi1] : Cr = Fr(p) = Qr(a™, y"), wobei hier
p = N"(pp), und wo p = (ax™ + By™, va™ + dy™) mit ™ > 0 sei. Es gilt also
Teil (a).

Ist R < R, oder R > R, .1, so ist R ¢ M, mit p = N"(pp), d.h. also
Cr # Fr(p) = Qr(z",y"), wo ebenso p = (ax™+Ly™, ya"+dy™) sei, aufgrund
der Definition von M,. Es gilt demnach auch (b). O

(1.43) Lemma: Sei A > 1 und T : Z — R eine streng monoton wachsende
Funktion mit T(n)@ >> n — —oo > 0 und T(n)Q >> n — 400 > oo.
Dann existiert eine Kette (ny)ez mit ngiq > ng Sowie

Vk €Z: AT(ng) < T(ngy1) < A*T(ng +1). (1.44)
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Bemerkung: Die beiden Ungleichungen (1.44) lassen sich auch durch

1 1

ersetzen, ohne die Aussage der Behauptung zu verdndern.

Beweis: Denn wendet man das Lemma in der Form (1.44) an auf die

Funktion U(m) := ﬁ, die obige Voraussetzungen erfiillt, so gibt es eine

Kette (my)iez, streng monoton wachsend, mit
1 1

1
A < A
T(=my) = T(=mu1) T(=m —1)

Setzt man nun —n_j := my, fiir k € Z (es ist dann auch (—n_g)rez streng
monoton wachsend), so ist

1 1 1
A < <A
T(n_k) T(n_k._l) T(Tb_k — 1)
d.h. ) )
ET(n,k — 1) < T(n,k,l) < ZT(n,k)

Ersetzt man hier nun —k durch k£ + 1 € Z, so hat man (1.45).
Ebenso kommt man von (1.45) wieder zuriick zu den Ungleichungen
(1.44). O

Nun wird der Beweis fiir (1.43) in der Form (1.44) gefiihrt:

e Fall 1: SeiVn € Z : T(n+ 1) < AT (n).

Sei ng € Z beliebig, und definiere dazu nq,ng, ng, ... rekursiv vermoge
der Bedingung

VE>0: T(ng—1) < AT(ng) < T(ngsr)-

Denn dies ist moglich wegen T'(n + 1) > T'(n) fiir alle n € Z und
T(n)Q >> n — oo > oo: Fir ein ny € Z seil ngy € Z dasjenige
eindeutig bestimmte m € Z mit T'(m — 1) < AT (ng) < T'(m).

Da nun A > 1, ist dann nyyq > ng fir £ > 0, und AT (ng) < T'(ng11),
die erste Ungleichung von (1.44). Ferner ist auch in diesem Fall 1:

T(n;H_l) < AT(’/L]C_H — 1) < AQT(nk) < A2T(nk + 1),
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die zweite Ungleichung von (1.44).

Nun definiere man noch n_y,n_5,n_3,... rekursiv vermoge der Bedin-
gung

1

(Ahnlich wie oben, da T'(n)@ >> n — —oo > 0.) Dann ist ng,; > n
fiir £ < —1, und es gilt

AT (ng) < T(npy1) < AT (ng + 1) < A2T(ny, + 1),
da A>1.
Fall 2: Sei T(n+ 1) > AT(n) fiir gewisse n € Z, die nach oben be-

schrankt sind.

Sei ng € Z groBer als die grofite dieser Zahlen n € Z, so dafi Vn >
no: T(n+1) < AT(n). Dann 1a8t sich auch hier der Beweis von Fall 1
fithren, da dort diese Ungleichung lediglich fiir n = ng,1 —1 = ng = ng
mit £ > 0 angewandt wurde.

Fall 3: Ansonsten sei (g,).eny eine streng monoton wachsende Folge

ganzer Zahlen mit T'(g, + 1) > AT (g,) fiir alle r € N.

Deﬁmere nun n? ") n") . vermoge nl” = g,, und fiir k < —

werde nk deﬁmert vermoge
r 1 r r

man vergleiche dazu den Fall 1. Sei ferner A7) {ng), n" %, n” %, o }
Dann ist also

AT (n{) < T (n{),) < 42T (nf) + 1) (1.46)

fiir je zwei aufeinanderfolgende n,(f) aus N,

Nun ist N C N+,
Denn man definiere nun ein £ € Z, k < —1, vermoge

+1 +1
A <<l

(Dies ist moglich wegen n(() T = gri1 > g, fiir alle r € N, da hier

<n,:+1 ) eine streng monoton wachsende Kette ist. Insbesondere ist
keZ
k

//\
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Dann ist %T (n,(;:’ll)) <T <n,(f+1) + 1). Ferner ist aber

T (n}) = Tor +1) > AT(g,);

(T+1) (r+1

also ist T'(g,) < T (n ) Somit ist g, < , und daher so-

gar g, = n,(:H Und so ist g, € N*tD_ und deswegen sind auch die

n") n) ") ... € N+ aufgrund deren Konstruktion.

Man definiere nun (ng)ez als Kette ganzer Zahlen vermoge

(Nk)kez = UN(T

reN

Dann sind zwei aufeinanderfolgende Glieder nj; und ng,; auch in einem
N aufeinanderfolgend fiir ein hinreichend grofies » € N. Und fiir diese
gilt ja (1.46), und das ist die Behauptung. [

Damit sind nun alle fiir das Hauptlemma bendétigten Hilfsmittel bereit-
gestellt.

1.3.3.B Der eigentliche Beweis des Hauptlemmas

Sei nun also

Flz,y) = Vd(az + By)(yx + dy),

WO 3’ 1+ € R\Q und ad — By = 1. Zum Parameter R > 0 betrachte man dann

Qr(z,y) == R*(ax + By)* + — (va + 6y)*.

=

Nach Lemma (1.42) ist Qg positiv definit von der Determinante 1 fiir jedes
R > 0, und man bekommt eine Zerlegung

IR>O = U [Rna RnJrl]

neL

von R in abgeschlossene Intervalle, in denen die Form Qg stets in ein und
demselben Punkt ihr Minimum fiir (z,y) € Z*\0 annimmt.

Fiir n € Z sei (2", y") (in der dortigen Notation) dieser Punkt, und man
setze nun

a, = ax" + Py
und 7y, = yz" + oy".
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Die so definierten Ketten (a,)nez und (7,)nez werden zur Definition einer
reguldren Kette im Sinne des Hauptlemmas zu Hilfe genommen. Zunéchst
einmal gilt:

Vn€Z: |oapi| < o] und |yni1] > |7al- (1.47)

Denn wegen Lemma (1.42), Teil (c), ist ja

QRn+1 (xn7 yn> = QRn+1 (anrl’ yn+1>’

also )
Ry 0p + =% = Ro 0 + 5T
+1 R’,2"L+1 +1 +1 R121+1 +1
woraus die Gleichung
%214-1 - %21 = Ri+1(a121 - 04721+1) (1.48)

folgt, fiir alle n € Z. Weiter gilt wegen Lemma (1.42), Teil (b), daf8

Qr,.. (@ y") < Qg ("2, 4",

also .
R721+104721+1 + Rg—%%ﬂ < Rr21+104721+2 + RQ—VEH-Q,
n+1 n—+1
und daher ist mit (1.48) dann
2 2 1 2 2
Oy — Opi9 < R4—(ryn+2 - rYn)
n+1
1
= R4—+1(v5+2 — Y+ — )
1
= R4—(sz+2(04721+1 - 04121+2) + Ri+1(04121 - 047214-1))
n+1
Ryyo ! 2 2 2 2 .
= R 1 (an—l—l - Qn+2) + (an - Qn+1)? also ist

R 4
0< <Rn+2) (a2, —al o)+ (a2 —aby)
n+1

R 4

2 2 n—+2

= (0l —aby,) - —1

( n+1 n2) ((Rn 1) )7

wobei die letzte Klammer im letzten Term > 0 ist, und somit ist nun also
aZ > al,, dh firallen € Zist |a,41] < |ay|. Die Gleichung (1.48) ergibt
weiter auch, daB |y,11| > |7,| ist fiir alle n € Z. Und somit hat man gerade
die beiden zu zeigenden Ungleichungen (1.47).
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Da nun Lemma (1.41) auf die Form Q) g anwendbar ist, gilt fiir alle n € Z:

_ _ n 4
QRn(xn 17yn 1) = QRn(xnvy ) < \/;7
also
2 2 L 9o o, 1 5 4
RnOén—l + R_%ﬂyn—l = Rnan + R_%Vn < g, (149)
und somit

/ 1 1 1 1
|an7n| = R%a%ﬁ%% < 5 (Riai + ﬁ’ﬁl) < ﬁ <1, (1.50)

fiir alle n € Z. Nun ist

ApYn—1 — Cn—-17n
= (az" + By") (ya"~ 4+ 0y" ) — ("t + By ) (2" + 0y")
— (I_nyn—l . ynxn—l)(a(S o 5'7) — xnyn—l . ynxn—l c Z\O,

. n—1
da man sonst fiir £, = £, also 2" = ax

n n—1
y" y
dann

und y" = ay" ! mit a € Ny,

Qr, (2" " y" 1) - a® = Qp, (2", y")

hétte. (Man beachte dabei: Es ist ™ > 0 fiir alle n € Z, man vergleiche dazu
auch den Beweis von (1.42).)

Also ist

’Oénﬁ)/nfly + ’Oénflﬂyn’ 2 ‘anﬁ)/nfl - Oénflﬁ)/n’ 2 1.

Wegen (1.47) folgt daraus |a,—17,| > 3, und daraus mit (1.49) dann

11 1.,/31
| 252 o/ und
ol 2507 Vg, ™
11 1./3
n>_ 2_ _Ru
wlz e o122y

also gilt

sy VAR Slanl < i
’ 1
2
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Nun setze man fiir n € Z weiter p,, := 2" und r, := y". Damit ist dann

Q= ppa+ 1,8
und v, = puy + 0.

Da p, und r, teilerfremd sind (man vergleiche dazu den Anfang des Beweises
von (1.40)), so gibt es dazu gy, s, € Z mit p,s, — ¢,r, = 1.

- . . . . T
Dies liefert eine ganzzahlige unimodulare Transformation < " ”) ver-
s
n n

moge (1.27): Mit

B = gnoe + 5,0
und 9, = gy + Spd

ist dann die Form
Fo(z,y) = \/a(oznx + 6ny) (Yn + 0ny)

somit aquivalent zu F fiir jedes n € Z, und daher auch brauchbar. Aus dieser
Kette (F),)nez zu F dquivalenter Formen wihle man nun nur noch eine gemafl
(1.29) regulére Teilkette aus:

Wegen (1.50) ist die dritte Ungleichung »|ay,v,| < ¥ < 1< von (1.29) mit
V= % < 1 automatisch erfiillt.

Zu zeigen ist noch die Existenz von (ng)kez mit ng < nyyq fir alle k € Z
so, daB fiir ein C' > 1 und B = B(C) > 0 gilt:

1
’&nk+1’ < E’an’>
’Pynk+l’ 2 C”')/nk" und
|y Vg, | < B

Im Zusammenhang mit (1.51) geniigt es weiter, die Existenz einer streng
monoton steigenden Kette (ng)gez zu zeigen, die mit R(m) := R,, und mit
A’ := A* fiir beliebiges A > 1 erfiillt:

R(ngy1) = AR(ny),
Rlns +1) > AR(n + 1), und
R(nk+1) < A/R(nk -+ 1),

fiir alle k € Z.
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Denn setzt man, wenn dies bewiesen ist, C' > 1 so, dal A = 2\/§O > 1,
so ist nach (1.51) dann

1,/3 1,/3
a2 24200 > S am > L2 ag S =

4 41
|O‘"k+1‘ < \ ng (nkJrl + 1) </j—R (nk + 1)

<2t = Lo,

4
’Oénkﬁynkﬂ‘ < \/;R 1(nk + 1)R(nk+1)
4

4
< \/;Rl(nk+1)A/R(nk+1) = A/ g,

_ ,4%_2</§_ A\ o (A, (A e
B._\/Z\/;_A = (3)0 (3) _y4 (3) c

ist dann obiges erfiillt.

und
d.h. mit

Um nun dies zu zeigen, wendet man das Lemma (1.43) in der Form (1.44)
an auf die Funktion T'(m) := R(m) fiir m € Z, und man erhélt so eine Kette
(m;)jez ganzer Zahlen mit m;; > m; fiir alle j € Z, und mit

AR(mJ) < R(mj+1) < AQR(mj + 1)

fiir ein A > 1 beliebig. Man definiere nun Ketten (S(j));jez und (S1(j));jez
vermoge S(j) == R(m;) und S1(j) := R(m; + 1), dann ist also

AS(5) < S+ 1) < A%25.(j).

Anwenden des Lemmas (1.43) in der Form (1.45) liefert dann noch eine Kette
(Jk)kez ganzer Zahlen mit jiyq > ji fiir alle & € Z. Nun ist

S(jre1) = S0k +1) = AS(jr)
und Sy (Jp+1) = AS1(Jr),
<

sowie S( ) AQSl(j]H_l — ].) < A451(jk)
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Setzt man nun ny; = m,, fiir k¥ € Z, dann ist ndmlich R(ng) = S(jx),
R(ng + 1) = S1(jx), und mit A" := A* ist wie gewiinscht fiir alle k € Z also

R(ngy1) = S(Jrs1) = AS(jr) = AR(ng),
R(ngs1 + 1) = S1(Jrt1) = AS1(Jk) = AR(ny, + 1), und
R(nk+1) = S(jk_H) < A451(jk) = A'R(nk + 1).

Damit ist dann das Hauptlemma und alles andere bewiesen. [ [

1.4 Ergebnisse

Der umfangreiche Beweis des Satzes von DAVENPORT macht deutlich, wie
schwierig die Frage nach euklidischen reellquadratischen Koérpern tatséchlich
ist. Doch mit diesem Satz wurde viel erreicht: Es ist moglich, eine Konstante
k > 0 zu bestimmen, so dafl Q(y/m) fiir alle m > k™% nicht euklidisch ist.
In seiner ersten Arbeit [7] fand DAVENPORT selbst den Wert x* = . Mit
anderen Mitteln bewies CASSELS in [3] den Satz von DAVENPORT erneut und
verbesserte die Konstante k zu k? = 5% Um eine Liste der euklidischen reell-
quadratischen Zahlkorper zu erstellen, war daher nur noch die Untersuchung
der Q(v/m) mit 1 < m < 51% = 2601 erforderlich. Dazu sei hier lediglich
folgendes Teilresultat bewiesen: (Nach dem Buch [10] von G.H. HARDY und

E.M. WRIGHT.)

(1.52) Satz: Q(/m) ist euklidisch fir
m € {2,3,5,6,7,13,17, 21, 29}

Beweis: Fiir ( € Q(v/m), etwa ( = r + sy/m mit r,s € Q, und fiir
v € Q(yvm)NA, etwa
Y =x+yy/m, wo x,y € Z, falls m =2,3 (mod 4),
V=a+3(1+m)y, wo z,y€Z, falls m=1 (mod4),
ist
|(r—x)% —m(s —y)?|, falls m=2,3 (mod 4),
IN(C—9)| = 1,12 1,72 _
|(r — 2 —3y)? —m(s —5y)*, falls m=1 (mod4),

wie schon im Beweis zu Satz (1.2) zu sehen war. Schreibt man nun A := 0,

n :=m fir m = 2,3 (mod 4), sowie X := 1, n := +m fir m =1 (mod 4),

und 2s statt s fiir m =1 (mod 4), so 148t sich dies auch kurz schreiben als

IN(C =) = |(r — 2 = Ay)* = n(s —y)’|.
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Angenommen, Q(y/m) sei nicht euklidisch. Dann ist

[(r—z = Xy)? —n(s —y)?| > 1 (1.53)

fiir gewisse r, s € Q und alle x,y € Z.

Dabei darf man 0 < s und 0 < s < £ annchmen.

e Falls m = 2,3 (mod 4), ist |(r — x)% — m(s — y)?| die linke Seite von
(1.53). Diese dndert sich nicht, wenn man r, x, s,y durch e;r + u, ez +
u, €98 + v, €9y + v ersetzt, wobei u,v € Z, £1,e9 € {£1}. Dabei lassen
sich €1, €9, u, v so wihlen, dafl

0<egr+u< und

O<€28+U<

N — | —

sind.

e Falls m =1 (mod 4), ist |(r — 2 — 3y)? — 3m(s — y))?| die linke Seite
von (1.53). Diese éndert sich nicht, wenn man r, x, s,y durch

(1) er+u, ez+u, es, 1y,

(2.) r T — 0, s+ 2v, y+ 2w,

(3.) r x+y, — s, —y, oder
1

(4) §_T7 -, ]-_87 1_y

ersetzt, wobei u,v € Z und &; € {£1}. Mittels (1.) erreicht man 0 <

r < 3, und mittels (2.) erreicht man dann —1 < s < 1, und falls notig,

liefert (3.) dann 0 < 2 < 1. Falls nun 5 < o < 1 ist, hefert (4.) weiter
1

0 < s < 3, was ja erlaubt ist wegen 0 < 3 —r < 3.

Daher gibt es nun r, s € Q so, dal immer eine der beiden Ungleichungen
(fiir alle z,y € Z)

[P(z,y)] (r—2—Xy)*>1+n(s—y)?
[N(z,y)] n(s—y) =1+ —z—Ay)’
giiltig ist. Insbesondere sind
[P(0,0) L+ns®, [N(0,0) s 2

2> ] 21+
[P(1,0)] (1— )2>1+n§,[NOJm ns® =1+ (1—r)?
[P(—=1,0)] (1472 >1+ns’ [N(=1,0)] ns*>1+(
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Mindestens eine dieser Ungleichungen eines jeden Paares ist fiir gewisse r, s €
Q mit 0 < r, s < § richtig. Fiir r = 0 = s sind jedoch [P(0,0)] und [N(0,0)]
falsch und dies daher ausgeschlossen. Da nun 0 < 7,5 < £ und (r, s) # (0,0),
sind [P(0,0)] und [P(1,0)] falsch, also [N(0,0)] und [N(1,0)] richtig.

Wiére nun [P(—1,0)] richtig, so wiirden [N(1,0)] und [P(—1,0)] liefern,
daBB (1+7)2 > 1+ns?>>2+(1—r)?% also 4r > 2 sei. Wegen 0 < r < % wire
daher 7 = 1, also ns® = 2. Dies ist aber unméglich:

Sei etwa, s = g mit p, g € Z teilerfremd, wo ¢ # 0.

e Fiir m = 2,3 (mod 4) ist dann m = n und 4mp* = 542, also p?|5, d.h.
p = 1, und ¢*[4m. Da nun aber m quadratfrei und 0 < s < 1, ist

29
g=2, s= % und m =5 =1 (mod 4), Widerspruch.

e Fiir m =1 (mod 4) ist dann m = 4n und mp? = 5¢*, so dal p =

1, ¢ =1, und s =1 folgt, im Widerspruch zu 0 < s < %

Also ist [P(—1,0)] falsch und somit [N(—1,0)] richtig. Das ergibt
ns® =14+ (1+7r)*>2,

undmit0<3<%istdannn>8.
In allen Fillen, in denen n < 8 ist, ist dann aber Q(y/m) euklidisch, also
fiir

m € {2,3,5,6,7,13,17,21,29}. O

Mit der Arbeit [4] von H. CHATLAND und anderen, etwa der Arbeit [5]
von H. CHATLAND und H. DAVENPORT, war dann nach 1950 schon bald die
vollsténdige Liste aller euklidischer reellquadratischer Zahlkorper bekannt:

(1.54) Satz: Q(y/m) mit m > 1 quadratfrei ist euklidisch genau fir

m € {2,3,5,6,7,13,17,21,29,33,37,41,57, 73}.

Insbesondere sind diese reellquadratischen Zahlkorper auch faktoriell. Es
gibt aber noch viel mehr faktorielle reellquadratische Zahlkorper, und man
weifl bis heute nicht, ob es iiberhaupt endlich oder unendlich viele solcher
Zahlkorper gibt. Ein Losungsansatz zu diesem noch viel schwierigeren Pro-
blem ist ldngst noch nicht in Sicht. In diesem Zusammenhang sei hier lediglich
das folgende Beispiel genannt:

(1.55) Satz: Q(\/14) ist nicht euklidisch, aber faktoriell.
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Beweis:

Der Zahlring von Q(v/14) ist Z[v/14]. Wihlt man nun im Zahlkérper ¢ als
¢ :=1(1+V14) € Q(V14), so ist fiir alle ¥ € Z[v/14] dann [N(¢ — )| > 1.

Denn schreibt man ¢ — ¢ = 3(a + bv/14) mit ungeraden a,b € Z, so
ist N(¢ —v) = ;(a* — 14b*). Modulo 56 = 7 - 8 sind aber 1,9,25,49 alle
Quadrate u? mit u ungerade, und daher ist a® — 14b* stets kongruent zu
—21,—13, =5 oder 11 modulo 56, wie man durch Betrachten der ungeraden
Quadrate modulo 7 und modulo 8 sieht. Aber dann ist nur |[N({ — 9)| =
|4 (a® — 14b%)| > 1 mdglich.

Also ist Q(v/14) nicht euklidisch, dafiir aber faktoriell:

Aus der Zahlentheorie ist bekannt, daf jede Klassengruppe der Idealklas-
sengruppe ein ganzes Ideal mit Norm < A enthélt, wo hier

4\? 2!
=55
™ 22
ist. Nun ist jedes Ideal mit Norm < 4 Produkt von Primidealen iiber 2 oder
3. Es ist dabei

disc <Q (M))’ =14 <4

Z[V14] -2 = (2,V14 — 14)? = (2,V/14)%,
wo (2,v/14) = (4 + v/14) ein primes Hauptideal ist, da »D< klar ist und
N(4++V14) =16 — 14 =2 = N(2,V/14)

gilt. Weiter ist Z[v/14] - 3 prim, also insbesondere auch ein Hauptideal.
Daher ist die Klassenzahl von Q(\/ﬂ) gleich 1, also ist der Zahlkorper
faktoriell. [






Kapitel 2

Der Satz von Lenstra iiber
euklidische Zahlkorper

In diesem Kapitel wird eine Methode von H.W. LENSTRA der Arbeit [14]
aus dem Jahre 1977 beschrieben, die eine hinreichende Bedingung fiir einen
euklidischen Zahlkorper liefert. Dieser Satz von H.W. LENSTRA wird in
diesem letzten Kapitel behandelt. Damit konnte ein Grofiteil der heute iiber
600 bekannten (allgemeinen) euklidischen Zahlkérper bestimmt werden.

2.1 Hilfsmittel aus der Theorie der
Packungen

Um den Satz von H.W. LENSTRA iiber euklidische Zahlkorper verstehen zu
konnen, sind zunéchst einige Begriffe und Sétze aus der Theorie der Packun-
gen notig. Thnen widmet sich im folgenden dieser Abschnitt.

(2.1) Definition: Sei (a;);en eine Folge von Punkten im R"™, wobei n > 2
ist, und sei U C R™ beschrdnkt mit u(U) > 0, wobei pu das Lebesquemafl im
R™ bezeichne.

Dann heifit U := {U + a;; © € N} ein System von U, und

1 1
C::{xER"; Vj6{17...7n}:6j_§8<xj<Cj+§$}

heifit Wiirfel um ¢ = (cq,...,c,) € R™ mit Kantenlinge s(C) = s > 0. Im
folgenden seien Wiirfel stets achsenparallel in diesem Sinne, und s(U) sei
die Kantenlinge irgendeines festen Wiirfels, der U enthdlt.
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Man setzt nun fir einen Wiirfel C

pU,C) = L n(U + a;)

M(C) (U+a;) NC#D

sowie
p(U) := lim sup p(U,C).
S0 5(C) s
p(U) heifSt obere Systemdichte von U.
FEin System U von U heifit eine U-Packung, falls fir alle i,57 € N mat

(2.2) Lemma: Fir eine U-Packung U gilt p(U) < 1.

Beweis: Sei C ein fester Wiirfel mit U C (. Weiter sei C' irgendein
Wiirfel, und C” ein Wiirfel, der mit C konzentrisch liegt und die Kantenlénge
s(C") = s(C) + 25(Cp) hat. Dann liegen die U + a;, fiir die (U +a;) NC # )
gilt, in C".

Da die U + a; paarweise disjunkt sind, folgt

> U+ a;) < (s(C) +25(Co))",
(U+a; )NC#D

pU,C) < (1 + 22(((’;3)) ) y

also ist

und somit

. S(Co))n
U)< 1 1+2 =10
p( ) s(Cl)Qoo( S(O)

(2.3) Definition:
6(U) = sup p(U)

U U-Packung

heifst Packungsdichte von U.

Es gilt, daB8 §(U) < 1 ist nach (3.2).
(2.4) Definition: Sind vy, ..., v, € R" linear unabhingig, so heifst
I={wv + - +upon; ug,...,u, € Z}

ein (volles) Gitter im R"™. Man schreibt dann auch Zvy + - - - + Zuv,, fir T.




2.1. HILFSMITTEL AUS DER THEORIE DER PACKUNGEN 45

Der Fundamentalbereich von I ist

Fr={zeR" x=tivy+- +t,v, mit 0<1y,...,t, <1 reell}.

Weiter bezeichnen nun im folgenden ey, ... ,e, € R" die Standardbasisele-
mente des R™.

(2.5) Satz: Sei U C R™ beschrankt mit p(U) > 0, T eine nichtsinguldre
affine Transformation des R™, und weiter ai,...,an € R", sowie (b;)ien
eine Aufzihlung der Elemente des (vollen) Gitters I' := Zsey + - - - + Zsep,
mit s > 0. Man betrachte dazu das System

U:={U+a;+b;; ie{l,...,N}, jeN}
von U, sowie
TU :={T(U +a;+0bj); ie{l,...,N}, jeN}

Dann ist

o(TU) = pl) = 1Y)

u(e)’
wo C = Fr, und somit u(C) = s" ist.
Beweis:
Fiir den Beweis benotigt man zusétzlich noch den Begriff der unteren
Systemdichte eines Systems V = {V +¢;; i € N} von V C R" mit p(V') > 0:
Es sei fiir einen Wiirfel D

1
'(V,D) = —— g V+¢),

sowie
/ =1 inf o' (V, D).
pV) Jim inf o (V,D)
Klar ist natiirlich, dal p'(V) < p(V) gilt.

Seien nun die U + a; ohne Einschrinkung so, daf§ (U + a;) N C' # ( fiir
i€{l,..., N} ist. Dies ist erreichbar, da U/ =U + b; fiir alle j € N gilt, und
da I' ein Gitter mit C' als Fundamentalbereich ist.

Da T eine affine Transformation des R™ ist, ist

TUZ{TU—FT(CLZ—FZ)])—TO, iE{l,...,N}, jGN},

wobei 0 € R™ der Ursprung des R" bezeichne.
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Sei G ein Wiirfel der Kantenlénge s(G) > 2s(T'C') + 2s(TU), ebenso G’
und G”, konzentrisch mit G und

s(G') = s(G) — 2s(TU),
sowie s(G") = s(G) —2s(TU) — 2s(TC).
Nun gilt, dafl die T'(C'+b;) fiir j € N den R" iiberdecken, d.h. jeder Punkt

von G” liegt in einem T(C + b;) C G’. Uberdecken die T(C + b;) C G
ohne Einschrankung fiir j € {1,..., M} den Wiirfel G”, so folgt:

Z w(T(C+b,)) = p(G") = (s(G) — 25(TU) — 25(TC))".

(2.6)
Wegen (U +a;) NC # 0 fiir i € {1,..., N} hat fiir j € {1,..., M} also
T(U + a; + b;) mit G’ stets mindestens einen Punkt gemeinsam. Somit
ist T(U+a;+b;)) CGfirie{l,...,N}und j € {1,..., M}. Also gilt

p(1U)
u(G)

P(TU,G) > —GZZ” T(U +a; +b;)) = NM

=1 j=1

Mit (2.6) folgt daraus:

W(TC) SG)  s(@)
pU) (, 2s(TC)  2s(TU)\"
e (1 SG)  s(G) ) ’

folglich ist

, w(U)
TU) = lim inf TU,G N—ZL.
JTU) = lim int J(TU.G) > N

Sei nun G ein Wiirfel, und G’ bzw. G” mit G konzentrische Wiirfel der
Kantenlédngen
s(G") = s(G) +2s(TU)
und s(G") = s(G) + 2s(TU) + 2s(TC).
Sei weiter {1,..., M} die Menge der j, fiir die es ein ¢ € {1,..., N} gibt

mit T(U + a; + b;) N G # 0, also liegen alle diese T'(U + a; + b;) in G,
und somit ist T'(C' +b;) C G” fiir j € {1,..., M}. Dies zeigt

Zu (C+b;)) < u(G"),
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da die T'(C + b;) paarweise disjunkt sind, und daher folgt

o(TU, G) = ﬁ 2; ; W(T(U + a; + ;) = NMM/E(TGU))

p(TU) w(G") _ ul) 2s(TC)  2s(TU)\"
<V e~ ae e )
also ist
o n(U)
p(TU) = shjgo S(sGu)gs p(TU,G) < Nm.

(3) Wegen p/(TU) < p(TU) folgt aus (1) und (2) somit:

o (TU) = N% — p(TU),

und dies gilt insbesondere fiir T' = tdgn. [

(2.7) Satz: Sei U C R"™ beschrinkt mit (U) > 0, sowie I := Zg,+- - -+ Zgy,
ein (volles) Gitter im R"™, und ferner seien ay,...,ay € R" sowie

L{::{U—i-aﬁ—bj; ie{l,...,N}, jEN},

wobei (b;)jen eine Aufzihlung des Gitters I' sei. Dann ist

)
U)=N
) =N
wobei volI' = |det(g1, ..., gn)| das Volumen des Fundamentalbereichs von I’

sei.
Beweis: Sei L die nichtsingulére lineare Transformation des R™ definiert
durch L(e;) := g; fur i € {1,...,n}, und sei C' der Wiirfel

C:={reR™ 0<z<1firie{l,... n}}

wo hier (b});en eine Aufzéhlung des Gitters Ze; + - - - + Ze,, sei. Dann ist also
(Lb})jen € T Seien nun aj := L™ "q; fiir i € {1,..., N}. Somit ist

{L(L7'U +a;+0)); ie{l,....N}, jeN}=U.
Satz (2.5), auf L™'U und L angewendet liefert dann, daf

(L70) _ ) nll)

"
pU) =N 1(0) W(ILCO) ~  voIT
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(2.8) Definition: Sei S ein regulires n-Simplex im R™ mit Seitenlinge 2,
und bezeichnet B(e, 1) die Kugel {x € R"; |z —¢l|l2 < 1} in der 2-Norm um
e € R™ vom Radius 1, so sei

T::Sﬂ< U 3(5,1)> C R",

e Ecke von S

—

sowie o, = Z((—g > 0.

~

Es gilt der folgende tiefliegende Satz {iber die Packungsdichte einer Kugel
(man vergleiche dazu auch das Buch [21] von C.A. ROGERS):

(2.9) Satz: Ist K eine Kugel (beziglich der 2-Norm) im R", so gilt die
Ungleichung 0(K) < oy,.

(2.10) Bemerkung: Lediglich fiir n = 2 ist die Gleichheit in (2.9) be-
kannt. Fiir Dimensionen n > 3 bleibt die Bestimmung der exakten Kugel-
packungsdichte ein bis heute ungelostes Problem.

2.2 FEuklidische Zahlkorper nach
H.W. Lenstra

Sei K ein algebraischer Zahlkérper vom endlichen Grad n iiber Q und Dis-
kriminante A. Ist r die Anzahl der reellen Einbettungen von K in C, und 2s
die der imaginéren, so ist

Kp:=K®gR2R xC°

als R-Algebrenisomorphie.

Identifiziert man C mit R? vermoge der Abbildung a+ bi — (a+b,a—b),
so ist Kz = R™2? = R" als R-Vektorraumisomorphie. Nun ist K in Kp
einbettbar, und ist R := K N A der Zahlring von K, so ist R damit ein
Gitter in R” vom Rang n. Das Volumen der Grundmasche ist bei dieser
Identifikation von C mit R? dann vol(R"|R) = /[A].

Man definiere nun die Normfunktion N : R” x C* — R vermoge

r r+s
N = ]]lzl T |l
7j=1 k=r+1

fir x = (x1,...,2,45) € R” x C°. Aufgrund obiger Identifikation hat man
dann auch entsprechend N : R™ — R. Die Einschrankung von N auf K ist
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dabei der Absolutbetrag der Kérpernorm K — Q. Sei nun
R* :={z € R; z Einheit in R},
sowie
M :=sup{meN; Juy,...,w, e RVIKi<j<m:w, —w; € R*}.

M heiit LENSTRA-Konstante von K, und eine endliche Folge wq,...,w,, € R
mit w; —w; € R* fiir alle 1 <4 < j < m heifit eine Ausnahmefolge. Ein
r € R* mit 1 —x € R* heifit eine Ausnahmeeinheit.

(2.11) Definition: Sei L := min{|R/I|; I C R ldeal}, also die kleinste
Idealnorm echter Ideale von R.

(2.12) Satz: Es gilt 2 < M < L < 2". Insbesondere zeigt dies, daff nur
endliches M maoglich ist.
Beweis: Die triviale Ausnahmefolge 0, 1 zeigt M > 2, und [ := 2R zeigt,
daf
L <|R/2R| = |N(2)| =2".

Sei wy, ..., wy,, eine Ausnahmefolge und I C R ein echtes Ideal. Dann enthélt
I keine der Einheiten w; — w; fiir 1 <7 < j < m. Also sind die wy,...,wp,
paarweise inkongruent modulo 7, und daher ist m < |R/I|, und somit dann
auch M < |R/I|. Insbesondere folgt, dafl M < List. O

(2.13) Satz von H.W. Lenstra: Mit obigen Bezeichnungen gilt:
Ist U C R™ beschrdnkt mit w(U) > 0, ist N(u —v) < 1 fir alle u,v € U,

und st 5(0)
M=) vial
so ist K euklidisch.
Beweis: Zu zeigen ist: V( € K 3 € R: N(( —9) < 1.
Sei dazu also ( € K gegeben. Ferner existiert eine Ausnahmefolge wy, ..., w,, €
R mit
mu(U)

VIAL

S(U)
m > —=+/|A|, d.h. J(U) <
V1AL dh o)
Man betrachte das System
U={U+w(+a, 1<i<m,a€ R}

von U. Nach Satz (2.10) ist dann p(U) = m:‘/(%, also p(U) > o(U).
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Demnach ist U keine U-Packung, d.h. es gibt verschiedene
(i,Oé), (]75) < {17 . 7m} X R mit

(U +wil + )N (U +w;i¢+ B) # 0,

sei also etwa u + w;( + o = v + w;¢ + B fiir u,v € U, also:
(wj —wi)¢ = (u—v) = (B — ).

Es folgt nun ¢ # j: Denn wére sonst ¢ = j, so ist u — v = [ — «, also
N(B—a)=N(u—-v) <1, dh g—a=0,also o = 3, im Widerspruch zu
(i) # (5, ).

Somit ist w; —w; € R*, also N(w; —w;) = 1. Man setze 9 := 'j b ¢ R
Damit wird dann wie gewiinscht

N(C—ﬁ):N( — ) = Nu-v)<1 O

wj—wi

(2.14) Korollar: Ist

I /4\°
M > n_ <_) V ‘A|7
n" \mw
so ist K euklidisch.
Beweis: Sei

r+s
Z/{::{(arl,...,xHS)ERTXCS; Z|xa|+2 Z | < 5 }

j=1 k=r+1

dann ist U beschrankt und p(U) = 2 (2)°, wie man in der Zahlentheorie

sieht. Fiir w,v € U ist ferner (man beachte n = r + 2s)

r+s
N(u =) H|UJ_U]| |
k=r+1
r+s r+2s
< STEMEED ST} I
<T+28 ( =1 k=r+1

nach der Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel,

1 r r+s r42s
< (HQS (jZ(!u]mv]\ J+2 ) \ukmvk!)))

k=r+1

< ! 1( +2)+1( + 2s) - "2 =1
—=(r S —=(r S = = 1.
r+ 25 \ 2 2
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Nach (2.3) ist (U) < 1, und somit ist

w2 (¢ vr- B 0

Nun liefert Satz (2.13) die Behauptung. O

(2.15) Korollar: Ist
T(1+2) (42
M > 0n¥ (—) VA,
2 n

so ist K euklidisch. I" bezeichnet daber die I'-Funktion, und o, die Konstante
aus (2.8).
Beweis: Sei

r+s
U::{(xla" -TrJrs)ERTXCS Z.T +2 Z |xk|2<_}

j=1 k=r+1

mit obiger Identifikation von C mit R? ist dies eine n-dimensionale Kugel
VI i R™, ndmlich

vom Radius %5
n - 2 n

J=1

also

Fiir u,v € U ist dann

o HM_%‘ (% (ji\ujw”))n

nach der Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel,

n n n
< (% (Z\WZM )
j=1 k=1
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Nach (2.9) ist weiter §(U) < 0, und somit gilt

M > JF(%E) (%) VA > 6(U)%.

Nun liefert Satz (2.13) die Behauptung. [

(2.16) Bemerkung: Fir grofie n ist die rechte Seite der Formel in (2.15)
kleiner als die in (2.14), in diesem Fall also brauchbarer. Tatsdchlich gilt un-
ter der Annahme bestimmter Verallgemeinerter RIEMANN-Hypothesen, daf3
die Formel in (2.15) hochstens fiir endlich viele Zahlkérper erfillbar sein
kann, man vergleiche dazu die Arbeit [14] von H.W. LENSTRA. Daher be-
steht wenig Hoffnung, mit dieser Methode von H.W. LENSTRA unendlich
viele euklidische Zahlkoérper zu konstruieren.

2.3 Anwendungsbeispiele und Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden einige Beispiele fiir die Anwendung der Séatze
des vorigen Abschnitts zusammengetragen.

(2.17) Beispiel:

(a) Sei p eine ungerade Primzahl, und L, := Q({), wo ( eine primitive p-te
Einheitswurzel bezeichne, der p-te Kreisteilungskorper. Dieser hat den
Grad p — 1 iiber Q, und es ist L = p die kleinste Idealnorm echter Ideale
des Zahlrings R, von L,.

Nun ist fiir j € {1,...,p — 1} stets
N@ (¢ ]_C]):N@ (1_<2]):pa
da

p—1

Ng'(1—w) = [0 —w’) = (1) =p

J=1

fiir eine primitive p-te Einheitswurzel w ist, wobei
fX)=XP1 4 X+ 1

das Minimalpolynom von w bzw. ( iiber QQ bezeichnet.
Die endliche Folge
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fir j € {1,...,p—1} (Zahler und Nenner haben die Norm p) liefert dann
eine Ausnahmefolge, da fiir 1 < i < j < p gilt:

=g
¢—1
(Zéhler und Nenner haben die Norm p).

Dies zeigt M > p, und mit (2.12) ist dann M = p. Weiter ist noch
disc L, = pP~2.

W; — Wy GR;

Berechnen der rechten Seite von (2.14) zeigt nun, dafl diese < p genau fiir
p = 3,9, 7 ist. Fiir diese Primzahlen ist demnach L, euklidisch. Ubrigens
ist Ly = Q(+v/—3), und somit schon aus Kapitel 1 bekannt.

Sei nun m € Zs; und ¢ = e, sowie L, = Q(¢) der m-te Kreis-
teilungskorper vom Grad ¢(m) iiber Q, wo hier ¢ die EULERsche ¢-
Funktion bezeichnet. Fiir jede Primzahl p, die m teilt, ist dann M > p
nach Teil (a).

o Fiir m =12 ist also M > 3, und disc L1y = 3% - 2%, sowie n =
©(12) =4 und s = 2.
Die rechte Seite von (2.14) ist dann

41 [ 4\?
(—) V3234 < 1.83 <2< M,

44 \ 7

und daher ist L, euklidisch.

e Fiir m =15 ist also M > 5, und disc L15; = 3* - 5%, sowie n =
©(15) =8 und s = 4.
Nach einer Tabelle von J. LEECH in seiner Arbeit [12] ist dann

I(5)

T4

< 0.06327,

also ist

4
08@ (%) V3156 < 4.45 < 5 < M,

T4

und daher ist nach (2.15) auch L5 euklidisch.

Allerdings lassen sich nicht alle euklidischen Kreisteilungskorper mit die-

ser Methode von H.W. LENSTRA bestimmen. Man kennt die folgenden:
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(2.18) Satz: L,, ist euklidisch fir

m e {1,3,4,5,7,8,9,11,12, 15,16, 20, 24}

Dabei entdeckte H.W. LENSTRA selbst die Kreisteilungskorper L,,, wo
m € {4,8,9,11,20}, mit anderen Mitteln, man vergleiche dazu auch seine
frithere Arbeit [13].

Immerhin weifl man, daf§ es nur endlich viele euklidische Kreisteilungskor-
per gibt, aufgrund des folgenden tiefliegenden Umstandes:

(2.19) Satz: L,, ist faktoriell genau fir

me{ 1,3,4,57,8,9,11,12, 13,15, 16,17, 19,20, 21,
24,25,27,28,32, 33,35, 36,40, 44, 45, 48, 60, 84}

Dieses Ergebnis wurde 1976 von J.M. MASLEY und H... MONTGOMERY
erzielt, man vergleiche dazu auch [19].

Ein anderer Beweis dafiir, dafl es nur endlich viele euklidische Kreistei-
lungskorper gibt, auler iiber (2.19), bleibt bis heute unbekannt.

(2.20) Beispiel: (Nach dem Buch [16] von A. LEUTBECHER.)
Sei p eine ungerade Primzahl, und

K, = Q()NR=Q(),

wo ( eine primitive p-te Einheitswurzel bezeichne, und 9 = ¢ + (™' sei. K,
ist also der maximale reelle Teilkérper des p-ten Kreisteilungskorpers und
hat den Grad n := 2 iiber Q. Sein Zahlring ist S, = K, N A = Z[J]. Die
Diskriminante A von K, hat den Betrag ppT_:z.

Dies zeigt man folgendermafien: Ist L, der p-te Kreisteilungskorper, so
hat L, iiber K, den Grad 2. Man findet ferner die beiden Ganzheitsbasen

{17 C? <717 CQ? <72? tt Cnilﬁ Ci(nil)}

und

{17 C? 197 /19<7 Q927 /192<7 et Q977{717 ﬂnilc}
von L, iiber Q, und die Ganzheitsbasis
{1,9,9%..., 9"}

von K, tiber Q, sowie die Ganzheitsbasis {1,(} von L, iiber K,. Nach dem
Schachtelungssatz fiir Diskriminanten ist dann

(—1)"pP2 = discép €)= <discgp (19))2 Ng” <disc§§; (C)) :
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wobei
2
discé’;(g) = (det G Cgl)) = (=02 =24 (2-2¢ K,.
Dann ist

N5 (e = ¢) | = [TL (¢ - ¢

j=1
p—1

~ M1 =¢)| =N =0 =
j=1

man vergleiche oben. Also ist

Al =

discg”(ﬁ)) = |—=p7,

Man betrachte nun

B CjH _ C*jfl
= (T

fiir j € {1,...,p—1} (Z&hler und Nenner haben die Absolutnorm ,/p), diese
bilden nun eine Ausnahmefolge der Léange p — 1:
Denn fiir ¢ < j ist

(e S (S S e (S S [ (S
(€= ¢ (¢ =¢7)

e N e A |

et g
(=)@~ )

da Ziahler und Nenner die Absolutnorm p haben. Somit ist M > p — 1.
Berechnen der rechten Seite von (2.14) zeigt, daff diese < p—1 genau fiir p =
3,5,7,11,13 ist. Fiir diese Primzahlen ist demnach K, euklidisch. Ubrigens
sind K3 = Q und K5 = Q(v/5), und somit schon aus Kapitel 1 bekannt.

wj: GS;(

wi—wj:

Fiir die folgenden beiden Beispiele ist K ein Zahlkorper, der aus QQ durch
Adjunktion einer Wurzel x eines iiber Q irreduziblen Polynoms f € Z[X]
entsteht. Das Problem besteht dann darin, den Wert disc(x) zu bestimmen.
Dazu zunéchst
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(2.21) Definition: Die Resultante zweier Polynome f,g € Z[X], etwa

f=aX" 4+,
und g ="byX™ + -+ by,

15t

ao al ....... an )
ao @1 ....... CLn
' m
- ap a ....... Ay, )
res(f, g) := det bo by ....... b, ]
bo b1 ....... b n
bp b ....... by, /7
m+n
Dafiir gilt nun der
(2.22) Satz: Es ist
n(n—1)

disc(z) = (=1)" = res(f, '),

falls f € Z|X] das Minimalpolynom von x vom Grad n ist. f' bezeichnet die
formale Ableitung von f.

Dies liefert dann eine Moglichkeit zur Berechnung der Diskriminanten von
Zahlkorpern und wird in den folgenden Beispielen angewendet.

(2.23) Beispiel: Man betrachte K = Q(z), wo x Wurzel des iiber Q irredu-
ziblen Polynoms

fX) =X -X*+X*+X -1
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ist. Es ist also 5 der Grad von K {iber Q. Nach obigem Satz (2.22) ist dann

disc(z) =res(f, f)=det [ 5 0 =3 2 1

= 1609,

dies ist prim und insbesondere quadratfrei, d.h. (1, z, 2%, 23, z*) ist eine Ganz-
heitsbasis von K, und somit ist disc K = disc(xz) = 1609. Weiter ist 0, 1,z
eine Ausnahmefolge von K, da x eine Ausnahmeeinheit ist:

Denn zum einen ist z|(z° — 2* + 2* + z) = 1, also ist z € K*, und zum
anderen ist 2° — 2%(x — 1) + (z — 1) = 0, also (z — 1)*(z + 1) = 2°> € K*,
alsor —1 € K*.

Somit ist M > 3. Nach der Tabelle von J. LEECH in seiner Arbeit [12]

1st
Iz
o5 (s) < 0.09988,
T2
also ist
L(L) 74\
o (g) (5) V| disc K] € 2.294 < 3 < M.
T2

Die Voraussetzung von Korollar (2.15) ist erfiillt, und demnach ist K eukli-
disch.

(2.24) Beispiel: Man betrachte K = Q(z), wo x Wurzel des tiber Q
irreduziblen Polynoms

f(X)=X"-X-1
ist. Es ist also 3 der Grad von K iiber Q. Nach obigem Satz (2.22) ist dann

10 -1 -1
1 0 -1 —1
disc(z) = —res(f, f)=—det [ 3 0 —1 = —23,
3 0 -1

3 0 -1
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dies ist prim und insbesondere quadratfrei, d.h. (1, z,x?) ist eine Ganzheits-

basis von K, und es ist also disc K = disc(z) = —23. Somit ist
3l (4
3 (;) VI—23|<1.783<2< M

erfiillt, und daher ist K nach Korollar (2.14) euklidisch.

(2.25) Ergebnisse: Mit seiner Arbeit [14] fand H.W. LENSTRA mit sei-
ner neuen Methode so iiber 100 neue euklidische Zahlkoérper und erhohte
damals die Anzahl bekannter euklidischer Zahlkorper auf 311. A. LEUTBE-
CHER und J. MARTINET fanden 1982, siche [17], weitere 114 euklidische
Zahlkorper mittels expliziter Bestimmung von Ausnahmefolgen und LEN-
STRA-Konstanten. Weitere 37 fanden A. LEUTBECHER und G. NIKLASCH
1989 mit der Arbeit [18] durch Studium einer Gruppenoperation auf Cli-
quen von Ausnahmeeinheiten. Insgesamt sind heute iiber 600 euklidische
Zahlkorper bekannt. In diesem Zusammenhang ist ferner noch die Arbeit [20]
von G. NIKLASCH und R. QUEME aus dem Jahr 1991 zu nennen, in der eine
Verallgemeinerung obigen Satzes (2.13) von H.W. LENSTRA vorgenommen
wird, so dafl im Falle eines totalreellen Zahlkoérpers Verbesserungen moglich
waren. Auch damit wurden weitere neue euklidische Zahlkorper gefunden.

Die Frage, ob es endlich viele oder unendlich viele euklidische Zahlkérper
gibt, bleibt aber weiterhin offen, man vergleiche dazu auch die Bemerkung
(2.16).

Ferner ist es noch so, dafl alle bekannten Zahlkorper, die einen euklidi-
schen Algorithmus besitzen, tatséichlich auch normeuklidisch sind. Und es
gibt unendlich viele faktorielle Zahlkérper, die nicht normeuklidisch sind.
Insofern ist folgendes Ergebnis in [15] von H.W. LENSTRA sehr erstaunlich:

(2.26) Satz: Fin faktorieller Zahlkérper mit unendlich vielen Einheiten hat
unter der Annahme bestimmter Verallgemeinerter RIEMANN-Hypothesen ei-
nen euklidischen Algorithmus.

Man vergleiche dies mit den imagindrquadratischen Zahlkérpern aus Ab-
schnitt 1.1: Diese haben nur endlich viele Einheiten, und die Sétze (1.2) und
(1.3) besagen, dafl es unter diesen genau vier faktorielle gibt, die gar keinen
euklidischen Algorithmus besitzen, ndmlich Q(y/m) mit

m € {19, —43, =67, —163}.
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