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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Wir untersuchen konkrete Polynome f € C[X], so daf§ alle Polynome
# 0 aus dem Hauptideal C[X] - f schwerberechenbar sind.

Polynome f € C[X], die durch ihre Nullstellen gegeben sind, lassen
sich dabei besonders gut behandeln. Unsere Methoden liefern aber
auch sédmtliche uns bekannten Beispiele schwerberechenbarer Polyno-
me mit speziellen Koeffizienten. Wir geben auch konkrete Polynome
durch ihre Koeffizienten an, so daf} alle Vielfachen # 0 schwerbere-
chenbar sind.

Wir zeigen ferner, dal es ein Polynom mit vergleichsweise kleinen
ganzzahligen Koeffizienten bzw. Nullstellen gibt, dessen Vielfache # 0
alle schwerberechenbar sind. Der Beweis dazu ist nicht konstruktiv.
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iv Notationen

Notationen
N natiirliche Zahlen inklusive 0
N> natiirliche Zahlen groler gleich 1
7 ganze Zahlen
Q,R,C Korper der rationalen, reellen bzw. komplexen Zahlen
log Logarithmus zur Basis 2

k[Y1,...,Y,] Polynomring in den Unbestimmten Y7,... Y, iiber dem

Korper k

deg f (Total-)Grad des Polynoms f € k[Y7,...,Y,]

degy. f Grad des Polynoms f € k[Y3,...,Y,] in Y]

wt f Gewicht des Polynoms f € k[Y,...,Y,], definiert als
Summe der Absolutbetrége der Koeffizienten von f

L(f) Komplexitét von f € k[X]

geT(f,g) grofiter gemeinsamer Teiler € k[X| der Polynome
fr9 € kIX]

Mipo, Minimalpolynom € Q[X] der iiber Q algebraischen
Zahl x € C

det A Determinante der Matrix A € C™*"

|| grofite ganze Zahl kleiner gleich x

[x] kleinste ganze Zahl groer gleich x
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1 Einleitung

Sei k ein unendlicher Kérper. Wir behandeln die Berechnung rationaler Funk-
tionen in k(X) und benutzen dafiir durchgéingig das nichtskalare Berech-
nungsmodell, siche BURGISSER ET AL. [4] und STRASSEN [15]; bei diesem
Modell sind Multiplikationen und Divisionen mit Elementen des Korpers k
kostenlos, ebenso beliebige Additionen und Subtraktionen. Was kostet, sind
nichtskalare Multiplikationen und Divisionen.

Wir formalisieren dieses Berechnungsmodell mit Hilfe des Begriffs einer Be-
rechnungsfolge folgendermaflen:

Ist X eine Unbestimmte, so ist eine Berechnungsfolge eine Folge rationaler
Funktionen g1, ..., g, € k(X) mit folgender Eigenschaft: Fiir jede natiirliche
Zahlie {1,...,r} gibt es

wi, v € Y kg + kX 4k,
1<j<1

so daB g; = u; - v; oder g; = ¥ und v; # 0 gilt. Die natiirliche Zahl r heif3t
Linge der Berechnungsfolge und gibt den Kostenaufwand der Berechnung
wieder.

Wir sagen, eine Berechnungsfolge g1, .. ., g, berechnet eine rationale Funktion
f € k(X), falls

fed> kg+kX+k
i=1

gilt. Die Komplezitit von f € k(X) ist die kleinste Zahl r € N, fiir die es
eine Berechnungsfolge der Lénge r gibt, die f berechnet. Wir bezeichnen die
Komplexitét von f mit L(f).

Wir behandeln in dieser Arbeit nur Polynome f € k[X] und deren Komple-
xitédt in diesem Modell.

Das Polynom X™ mit n > 1 hat beispielsweise die Komplexitat L(X") <
2logn, und ein weiteres Beispiel ist das Polynom f =" X' firn > 1, es
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hat die Komplexitit L(f) < 2logn + 2. Denn es ist

~ . X" X -1
;X: X1

und X" 148t sich in hochstens 2logn Operationen berechnen, dazu kommt
noch eine Multiplikation und eine Division.

Auch ohne Divisionen erhalten wir fiir dieses Polynom eine obere Komple-
xitéatsschranke derselben Groflenordnung: Unter Verwendung von

2n n n
ZXi - ZX" X (ZX — 1)
=0 =0 =0

erhdlt man rekursiv Laiyisionstrei(f) < 3logn.

Ist allgemein n > 1 der Grad eines Polynoms f, so gilt stets die untere
Abschétzung

L(f) > logn,

die wir die Gradschranke nennen, vgl. BURGISSER ET AL. [4].

Eine allgemeingiiltige obere Abschéatzung fiir die Komplexitét eines Polynoms
f vom Grad n > 1 ist

L(f) <2v/n,

vgl. ebenso BURGISSER ET AL. [4]. Dieses von PATERSON und STOCKMEYER
stammende Resultat (die Autoren zeigen in [11] sogar L(f) < v2n+ C'logn
fiir eine Konstante C' > 0) werden wir in dieser Arbeit 6fters benutzen.

Wir beschéftigen uns im weiteren nur mit unteren Komplexitétsschranken
fiir Polynome.

Ein niitzliches Hilfsmittel, das untere Schranken liefert, ist der sogenannte
Darstellungssatz, den wir in Kapitel 2 beweisen. Dieser Satz taucht zuerst
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bei STRASSEN [14] auf und wurde spiter von SCHNORR [12] verbessert. Die
hier vorgestellte Version hat eine leicht verbesserte Gewichtsabschétzung ge-
geniiber der im Buch von BURGISSER ET AL. [4].

Eine bekannte und leicht zu zeigende Folgerung des Darstellungssatzes ist,
daf Zariski fastalle Polynome f € k[X] vom Grad n die Komplexitéit L(f) >
\/n — 2 haben. Das bedeutet, daf es ein Polynom H € k[Y7,...,Y,]\O iiber
k gibt, so daBl L(f) > /n — 2 fiir alle f =>" ja; X" mit H(ay,...,a,) #0
gilt.

Ziel ist es, konkrete Familien von Polynomen (f,),en, deg f = n, anzuge-
ben, so daB8 L(f,) nach unten in der Grofenordnung besser als durch logn,

némlich etwa durch C'y/n, C'/n oder auch C, /2 fiir eine Konstante C' > 0

logn
abgeschétzt werden kann. Solche Familien nennen wir schwerberechenbar, im
Gegensatz zu den leichtberechenbaren. Ist klar, welche Familien von Polyno-
men gemeint sind, sprechen wir einfacher von Polynomen, die schwer- oder
leichtberechenbar sind. Die beiden obigen Polynome X" und "7 , X’ sind
beispielsweise leichtberechenbar.

Nach dem Erwéahnten sind Zariski fastalle Polynome schwerberechenbar, mit
unterer Komplexititsschranke /n — 2 von optimaler Grofienordnung (we-
gen der oberen Schranke 2y/n von PATERSON und STOCKMEYER). Jedoch
bereitet es grole Schwierigkeiten, spezielle schwerberechenbare Polynome ex-
plizit anzugeben. Die ersten Beispiele nannte STRASSEN 1974 in [14]. Seine
Methoden liefern schwerberechenbare Polynome mit gewissen algebraischen
Koeffizienten wie etwa f = > """, \/p; X", wobei p; die i-te Primzahl bezeich-
net, oder schwerberechenbare Polynome mit schnellwachsenden rationalen
Koeffizienten wie etwa f = > "' 2* X*. Deren Komplexitit ist in beiden

Fallen nach unten beschrankt durch C', / @ fiir eine Konstante C' > 0.

Ein bislang ungelostes Problem ist es, ein spezielles schwerberechenbares Po-
lynom mit vergleichsweise kleinen ganzzahligen Koeffizienten anzugeben, ob-
wohl sich zeigen 1afit, dafl die meisten Polynome vom Grad n mit Koeffi-
zienten € {0, 1} schwerberechenbar sind (man vergleiche dazu SToss [13]).
Leichtberechenbare hingegen kann man unter diesen 0-1-Polynomen konkret
angeben, wie etwa die obigen Polynome X" und ) X".
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HEINTZ und MORGENSTERN beweisen in [7] einen Satz iiber die Komplexitét

von Polynomen, die durch ihre Nullstellen gegeben sind. Sie verwenden dazu
Methoden aus der algebraischen Geometrie. Fiir f =[] (X — \/p;), wobei

p; wie oben die i-te Primzahl bezeichnet, erhalten sie L(f) > C Togn it

einer Konstanten C' > 0. Dieses spezielle Polynom behandelt auch BAUR in
[2] mit einem Satz, der auf elementaren Methoden beruht. Fiir das Polynom

[T, (X — 2%) zeigen ALDAZ ET AL. in [1] ein dhnliches Ergebnis.

In dieser Arbeit interessieren wir uns fiir spezielle schwerberechenbare Poly-
nome [ € C[X] derart, daf§ wir fiir die Komplexitét aller Vielfachen # 0 von
f, genauer fur min{L(fg); 0 # g € C[X]}, eine untere Schranke beweisen
konnen, normalerweise in Abhéngigkeit des Grades von f. Wir behandeln
also Polynome # 0 des von f erzeugten Hauptideals in C[X]. In diesem Zu-
sammenhang nennen wir den Grad von f stets s. Beispielsweise zeigen wir
fiir hinreichend groBes s und f = [];_, (X —2%), daB L(fg) > 1z /s fiir alle
0 # g € C[X] gilt. Der genaue Wert der Konstanten % spielt natiirlich keine
Rolle.

Es ist zu bemerken, dafl bei gentigend hohem Grad von ¢ die Gradschranke,
auf fg angewendet, eine solche untere Schranke fiir L(fg), die nur von f
abhéngt, sicher iibersteigt; fiir solche g ist diese untere Schranke fiir L(fg)
dann trivial. Interessant sind daher beispielsweise die Vielfachen fg, bei de-
nen der Grad von ¢ polynomial im Grad von f ist. Hier beweisen wir stets
eine untere Schranke fir min{L(fg); 0 # ¢g € C[X]}, die insbesondere fiir
L(f) nichttrivial ist, und nennen diese eine nichttriviale untere Komplexitéts-
schranke fiir alle Vielfachen # 0 von f. Wir sprechen dann auch von schwer-

berechenbaren Vielfachen # 0.

Ergebnisse zu diesem Vielfachenproblem liefert auch MALAJOVICH in [10]. Er
gibt dort Polynome an, die durch schnell wachsende Nullstellen gegeben sind,
mit der Eigenschaft, daf in diesem Sinne auch alle Vielfachen # 0 schwerbe-
rechenbar sind. Er behandelt beispielsweise das Polynom f = [];_, (X —2%")

und erhéilt fiir jedes g € C[X]\O die Abschétzung L(fg) = C',/zp mit

D = deg fg und einer Konstanten C' > 0, also unter Beriicksichtigung
der Gradschranke L(fg) > max{log D, C, /e D}. Elimination von D lie-
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fert leicht die Abschiatzung L(fg) > C'/s fiir eine Konstante C’ > 0. Dies
ist die zugehorige untere Schranke des Problems in unserem Sinn, die nur
von s abhéngt.

Die Existenz schwerberechenbarer Polynome f mit der Eigenschaft, dafl kein
Vielfaches fg # 0 wesentlich schneller berechnet werden kann, ist nicht selbst-
verstandlich. Man kann schwerberechenbare Polynome mit einem leicht zu
berechnenden Vielfachen # 0 angeben: Beispielsweise sind die meisten Fak-
toren vom Grad d mit %n < d< %n des Polynoms X" — 1 schwerbere-
chenbar, man vergleiche wiederum STO0sS [13]. Ein gewisses Vielfaches # 0
eines solchen Faktors, ndmlich das Vielfache X™ — 1, ist leichtberechenbar.
Ein weiteres Beispiel: Es gibt Polynome mit symmetrischer Galoisgruppe,
die leichtberechenbar sind, andererseits sind die meisten normierten Fakto-
ren solcher Polynome schwerberechenbar. Dies ist ein Ergebnis von HEINTZ
in [6], man vergleiche dazu auch LOH [9].

Will man Vielfache von Polynomen betrachten, bietet sich die Untersuchung
von Polynomen, die durch Nullstellen gegeben sind, an. Denn betrachten wir
ein Polynom [[°_, (X — x;) € C[X] mit s (nicht notwendig verschiedenen)
Nullstellen z1,...,2s € C, so besitzt auch jedes Vielfache fg fiir g € C[X]
(mindestens) diese Nullstellen.

In Kapitel 3 zeigen wir den fiir diese Arbeit zentralen Satz 1, der besonders
gut auf derartige Polynome beliebigen Grades mit gewissen s Nullstellen
anwendbar ist, aber auch allerlei andere Anwendungen ermoglicht. Wir ver-
wenden zum Beweis von Satz 1 nur elementare Methoden, das Siegelsche
Lemma und den Darstellungssatz aus Kapitel 2.

Satz 1 ist dem Satz aus BAUR und HALUPCZOK [3] sehr dhnlich und nur ge-
ringfiigig allgemeiner. Wie dort verwenden wir auch hier Satz 1 zur Konstruk-
tion schwerberechenbarer Polynome, deren Vielfache # 0 ebenfalls schwerbe-
rechenbar sind. Diese Anwendungen behandeln wir in Kapitel 4. Die leichte
Verallgemeinerung des Satzes 1 gegeniiber der Version in [3] erlaubt verschie-
denartige Anwendungen.

Wir fassen die Ergebnisse dieser Anwendungen im folgenden zusammen.
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In Abschnitt 4.1 betrachten wir Polynome f # 0, die an gewissen algebrai-
schen Stellen zq,...,x, € C hohen Grades rationale Werte, z. B. 0, anneh-
men. Dazu gehoren insbesondere Polynome mit gewissen paarweise verschie-
denen Nullstellen 1, ..., z,; diese sind von der Form ¢ - [[7_, (X — z;) mit
0 # g € C[X] beliebig. Deren Komplexitét ist nach unten beschrénkt durch

V5

Schwerberechenbare Polynome, die an (geniigend vielen) schnellwachsenden
Stellen ganzzahlige Werte, z. B. 0, annehmen, untersuchen wir in Abschnitt
4.2. Dort erhalten wir speziell fiir f =g - [[]_;(X — 22(‘5“), wobei 0 # g €
C[X] beliebig, die Komplexitit L(f) > £1/s, ebenso fiir f = g Tl (X —22").
Fiir diese Polynome erhalten wir also eine verbesserte untere Komplexitéts-
schranke gegeniiber der von MALAJOVICH in [10]. Fiir f = g-[[7_, (X —2%)
erhalten wir L(f) > /s, und fiir ein Polynom f mit (22 = 20 fiir
i € {1,...,s}, das also den Logarithmus an den Stellen 221, ..., 2% inter-
poliert, die Abschiitzung L(f) > 55 /s.

Dafl man auch die Komplexitidt von Polynomen mit gewissen Nullstellen
x1,...,2Ts beliebigen Grades und deren Vielfache behandeln kann, zeigen wir
in Abschnitt 4.3. Fiir das Polynom f = [[;_, (X — /p;) beispielsweise, wobei
p; wiederum die i-te Primzahl bezeichnet, zeigen wir, dal L(fg) > %\?/E
fir alle g € C[X] mit g(—+/p1) - g(—/Ps) # 0 gilt. Fiir das Polynom f -
[T (X + pi) = [[;.,(X? — p;) mit vergleichsweise kleinen ganzzahligen
Koeffizienten 148t sich mit unserer Methode jedoch keine nichttriviale untere
Komplexitatsschranke beweisen.

In Abschnitt 4.4 behandeln wir Polynome f, die an (geniigend vielen) ra-
tionalen Stellen yy,...,ys algebraische Werte in linear disjunkten Korpern
annehmen. Fiir diese gilt L(f) > é\g/g Fiir algebraische Werte hohen Grades
erhalten wir sogar L(f) > £1/s.

Fiir Polynome f, die an (geniigend vielen) ganzzahligen Stellen v, ..., ys
schnell wachsende Werte annehmen, erhalten wir in 4.5 nichttriviale untere
Komplexitatsschranken. Beispiele dafiir sind alle Polynome f € C[X] mit
f(28) = 2% fiir i € {1,..., s}, welche die Exponentialfunktion an den Stellen
2',22,...,2% interpolieren; fiir diese gilt L(f) > 15+/s. Solche Schranken
konnen wir auch fiir gewisse Vielfache fg oder Verkettungen g o f dieser
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Polynome f beweisen.

In 4.6 zeigen wir, dafl unsere Methode auch wieder die bisher bekannten
Beispiele fiir schwerberechenbare Polynome mit algebraischen oder schnell
wachsenden Koeffizienten liefert.

Dafl es auch moglich ist, nichttriviale Komplexitatsschranken fiir Vielfache
# 0 von Polynomen mit konkreten Koeffizienten zu erhalten, zeigen wir in
Kapitel 5. Dort stellen wir eine Variante von Satz 1 vor, die speziell fiir diesen
Fall anwendbar ist. Ist f ein Polynom vom (hinreichend groBen) Grad s mit
gewissen algebraischen Koeffizienten hohen Grades, so gilt L(fg) > %\/5 fiir
g € C[X]\0 beliebig.

In Kapitel 6 zeigen wir fiir alle hinreichend groflen s die Existenz eines Poly-
noms f vom Grad s mit vergleichsweisen kleinen ganzzahligen Koeffizienten
und der Eigenschaft, dafl jedes Vielfache fg # 0 eine nichtriviale untere
Komplexititsschranke besitzt. ., Vergleichsweise klein“ bedeutet hier, dafl die
Koeffizienten des Polynoms f im Betrag durch 2V5 beschrinkt sind. Dieser
Beweis ist nicht konstruktiv. Analog kénnen wir fiir alle hinreichend grofien
s zeigen, daf} es ein Polynom f vom Grad s mit s derart kleinen ganzzahligen
Nullstellen und dieser Eigenschaft gibt, ebenfalls nicht konstruktiv. (Mehr-
fache Nullstellen sind dabei moglich.)
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2 Der Darstellungssatz

Der Darstellungssatz ist ein wichtiges Hilfsmittel, um untere Schranken fiir
die Komplexitat von Polynomen in einer Variablen zu beweisen. Er wurde zu-
erst von STRASSEN [14] formuliert und spéter von SCHNORR [12] verbessert.
Wir zeigen hier eine Version, die auf die von SCHNORR zuriickgeht. Dabei
halten wir uns im wesentlichen an den Beweis aus BURGISSER ET AL. [4],
erhalten jedoch eine leicht verbesserte Gewichtsabschétzung.

Man untersucht eine generische Berechnungsfolge, bei der jeder moglicher-
weise vorkommene Skalar durch eine Unbestimmte Z, ersetzt wird. Es zeigt
sich, dafi sich alle in maximal r Schritten berechenbare Polynome durch Po-
lynome beschreiben lassen, deren Koeffizienten feste Polynome @), in den
Unbestimmten Z,, sind. Man nennt die Polynome @), die Darstellungspoly-
nome zu r. Ihre Koeffizienten sind ganzzahlig. Der Darstellungssatz formu-
liert die Existenz solcher Darstellungspolynome @, die gewissen Grad- und
Gewichtsabschitzungen geniigen.

Das Gewicht wtg eines Polynoms g € Q[Y1,...,Y,,] ist definiert als die
Summe der Absolutbetrige aller Koeffizienten von g. Das Gewicht wt ist
subadditiv und submultiplikativ, d. h. fiir g, h € Q[Y7,...,Y,,] gilt wt(g+h) <
wtg + wth und wt(g - h) < (wtg) - (wth), wie man leicht mit Hilfe der
Dreiecksungleichung des Absolutbetrages iiberpriifen kann. Der Grad degg
bezeichnet den Totalgrad des Polynoms g € Q[Y7,...,Y,,].

Darstellungssatz. Fiir jede ganze Zahlr > 1 gibt es Polynome Qo, Q1,- - - €
Z[Zl, ey Z(T+2)2] mit:

(i) deg @, < 2rn fir0 <v <n undn > 2.

(it) wtQ, < 4™ fir 0 <v <n undn > 6.

(i1i) Fir alle Polynome f € k[X] vom Grad < n € Ns; dber einem unend-
lichen Kérper k mit L(f) < r gilt: Fir fast alle £ € k (d.h. bis auf
endlich viele Ausnahmen) gibt es ni, ..., 0q4292 € k mit

FX 4= QunX".
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In dem Buch von BURGISSER ET AL. [4] wird als obere Gewichtsschranke
nur 27 statt 47 bewiesen.

Wir zeigen zunéchst ein Lemma, aus dem wir den Darstellungssatz dann
leicht folgern konnen.

Lemma 1. Fir alle ¢ € N und alle v € N5y gibt es Polynome @Q;, €
L7y, Zs, . .., Zizyo5) mit folgenden FEigenschaften:
(i) deg Qi < (2i — )v + 1 firi > 1,

(11) 1+ 22:0 Dot WE Qi < 4" fiir v > 4,

(iii) Zu jeder Berechnungsfolge g1, ..., g, tber einem unendlichen Korper k
gibt es zu fast allen & € k Elemente Cy,...,Coy M1y -y 249, € k S0, dafs

G(X 16 =4 (1 S Qe ,ni%)X“)

v>1
fir1 <i<r gilt.

Beweis: Wir definieren die ();, rekursiv beziiglich ¢ durch
QO,I = 17 QO,I/ =0firv>1
und fiir festes ¢ > 1 durch Koeffizientenvergleich in der Gleichung

1+) QX" = (1 + Y AN Qj,,,X”>

v>1 0<j<1 v>1

| <0(1+ S BjZQj,uX”) +(1_c)<1+ 3 BjZQj,yXy>_1>

0<j5<1 v>1 0<5<1 v>1
(2.1)

mit den Unbestimmten

C = ZZ'Q, Aj = Z¢2+j+17 Bj = Zi2+i+j+1’ fiir 0 S] < 1.
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Die rechte Seite der Gleichung (2.1) ist eine Potenzreihe in X mit konstantem
Term 1 und Koeffizienten in Z[Z;, . .., Zz,9;]. Man beachte dabei, dafl (i —
12 +2(i — 1) = 2 — 1 ist.

Wir zeigen zunéchst (iii) durch vollstéandige Induktion nach r.

Fiir » = 0 ist nichts zu zeigen, sei also r > 0. Gilt g, = 0, so sei (, := 0, und
die Induktionsvoraussetzung liefert die Behauptung.

Sei also g, # 0, und g, = u, - v, oder g, = Z—: mit
up= Y g+ agX + o, ve= Y Bigi+ X +7
1<5<r 1<5<r
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es fiir fast alle £ € k Elemente
Clv Cey Crfl, m,--. 777(7"—1)2-‘,-2(7’—1) =MNp2_1 € k mit

gm¥+©=@(r+zy%xmxﬁfm1gj<n

v>1

Fall 1: Sei g, = u, - v,. Gilt fiir £ € k zusétzlich g.(£) # 0 (dies ist fiir fast
alle £ € k der Fall), so folgt

G(X+&) =u (X +&) v.(X+E)

= <ur(§) + ) %‘CjZQLu@XV) ' <v”<§) 2 ﬁjCjZQj’”@Xy)

0<j<r v>1 0<j<r v>1
a1+ ¥ 20 Y aumx) (14 5 29 aumx),
0<j<r " v>1 o<j<r " v>1

wobei (p ;=1 sei.

Wir setzen ¢, := g,(£), n,2 := 1, und

sy i Y TP LY,
ré+j+1 - ur(€)7 rétr+j+1 - Ur(f)

firalle 0 < j <.

Es folgt wegen (2.1)

g (X +&) = Cr(l + ZQW(Q)X“).

v>1
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Fall 2: Sei g, = = Hier verfahren wir analog, setzen aber 7,2 := 0.

Nun zum Beweis von (i), der Gradabschétzung der @; , .

Fiir formale Potenzreihen in X iiber einem Ring R gilt die Gleichung

(1 - ZR,,X”)l —1+ Z(Z RVX”)p

v>1 p>1 “wv2>1

= 1+Z( > Rle,,Q---RVp>X”,

v>1 p>1
Vit trp=v

wobei die v1,...,v, € N>; und die R, € R sind.

Mit dieser Formel liefert ein Koeffizientenvergleich fiir festes ¢ > 1 in (2.1)
die Gleichung

Qi = Z E.F, fir alle v > 1,

K+p=v
wobei Ep =1 und B, = 3 ;; A;Qj, filr £ > 1, sowie Fy =1 und
F,=C Y BQju
0<j<i
+1-0) ) <(— > Bj@m) <— > Bij,up)>
p>1 0<j<i 0<j<i
it tpp=p
fiir p > 1.

Wir zeigen damit die Behauptung (i) mit vollsténdiger Induktion nach ¢ > 1.
Fﬁri:liStEoz]_,E1:AO’EH:Oﬁ'1rKJ>l’daQO’lzlundQO’yzo
fiir v > 1. Es folgt

Qi =F, +AgF,4 firv > 1.
Fiir p > 1 ist

deg F, <max{2,1+pu}=1+py,
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und es folgt
deg@, <v+1firv>1.

Fiir s > 1 und xk > 1 ist nach Induktionsvoraussetzung
deg B, <14+ 2(i—1)—1Dr+1=2-2c4+2i— 1)k < (2i — 1)k
und fiir g > 1 ebenso

deg F, <max{l+ (20 —1)p+2—2p,1+p+ (200 —1) — )pu+ p}
<(2i—1)p+1.

Es folgt
deg EoF, < (2i — 1)v+1,
deg B, Fy < (20 — 1)v + 1,
und fiir K, g mit kK # 0, Kk + p = v, folgt
deg E.F, < (2i—1)v+1.

Nun zum Beweis von (ii), der Gewichtsabschétzung.

Mit der Abkiirzung
Gj7l, = Z Qj#XM
pn=1

schreiben wir Gleichung (2.1) fiir ein festes v > 2 folgendermaflen:

L4+ QuuXt = (1 + 2. A]Gj,u) - <C<1 + > BJ‘GJwv)

p>1 0<j<i 0<j<i
(%)
v—1 o
oS (y e ) 22)
o=0 0<5<1

Ha- O (5 BGL) + Poxe,

0<j<i
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wobei P eine geeignete formale Potenzreihen in X mit Koeffizienten aus Z[ 7,
N Zi2+2i] 1st.

Zur Erklarung: Ausgehend von der Gleichung (2.1) wurde eine Umformung
der Gestalt

(1 — ; RVX”) . ; <; RVX”) ’

durchgefiihrt. Der erste Summand in der dritten Zeile von (2.2) miifite zu-
néchst innerhalb der groflen Klammer der zweiten Zeile stehen. Bei Multipli-
kation dieses Summands mit dem Term (*) der ersten Zeile ist der resultie-
rende Grad in X mindestens v + 1 (fiir v > 2), und daher ,absorbieren® wir
dieses Ergebnis im Term P - X""!. Bei Multiplikation des Summands mit der
zweiten 1 der ersten Zeile erhalten wir ihn nocheinmal auflerhalb der grofien
Klammer.

Wir setzen

Si,l/ =1 + Z Z wt ijﬂ'

J=0 p=1

Esist also Sy, =141 =2 und

i—1 v
(144 Y Q) = S
7=0 pn=1

Letzteres gilt natiirlich ebenso mit den Unbestimmten B; anstelle von A,;.
Zu zeigen ist 5;, < 4" fiir v > 4.

Wegen Subadditivitdt und Submultiplikativitdt von wt folgt aus (2.2) die
Ungleichung

v v—1
I+ wt (Z QWXM> <Sii1 (Si—Ly +2 Z Sfl,y) +257 1,
o=0

p=1

i—1,0)

v—2
<SP, +28i1, ) ST, 280, 250 ,, <TS)
o=0
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da Sifl,z/ Z SO,,/ =2 fir v Z 2.

Dies zeigt

Siy = 1+ZZWtQ3“_ 1+ZZWtQ3“+ZWtQW

Jj=0 p=1 j=0 pu=1

(2.3)

i—1lv°

< Sy, + TS, < 8SY

Setzen wir \;, :=1ogS;,, so gilt A\;, <3 +vXAi_1,, und A, = log Sy, =1

Wir bekommen induktiv A;, < 2v¢ — 1 fiir v > 4. Denn fiir i = 0 ist \g, =
1 < 2% —1, und fiir 7 > 0 ist

Niv <3+ vAi1, <3+ 20—y <t -1
wobei in der letzten Ungleichung v > 4 benutzt wurde.

i

Es folgt S, = 2% < 22'~1 < 92" — 4",

Mit Hilfe des eben bewiesenen Lemmas zeigen wir nun den anfangs formu-
lierten Darstellungssatz.

Beweis des Darstellungssatzes:
Wir setzen

QV(Zl? LR Zr2+3r+2> =

Z;:l ZT2+2T+ij,I/<Zl7 ceey Zj2+2j>7 fir v > 17
Z;:1 Zr2+2r+ij,u<Zla ) Zj2+2j) + Zy2y3eq1, firv=1,
ZT‘2+37"+27 fUI" VvV = 0

Daraus folgt nach dem Lemma, Teil (i),

deg@, < 2r—1)v+2<2rv<2rn
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fiir n > v > 2. Ferner ist deg Qg = 1 und deg Q1 < 2r + 1 < 2rn fiir n > 2.

Ebenso folgt nach dem Lemma, Teil (ii), dafl

wt @, <1+ Zwt Qi < 4V <4
j=1

fir n > v > 4. Fir v € {0,1,2,3} ist dies noch zu zeigen. Klar ist wt Qy =
1<4m.
Es gilt fiir v € {1,2,3} die Abschétzung

T
Wiy < 1+ ZWt Qi < Sy, < 2B B
j=1

nach der Ungleichung (2.3) im Beweis des Lemmas.
Also ist wt Q; < 23" < 4" und
wt QV S 2VT+3VT — 24VT S 42-3’” S 471’”

fir v =2,3 und n > 6.

Es sei nun f € k[X] mit L(f) < r, und sei n > deg f. Sei g1,..., g, eine
Berechnungsfolge fiir f, und sei

fZZOéigHrozXJrﬁ-
i=1

Dann gilt nach dem Teil (iii) des Lemmas fiir fast alle £ € k die Gleichung

FX+8 =&+ (Z(ajmczj,l(g) + a)X

J=1

-3 (z;ajcj)@j,y(n)) X
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wobei

Nr242r45 = Oéjgﬁ fiir .] = 17 e T
Thr243r41 = Q,
M2yarve = f(&).
Man beachte noch, dafl die Anzahl der Unbestimmten eines Polynoms @,

gleich 72 + 3r + 2 < (r + 2)? ist. Wir verwenden aber den einfacheren Term
(r+2)2 O
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3 Ein Satz iiber nullstellenrelevante
Polynome

Auf der Grundlage des Darstellungssatzes beweisen wir in diesem Kapitel
einen Satz, der im néchsten Kapitel die Konstruktion schwerberechenbarer
Polynome zulafit.

Die Idee dabei ist, wie folgt mit einer Nullstellenmethode zu arbeiten. Sind
s nicht notwendig verschiedene, geeignete Nullstellen xq,...,zs eines Poly-
noms f # 0 bekannt, so konnen wir eine Aussage iiber die Komplexitit von
f machen. Diese betrifft also alle Polynome # 0, die mindestens 1, ..., xy
(eventuell auch mehrfach gezédhlt) als Nullstellen haben. Das sind alle Poly-
nome der Form ¢ - [[7_;(X — x;) mit g # 0.

Fiir die Arbeit mit einer solchen Nullstellenmethode ist hier der folgende
Begriff der Nullstellenrelevanz niitzlich.

Konvention: Sei £ ein unendlicher Korper. Fiir n € N und s € N5, bezeich-
nen Uy, ..., U,, X1,..., X, X unabhéngige Unbestimmte.

Definition. Ein Polynom ¢ € Q[X, ..., X]\0 heiit nullstellenrelevant be-
ziiglich Py, ..., Py € Q[Uy,...,U,, X] und r > 1, falls gilt:

Fiir alle Polynome f = 7" a; X7 € k[X]\0 mit L(f) < r und so, daf
Pi(ag,...,a,, X) #0fiirallei € {1,..., s} ist, gilt: Ist fiir jedes i € {1,..., s}
x; € k irgendeine Nullstelle von P;(ay, . .., a,, X), so ist g(xy,...,xs) = 0.

Wir erldutern diese Definition an einer typischen Situation. Sind die Polyno-
me P,..., P alle gleich dem ,,generischen Polynom® F' :=Uy+U; X +-- -+
U,X™ vom Grad n, so ist ¢ nullstellenrelevant beziiglich F, ..., F' (s mal)
und r, falls fiir alle Polynome f # 0 vom Grad < n mit L(f) < r und mit
Nullstellen x1, ..., z4 gilt: ¢(xq,...,z5) = 0.

Daraus folgt: Besitzt ein spezielles Polynom f Nullstellen zq, ..., x4 so, dafl
q(z1,...,xs) = 0 nicht erfiillt ist (das hingt dann ab von der Beschaffenheit
von q), so ist L(f) > r. Dies werden wir ausnutzen, um in den Anwendungen
schwerberechenbare Polynome zu konstruieren. Die Polynome PFP; sind als
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eine Verallgemeinerung des generischen Polynoms F' zu betrachten. Diese ist
hilfreich, um verschiedenartige Anwendungen zu untersuchen, auch solche, in
denen f nicht durch Nullstellen vorgegeben ist.

Der Satz 1, den wir nun formulieren und beweisen werden, liefert Bedin-
gungen fiir die Existenz solcher nullstellenrelevanter Polynome ¢ und gibt
Abschétzungen fiir Grad- und Koeffizientengrofien von ¢ an.

Satz 1. Seien r,s,n € N5y mit r < 2v/n, s < 2n und n > 242,
Seien Py, ..., Py € Q[Uy,...,U,, X| Polynome mit dengPi < 3n fir alle
ie{l,...,s} und alle j €{0,...,n}. Seiy e R mit 1 <~y <n und

7 ’ 7(r+2)2
> 3.1
(27 - 1) ! (31)

(a) Dann gibt es ein bzgl. Py,..., Ps und r nullstellenrelevantes Polynom
qec Q[Xh e 7XS] mit

degy. q < ydegx P; fiir allei € {1,...,s}.

(b) Haben die Polynome Py, ..., Ps aufferdem ganzzahlige Koeffizienten, und
gilt wt P; < 47" und degy Py < 4™ fiir alle i € {1,...,s}, so gibt es
ein Polynom q gemdf$ (a) derart, daf$ alle seine Koeffizienten gleich —1,
0 oder 1 sind.

Wir zeigen diesen Satz schrittweise in mehreren Teilen.

Notationen:
Wir bezeichnen im folgenden mit d; den Grad von P; in X, d.h. d; := degy P;
fur allet € {1,...,s}.

Sind Qo(Z2),...,Qn(Z) die Polynome des Darstellungssatzes fiir n und r in
den Unbestimmten Z, ..., Z( 19y, so schreiben wir

fir alle i € {1,...,s}.



Fin Satz iiber nullstellenrelevante Polynome 19

Lemma 2. Ist

Q = Z ql<X17 v 7XS)Y1j1 o 'Y;‘js € @[X7Z]\O

0<J1,Js<n

ein Polynom in Unbestimmten X,Y mit

Q(Ka Pl(Q(Z)? X1)7 T PS<Q<Z)7XS)) = 07

so0 gilt:

(i) Fir alle f =" a; X7 € k[X] vom Grad <n mit L(f) <r ist

Q(17 Pl(Q, Xl)v .- '7PS(Q7 Xs)) = 0.

(ii) Fir das lexikographisch erste j mit q; # 0 1st das Polynom q; nullstel-
lenrelevant bzgl. Py, ..., Py und r.

Beweis. Zu (i):

Sei f = 37 ga; X7 € k[X] ein Polynom vom Grad < n mit L(f) < r.
Sei Z eine neue Unbestimmte, und f(X + Z) = 377 f;(Z)X7. Wegen dem
Darstellungssatz, Teil (iii), gibt es fiir fast alle § € k gewisse 11, ..., 7422 €
kmit f;(€) = Q;(n) fiir alle j € {0,...,n}. Also gilt

QX Pi(fo(&) -, fal€): X1), -, Bo(fo(§), - - - fu(§), X)) = 0
fiir fast alle £ € k. Da k unendlich ist, folgt
QX Pi(fo(Z), ..., [u(Z), X1), ..., P(fo(Z), ..., fu(Z), X)) = 0.
Mit a; = f;(0) fiir alle j € {0,...,n} erhalten wir
QX, Pi(a, X1), ..., Ps(a, X5)) = 0.
7 (i):

Wir ordnen die s-Tupel j = (j1,...,Js) € {0,...,n—1}° lexikographisch an,
d.h. j ist lexikographisch kleiner als j’, falls

37’6{17...,8} : jl :ji,...,jT,1 :j:dil, .]7«<.]TI«
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Sei nun k = (ki, ..., ks) das lexikographisch erste s-Tupel k mit g # 0.
Wir zeigen, dafl ¢, nullstellenrelevant beziiglich P, ..., Ps und r ist.

Sei dazu f = Y77 ;X7 € K[X]\0O vom Grad < n mit L(f) < r mit
Pi(ag,...,a,,X) # 0, und z; eine Nullstelle von P;(aq, ..., a,, X) der Multi-
plizitét e; > 1 fiir alle i € {1,...,s}. Dann ist

Pi(a,o, .. .,(ln,X) = (X — l‘i)ei : hZ(X)

mit h;(X) € k[X], hi(x;) #0, fir allei € {1,...,s}.

Wir entwickeln die Polynome h;(X;) um z; und die ¢; um zy,...,z,, d.h.
wir schreiben fiir alle j € {0,...,n —1}*und i € {1,...,s}

¢;(X) (z) + Ri(X1 — 21, , Xy — x)

q;
mit Polynomen R; € Q[Y1,...,Y,] und H; € Q[X]. Dann ist

Q(Xlu s 7X87 Pl(@a X1)7 cety Ps<Q7 Xs))
— Z (X1, .., X)) (X1 — 2) R (Xq) -+ (X — @) bl (X,)

0<g150-Js<n
= Z (QZ(E)+R1(X1—ZL‘l,...,XS—l‘S))
0<1,...,Js<n

() + Ha(Xy =)o (ho(as) + Ho(X, =)
(X — x1>€1j1 (X — xé\)esjs.
(3.2)

Wir schreiben dies als Linearkombination von Potenzprodukten der Form
(Xl - xl)ll e (Xs - xs)ls

mit gewissen Exponententupeln (i, ..., [;) € N°. Dazu multiplizieren wir die
Summanden in (3.2) dementsprechend aus. Der Term mit lexikographisch
kleinstem Exponententupel in X; — zq,..., X, — x4 ist dann

qe(T1, ... ,a:s)h'fl (1) -+ -h’;s (xs) (X7 — xl)elkl (X = :Us)esks, (3.3)
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da kein anderer Summand aufer der fiir j = k£ zum Potenzprodukt mit dem
Exponententupel (e1ky, ..., esks) beitragt.

Nach Teil (i) ist das Polynom Q(Xj, ..., X, Pi(a, X1),..., Ps ( X)) gleich
0, also ist der Term (3.3) gleich 0, und es folgt gx(z1, ... ) = O]

Lemma 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gibt es ein Polynom @)
wie in Lemma 2 mit degx, q; < yd; fiir alle i, .

Beweis. Wir betrachten die Gleichung

Q<X7 Pl(Q(Z)? X1)7 ] PS<Q<Z)7XS)) = 07

also die Gleichung

Y. GXOPMQZ). X)) PHQZ), X)) =0 (3.4)

0<71,..., Js<n
als homogenes lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten

der ¢; mit degy, ¢; < vd; fiir alle 4, j.

Man erhélt es, wenn man die linke Seite von (3.4) als Linearkombination von
Monomen in X, Z schreibt und einen Koeffizientenvergleich vornimmt. Das
System hat rationale Koeffizienten, und gesucht ist eine nichttriviale Losung.

Die Anzahl N der Unbekannten des Gleichungssystems ist

N=n"-[vdi] - [vds],

und die Anzahl M seiner Gleichungen ist gleich der Anzahl der in (3.4)
vorkommenden Monome in X, Z. Wir bestimmen dazu fiir jede Unbestimmte
X; bzw. Z; den hochsten Grad, mit der sie in (3.4) vorkommen kann.

Fiir X; ist dieser Grad [vd;] — 1 + d;(n — 1).
Fiir Z; ist er

2rn-3n-(n+1)-(n—1)s<2-2¢/n-n-3n(n*—1)-2n
< 24n2T5 < pb
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fiir n > 242; diese Abschitzung gilt wegen der Gradabschiitzung im Darstel-
lungssatz, und wegen r < 24/n, degy, P; < 3n und s < 2n. Es folgt

S

M < S0+’ H(HdJ +di(n —1)).

i=1
Wir erhalten

N w15y ([di])

M = nbr+2)? H::1<h/di—‘ + di<n — 1))

s

n > ~d; 1 ny *
> — = .
— nbr+2)? 11 (vdi +di(n — 1)) nb(r+2)? (7 +n— 1)

Da
2
ny v S _ 7
yHn—1 142 T 14 2y -1
wegen 1 < v < n gilt, folgt
N 1 7N L 22
i > —SrT2P <27 — 1) >n >2>1, (3.5)

unter Verwendung von (3.1). Also ist M < N, und das Gleichungssystem hat
eine nichttriviale rationale Losung. Daher gibt es Polynome ¢; mit (i), die
nicht alle gleich 0 sind, so daf} (3.4) gilt. O

Fiir das néchste Lemma benétigen wir als Hilfsmittel zunéchst das Siegelsche
Lemma. Es liefert eine Abschédtzung der Komponenten einer nichttrivialen
ganzzahligen Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems mit be-
schriankten ganzzahligen Koeffizienten.

Siegelsches Lemma. Seien ly,...,ly € Z[X4,..., Xy] Linearfomen vom
Gewicht < w fir eine positive ganze Zahl w. Falls N > M, existiert ein
nichttrivialer Vektor x = (x1,...,xyx) € ZY mitly(z) = --- = lyr(z) = 0 und

|z;| < W= fir allei e {1,...,N}.
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Beweis. Sei z := |w¥ 7 |. Dann ist w < (2 +1)"5" und somit

wz+1<w(z+1) < (z+1)%.
Fiir jedes z € {0, ..., 2}V gilt =S,z < l;(x) < T;z, wobei —S; die Summe der
negativen Koeffizienten von /;, und 7; die Summe der positiven Koeffizienten
von l; sei, fiir alle j € {1,..., M}.
Es gilt S;+T; <w. Seil: ZV — ZM die Abbildung, die ein z = (1, ..., zy)
€ Z" abbildet auf (I1(z),...,lu(x)) € ZM. Diese bildet also den Wiirfel
{0,..., 2}V ab auf eine Teilmenge des Wiirfels {—S;z,...,T;z}.

Der letztere hat (S;z + Tz +1)M < (wz+ 1) viele Elemente. Wegen (wz +

DM < (2+1)" gibt es also zwei verschiedene Vektoren (M, z® € {0,..., 2}V
mit [(z(M) = [(z?). Der Vektor z := () —z® erfiillt dann die Behauptung.
]

Lemma 4. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 inklusive Teil (b) gibt es
ein Polynom @) gemdf$ Lemma 3 so, daf die Koeffizienten der g; gleich —1,
0 oder 1 sind. -

Beweis. Wir wenden das Siegelsche Lemma auf das homogene lineare Glei-
chungssystem aus (3.4) an. Dieses hat ganzzahlige Koeffizienten, wenn die
Polynome Py, ..., P, ganzzahlige Koeffizienten haben.

Die Gewichte der Linearformen der linearen Gleichungen des Systems schét-
zen wir nach oben ab durch das Gewicht des Polynoms auf der linken Seite
von (3.4), wobei wir die Koeflizienten von ¢; als zusétzliche Unbestimmte
betrachten. -

Wir erhalten unter Verwendung der Subadditivitat und Submultiplikativitét

des Gewichts fiir das Gewicht einer Linearform des Gleichungssystems die
obere Abschétzung

- ~ 3n-(n (n—1)s
w e Ty ] Ty (477 (@)
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wobei wir die Abschitzungen wt P; < 4" deg Q; < 4" und degy, P; < 3n
benutzt haben.

Wegen s < 2n, v < n und d; < 4™ 148t sich dieser Ausdruck wiederum nach
oben abschétzen durch

n2n . (n . 4n*)2n . (4n*+2 . 46n*+2>

r+1 r+2, 2
S n4n . 42n . 47n 2n

(n—1)-2n

< 44n2+2nr+1+14nr+4 < 420nr+4 o

Wegen Ungleichung (3.5) gilt ﬁ < 2M < 9p~(+2? und daraus folgt

=S

on—(r+2)? 2

M 2
~7 20nt4 40n—r" 3
wN-M < (4 ) =1 .

Dies ist kleiner als 2, d. h. es ist n’";l?rS’" < %, da n > 80.
Somit liefert das Siegelsche Lemma eine nichttriviale Losung fir (3.4) mit

Komponenten —1, 0 oder 1. Also besitzen die Polynome ¢; nur die Koethi-
zienten —1, 0 oder 1. - O

Beweis von Satz 1. Der Beweis von Teil (a) des Satzes 1 besteht aus Lemma
2 und Lemma 3. Der Teil (b) folgt zusitzlich aus Lemma 4. O

Fiir die Anwendungen miissen z1,...,zs € k bekannt sein, welche ¢(z1, ...,
xs) # 0 erfiillen. Dafiir stellen wir die beiden néchsten Lemmata als Hilfs-
mittel bereit.

Lemma 5. Seiendy,...,d, € N natirliche Zahlen > 2. Seien z1,...,xs € C
iiber Q entweder algebraisch unabhdngig oder algebraisch mit [Q(x;) : Q] > d;
fir allei e {1,...,s} und

S

[Qz1, ..., zs) : Q = [ [[Q(x:) : Q).
i=1
Sei g € Q[X1, ..., X\0 vom Grad < d; in X; fir jedesi € {1,...,s}. Dann
ist q(xy,...,x5) # 0.
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Beweis. Aufgrund der Voraussetzungen sind die Monome % - - - z% € Q(xy,
..., xg) mit 0 < 4, < d, fir alle v € {1,...,s} linear unabhingig tiber Q.
Daher ist g(z1,...,x5) # 0. O

Um auch rationale x1, ..., z, zu erhalten, die das Gewiinschte leisten, benoti-
gen wir das nédchste Lemma.

Lemma 6. Seien B,d, s positive ganze Zahlen und x4, ..., xs € C mit |z >
B+ 1 und |x;|* < || fiir allei € {1,...,s—1}.

Sei q € Z[Xy,...,X;]\0 vom Grad < d in jeder Unbestimmten und mit
ganzzahligen Koeffizienten £, so daff —B <&, < B fir allev € {0,...,d —
1}* gilt. Dann ist q(xq,...,xs) # 0.

Beweis. Seien die v € {0,...,d — 1}* antilexikographisch angeordnet, d.h. v
ist antilexikographisch kleiner als v/, falls

. / ) _ )
dre{l,...;s} v <V Vpy1 = Vi, ... Vo1 = Vi1, Vs = U,

Diese Anordnung sei mit < bezeichnet.

Wir zeigen zunéchst durch vollstdndige Induktion nach dieser Ordnung, dafl

>BZ|:U’{1-~-SC‘S‘S

u<v
pHEY

(3.6)

e

fir jedes v € {0,...,d — 1}* gilt.

Es geniigt, dies zu zeigen. Denn ist v € {0,...,d — 1}* das groBte Element
beziiglich der antilexikographischen Ordnung mit &, # 0, so ist

q(z1,...,25) = Z §u Ttk

ne{0,...,d—1}s
> |t a2 —BZ|$‘1“ N iad I}
u<v
pFEY

Nun zum Beweis von (3.6).
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Induktionsanfang: Sei v = (0,...,0). Dann ist |29 --2% =1 > 0.

Induktionsschritt: Sei v > (0,...,0). Dann ist

j : j : v /
B |x/’f1xgs :B ‘xé”lxg‘s _|_B xll...xgs
p<v p<v’
prv wtY
% v
<(B+1) |zt al

nach Induktionsvoraussetzung. v/ bezeichnet dabei den Vorgidnger von v
beziiglich der antilexikographischen Ordnung.

Es ist nun zu zeigen, dafl dieser Ausdruck < |z ---x%*| ist. Dafiir ist eine
Fallunterscheidung durchzufiihren.

1. Fall: Esist vy = A, vy = A+ 1 firein A € {0,...,d — 2}, und v| = y, fir
alle I € {2,...,s}. Dann ist auch

S

(B+1)[aff o] = (B4 Dl a2

N R TR I P
wegen B+ 1 < |zq].
2. Fall: Es existiert ein m € {1,...,s — 1}, mit v} = --- = v, =d — 1,
Vpoir = A,
= =Up=0Vpy =A+1 firein Ae{0,...,d—2}, und v, = v fiir

alle l € {m+2,...,s}. Dann gilt

(B+1) [zt 2t < (B+1) - |xm+1|(d_1)(d%+w+l+...+é)

_L B+1
= (B+1) - [ema| ™7 < |zmial - 0 < [Zm
wegen B+ 1 < |zy].
Also ist
(BA1)|eh - waf| = (B 1) e at iy

Vs

l//
S ’ .TA+1 m—+2 v

!
mal . xm+2 . .xss
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Eine Voraussetzung von Satz 1 ist s < 2n. Um diese Abschétzung zu erhalten,
benutzen wir in manchen Anwendungen das néchste Lemma.

Lemma 7. Sei s € N mit s > 3, seien x1,...,xs € C paarweise verschieden
und sei f € C[X] vom Grad < s — 2 und nicht konstant. Dann gilt:

(a) Es existiert ein p € C[Xy,..., X,]\0 mit degy, p < s — 2 fiir alle i €
{1,...,s} und mit Koeffizienten der Form x(f(xz;) — f(z;)) fir i,5 €
{1,...,s}, so daff p(z1,...,25) = 0 ist.

(b) Es existiert eine nichttriviale Linearkombination der f(x1), ..., f(xs) mit
Koeffizienten aus Z[xy, ..., x4, die gleich 0 ist. Gilt auflerdem |xq], ...,
|zs| < B fir eine positive ganze Zahl B, so sind diese Koeffizienten

betraglich kleiner als (ZB)%.

Beweis. Wir setzen y; := f(z;) fir alle ¢ € {1,...,s} und schreiben f =
o X,

Die y1,...,ys sind nicht alle gleich: Seien sie sonst etwa alle gleich y. Dann
hat das Polynom f(X)—y vom Grad < s —2 die s verschiedenen Nullstellen
Z1,...,%s und ist daher gleich 0, d.h. f ist konstant im Widerspruch zur
Voraussetzung.

Fiir Unbestimmte X, ..., X, Y, ..., Y, sei

1 X, ... Xi?2 vy
VX, Y):=|[: : L] e (CLX, Y))™ .
1 X, ... X2,

Sei nun P(X,)Y) :=detV(X,Y) € C[X,Y].
Wegen
V(£7 Q) . ((lo, A1y, 052, _]-)T = (f(l‘l) — Y1y, f(xs) - ys)T =0

ist die Matrix V(z,y) singulédr, deswegen gilt P(z,y) = 0.
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Zu (a): Es gilt

P(X,Y) =) sign(m) Xa X2 - X221 Yo

w(s—1)
7'('665
= Z sign(ﬂ) (Yﬁ(s) — Yﬂ(l)) X7r(2)X7%(3) .. 'X;@Q—I)’
7T€65
w(s)>m(1)
wobei G die Menge aller Permutationen von {1,...,s} bezeichnet. Somit

erfilllt p(X) := P(X,y) € C[X] wegen P(z,y) = 0 die Behauptung von Teil
(a). Dabei ist p # 0, da die yy, . .., ys nicht alle gleich sind.

Zu (b): Wir entwickeln die Determinante von V(X)) nach der letzten Spalte.
Demnach ist

P(X,Y) = (—1)*"Y;det Vi + (—1)*"Yaodet Vo + - - - + (—1)***Y, det V,

wobei die VANDERMONDEmatrix V; aus V (X, Y) durch Streichen der letzten
Spalte und i-ten Zeile entsteht, fir alle ¢ € {1,...,s}. Somit ist P(z,y) eine
Linearkombination von y1, . . ., ys, die gleich 0 ist. Die Koeffizienten dieser Li-
nearkombination sind bis auf das Vorzeichen VANDERMONDEdeterminanten,
fir i € {1,..., s} ndmlich

det V; = H (xp — ) #0,
k>l
ki, 1£i
wobel
52
|det Vi = [ lzx—=l< [ 2B)<(2B)*
k>l k>1
kil kil

gilt. Dies zeigt Teil (b). O
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4 Anwendungen des Satzes auf
schwerberechenbare Polynome

Fiir unsere Anwendungen ist der unendliche Koérper k stets der Korper C der
komplexen Zahlen.

4.1 Algebraische Stiitzstellen hohen Grades

Das erste Korollar beschreibt schwerberechenbare Interpolationspolynome
mit algebraisch unabhéngigen Stiitzstellen oder algebraischen Stiitzstellen
geniigend hohen Grades. Fiir die rationalen Werte an diesen Stiitzstellen ist
insbesondere der Wert 0 moglich, in diesem Fall handelt es sich um Polynome
# 0 eines Ideals C[X] - f, also um alle Vielfachen # 0 eines Polynoms f.

Korollar 1. Sei s € N hinreichend grof$, und seien xq,...,x, € C tiber Q
entweder algebraisch unabhingig oder algebraisch mit [Q(z;) = Q] > 2V* fiir
allei € {1,...,s} und

s

Q1. .., 7) : Q = [[[Q(z:) : Q.

i=1

Sei f € C[X] nicht konstant mit f(x;) € Q fir allei € {1,...,s}.
Dann ist L(f) > £/5.

Bemerkungen.

(i) Der genaue Wert der Konstanten g ist hier, wie in den weiteren Ko-
rollaren, nicht wichtig. Es kommt auf die Gréenordnung der unteren
Schranke an.

(ii) Die Bedingung f(x;) € Q trifft insbesondere auf diejenigen Polynome
f zu, unter deren Nullstellen x4, ..., zs sind. Das Korollar besagt daher
auch, daf alle Vielfachen # 0 des Polynoms [[;_,(X — z;) schwerbere-
chenbar sind.
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Beispiel. (Vergleiche auch BAUR und HALUPCZOK [3].) Sei a € Z\{0, £1}
quadratfrei. Ist s hinreichend grof3, sind pi,...,ps paarweise verschiedene
positive Primzahlen > 2v* und ist f € C[X] mit f(a») € Q fiir alle i €
{1,..., s}, s0ist L(f) > g/

Beweis. Sei z; = av fiir alle i € {1,...,s}. Dann ist [Q(z;) : Q] = p; und
[Q(z1,...,25) : Q] = p1 - ps. Korollar 1 148t sich also anwenden. O

Ein solches Polynom f ist beispielsweise f = []7_, (X —apii)- g mit g € C[X]\0
beliebig.

Beweis des Korollars. Sei im folgenden n := deg f. Die zq, ..., x, sind nach
Voraussetzung paarweise verschieden.

Es gilt n > s — 1. Denn sonst sei n < s — 2, und da f nicht konstant ist, folgt
aus Lemma 7, Teil (a), die Existenz eines Polynoms p € C[ Xy, ..., X,]\0 vom
Grad < s—2 < 2V° in jedem X; und mit Koeffizienten +(f(x;) — f(;)) € Q,
so dafl p(z1,...,2,) = 0 gilt, im Widerspruch zu Lemma 5. Somit ist fiir
hinreichend grofles s auch n grofl, und auch die Voraussetzung s < 2n von
Satz 1 ist erfiillt.

Sei P(U,X) == Uy + U X + -+ U, X" — f(z;) € QU, X] fur alle i €
{1,...,s}, und 7 := n. Wir zeigen, dafl damit alle weiteren Voraussetzungen
von Satz 1 erfiillt sind. Die Voraussetzung degUJ_ P; < 3n gilt offensichtlich.
Sei f = Z?:o a; X7 und r := L(f) > logn > 1 fiir n > 2. Es gilt weiter nach
PATERSON und STOCKMEYER [11] die Abschitzung r < 2y/n, eine weitere
Voraussetzung von Satz 1.

Wir gehen indirekt vor und nehmen an, daf 14(r + 2)? < s sei. Dann ist
2r < /s, und fiir algebraische z; ist [Q(z;) : Q] > 2V® > 2% > n?, da wegen
der Gradschranke 2" > n gilt. Weiter gilt, da n grof ist,

s S S 14(r+2)2
o _ n’ > n n 2 > pTr+2)?
2y —1 2n — 1 2 - '

2
Nach Satz 1 existiert dann ein beziiglich P, ..., P, und r nullstellenrelevantes
Polynom ¢ € Q[Xy, ..., X,] mit degy ¢ <yn =n?fiirallei € {1,...,s}. Da
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Pi(a, X) = f(X) — f(x:) # 0 und Pi(a, ;) = f(x;) — f(2;) = 0 fiir alle i ist,
gilt q(x1,...,xs) = 0. Dies ist jedoch nach Lemma 5 nicht moglich.

Dieser Widerspruch zeigt, daf8 14(r + 2)? > s ist. Wegen 2r > r +2 > | /33
fﬁrn24(dar210gn22)folgtrz%@/ﬁ\/EZ%\/E. O
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4.2 Schnell wachsende Stiitzstellen bzw. Nullstellen

Auch bestimmte Interpolationspolynome mit schnell wachsenden Stiitzstellen
sind schwerberechenbar. Die ganzzahligen Werte an diesen Stellen sollen im
Betrag nach oben beschriankt sein, und wie in Korollar 1 ist auch hier der
Wert 0 moglich.

Korollar 2. Sei s hinreichend grof, set B € N mit1 < B < 25 und seien
21, ... x5 € Cmit |z1] > B+1 und |zi41| > |2:|2 fiir allei € {1,...,s—1}.
Sei f € C[X] nicht konstant mit f(z;) € Z und |f(x;)| < & fir alle i €
{1,...,s}. Dann ist L(f) > /5.

Beispiel. Jedes Polynom f mit f(22”\/§]) = 2ilVsl fiirallei € {1,...,s} erfiillt
diese Bedingungen mit B = 25/V31+1 < 25" denn fiir hinreichend grofles s ist

g = 227 > s VAIHL

Also gilt L(f) > %\/5 Ein solches Polynom f interpoliert den Logarithmus
an den schnell wachsenden Stellen 22" fiir alle i € {1,..., s}.

Polynome f, die an diesen Stellen den Wert 0 haben, erfiillen ebenso die
Bedingungen des Korollars 2, und zwar mit B = 1. Also gilt fiir jedes g €
CIX\0 und f = [T, (X —22""") . g die Abschiitzung L(f) > /5. Dies gilt
ebenso fiir Polynome f, die an den Stellen 22" fiir i € {1,...,s} den Wert
0 haben. Diese Polynome hat auch MALAJOVICH in [10] untersucht, seine
Ergebnisse fiihren auf die untere Schranke L(f) > C'/s fiir eine Konstante
¢ > 0.

Beweis des Korollars. Wir gehen wie im Beweis von Korollar 1 vor. Sei wie-
der n := deg f und r := L(f), also ist r < 2y/n. Nach Voraussetzung sind
die x1,...,x, paarweise verschieden.

Es gilt n > s — 1. Denn sonst sei n < s — 2, und da f nicht konstant ist, folgt
aus Lemma 7, Teil (a), die Existenz eines Polynoms p € C[Xy, ..., X,]\0 vom
Grad < s —2 < 2V° in jedem X; und mit Koeffizienten +(f(z;) — f(z;)) € Z
vom Betrag < B, so daB p(x1,...,z,) = 0 gilt, im Widerspruch zu Lemma 6.
Somit gilt die Voraussetzung s < 2n von Satz 1, und fiir hinreichend grofles
s ist auch n grofi.



4.2 Schnell wachsende Stiitzstellen bzw. Nullstellen 33

Wir setzen wie im Beweis von Korollar 1 wieder

fiir alle i € {1,...,s}, und 7 := n. Wie dort gilt degy;, P; < 3n. Wir nehmen
an, daB 14(r + 2)? < s sei; dann gilt 2v° > n? und

2 s
( i ) > n7(r+2)27
2y —1

genau wie im Beweis von Korollar 1. Zu iiberpriifen sind nur noch die Vor-
aussetzungen in Teil (b) von Satz 1.

Zum einen hat P;(U, X') ganzzahlige Koeffizienten, und es gilt degy P, = n <
4" sowie
WP <n+1+[f(z) <n+1+2" <n+142" <47,
fir jedes 7 € {1,...,s}.

Teil (b) von Satz 1 zeigt somit, dafl es ein nullstellenrelevantes Polynom ¢
mit degy, g < yn = n? fiir allei € {1,..., s} gibt, das sogar die Koeffizienten
—1, 0 oder 1 hat.

Es gilt g(x1,...,xs) = 0, da ¢ nullstellenrelevant beziiglich Py, ..., P, und r
ist. Dies ist nach Lemma 6 aber nicht moglich, da |z;| > B+ 1 > 2 und
|Tipn| > | ®” > || st fiir alle i € {1,...,s — 1}.

Es folgt 14(r +2)? > s, und wie im Beweis von Korollar 1 folgt r > £/s. O

Wachsen die Stellen x4, ..., z, nicht so schnell wie in Korollar 2, so erhalten
wir die etwas schwichere untere Schranke %6 3/s:

Korollar 3. Sei s hinreichend grof$, sei B € N mit 1 < B < 25" und seien
T1,..., x5 € C mit |x1| > B+ 1 und |xipq| > |z)? fiir allei € {1,...,s—1}.
Sei f € C[X] nicht konstant mit f(z;) € Z und |f(x;)] < £ fir alle i €
{1,...,s}. Dann ist L(f) > 7 /s.
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Beispiel. Ein Polynom f mit f(2%) = 2 fiir alle i € N mit 14 logs <i < s
erfiillt diese Bedingungen mit B = 251, (Insbesondere gilt |z = 22" 7" >
B+1.) Esinterpoliert den Logarithmus an den schnell wachsenden Stellen

22" fiir i € N mit 14 logs < i < s. Es folgt L(f) > L/s— [logs] > /s
fiir alle hinreichend groflen s.

Ein Polynom f, das an den Stellen 22 fiir alle i € {1,...,s} den Wert
0 hat, erfiillt mit B = 1 ebenso die Bedingungen in Korollar 3. Also ist
f=TI_1(X = 2*) - g mit beliebigem g € C[X]\0 schwerberechenbar, d.h.
hier, daB8 L(f) > & /s gilt. Das Polynom [];_; (X —2?') selbst wurde bereits

von ALDAZ ET AL. in [1] behandelt. Dort wird L(J]_,(X —2%)) > C, /=2

log s

fiir eine Konstante C' > 0 gezeigt.

Beweis des Korollars. Wir setzen t := |/s] und y; := x; fir alle i € N mit
1 <4< [7]. Dann gilt

il = 2l < Jwaal® <o <zl = gl

Wir nehmen an, da 14(r +2)* < | 2] fiir r := L(f) gelte. Dann ist 2r < /s
und somit 2¢ > 2Vs > 2% > n? laut Gradschranke, wobei n := deg f.

Wir gehen nun genau so vor wie in Korollar 1 bzw. 2, allerdings mit den
Stellen yq, . .. JY|z) statt zq, .. @

Es gilt n > [$] — 1. Denn sonst sei n < [] — 2, und da f nicht kon-

stant ist, folgt aus Lemma 7, Teil (a), die Existenz eines Polynoms p €
C[X1,..., X5)]\0 vom Grad < [§] —2 < 2" in jedem X; (wegen s < -2 =
| /5] - 2LV fiir groBes s), und mit Koeffizienten +(f(y;) — f(y;)) € Z vom
Betrag < B, wobei 4,j € N mit 1 <4,j < [3], so daB p(y1,...,y;s)) =0
gilt, im Widerspruch zu Lemma 6.

Wir setzen nun
PU,X):=Ug+ U X +---+ U X" — f(y;) € ZIU, X]

fir i € Nmit 1 <7 <[], und v :=n.
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Die Voraussetzungen von Satz 1 inklusive Teil (b) sind erfiillt, genau wie in
Korollar 1 und 2, allerdings mit |?| statt s. Daher existiert ein beziiglich

P, P und 7 nullstellenrelevantes Polynom ¢ mit Koeffizienten —1, 0
oder 1, so daB degy, ¢ < yn = n? fiir alle i € N mit 1 <4 < [2] gilt. Da
somit q(yi, . .. Y|z J) = 0 ist, erhalten wir einen Widerspruch zu Lemma 6.

Dies zeigt 14(r 4+ 2)2 > [2], also ist 7 > £/[2] > & w1z = /s fiir

hinreichend grofies s. 0
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4.3 Algebraische Nullstellen beliebigen Grades > 2

Korollar 1 gilt insbesondere fiir Polynome f mit Nullstellen zq, ..., z,, die
algebraisch von geniigend hohem Grad sind. Wir formulieren nun die entspre-
chende Aussage mit algebraischen Nullstellen zi,...,z, beliebigen Grades
> 2 iiber Q. Man mufl dabei zusétzlich voraussetzen, dafl fiir jede Nullstelle
x; nur begrenzt viele Konjugierte von x; ebenfalls Nullstellen von f sind.

Ein Beispiel dafiir ist das Polynom f = []°_,(X — \/p;) mit paarweise ver-
schiedenen positiven Primzahlen py,...,ps. Das Polynom f ist schwerbere-
chenbar, siehe auch BAUR [2]. Korollar 4 zeigt, dal jedes Polynom f - g
schwerberechenbar ist (d.h. L(fg) > £+/s fiir hinreichend grofes s), sofern
jede der Zahlen —,/py, ..., —,/ps nicht Nullstelle von g € C[X] ist. Uber die
Komplexitét des Polynoms f- [, (X 4+ /p;) = [[,_,(X* —p;), bei dem die
rationalen Koeffizienten vergleichsweise klein sind, kénnen wir mit unseren
Mitteln keine Aussage machen.

Korollar 4. Sei s hinreichend groff und seien xi,...,xzs € C algebraisch
iber Q mit [Q(x;) : Q) = m; > 2 fir alle i € {1,...,s} und mit

[Q(z1,...,25) : Q] = my - - -ms.

Dann hat jedes Polynom f € C[X]\O mit f(x1) = --- = f(z5) = 0 und so,
dafs

deg ggT(f, Mipo,,) < % fir allei € {1,...,s} ist,

Komplexitit L(f) > £+/s.

Bemerkung. Mit Mipo,, € Q[X] bezeichnen wir das Minimalpolynom von z;
iiber Q. Es ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom # 0 minimalen
Grades m;, so da8 Mipo, (z;) = 0 gilt. Die Bedingung

)

deg ggT(f, Mipo,,) < m;

bedeutet, daB fiir jedes 7 € {1,..., s} mindestens [7%*] viele Konjugierte von
x;, also die Nullstellen von Mipo,., nicht Nullstellen von f sind.

x;)
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Beweis des Korollars. Es gilt fir n :=deg f, da n > s ist, da [[_ (X — )
Teiler von f ist. (Die Nullstellen xy, . . ., s sind nach Voraussetzung paarweise

verschieden.) Sei f = Y " ja; X7.
Seii € {1,...,s} fest.

(i) Falls m; > 2n, setzen wir
PU,X)=Uy+U X +---+ U, X"

fiir die Unbestimmten Uy, ..., U,. Dann ist P;(a, X) = f(X) # Ound P;(a, x;)

(ii) Falls m; < 2n, bestimmen wir P; wie folgt:
Sei 7; := Mipo,, € Q[X], also m; = deg ;.
Sei g; == ggT(f, m;) und t; := deg g; < 5.

Gesucht sind nun v, w € C[X] mit degv < m; — t; und degw < n — t;, die
die Polynomgleichung
vf +wm = g;

losen.

Wir vergleichen die Koeffizienten der Monome X7#+tmi—ti=1  Xt+l Xt quf
beiden Seiten dieser Polynomgleichung und erhalten ein lineares Gleichungs-
system

Ar =e (4.1)
fiir die unbekannten Koeffizienten von v bzw. w, und zwar mit einer quadra-

tischen Koeffizientenmatrix A € Ct+mi=2t)x(ntmi=2ti) yndq der rechten Seite
e:=(0,...,0,1)T € Qntmi—2i

Wir zeigen nun, dafl es genau eine Losung des Gleichungssystems (4.1) gibt.

Zur Erxistenz: Seien Polynome V. W € C[X] gegeben mit

VL+WQ:L

9i 9i
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Solche Polynome V, W existieren, da die Polynome f und 7;_ teilerfremd sind.

Durch Division von V durch % mit Rest erhédlt man V = v + Rf mit
Polynomen v und R, wobei degv < m; — t; ist. Es folgt

oLy (Ri+W)ﬂ:1
9i 9i 9i

mit deg (Ri + W) <degv+ (n—t;) — (m; —t;) <n—t;. Wir setzen also
w = R% + W. Die Koeffizienten von v und w 16sen (4.1).

Zur Eindeutigkeit: Sind v, w und v, w die zugehorigen Polynome zweier Lo-
sungen von (4.1), so ist

(v—0)f+(w—w)m =h

mit einem h € C[X] und degh < degg; = t;, also h = 0, da g; das eindeutig
bestimmte normierte Polynom # 0 minimalen Grades in C[X]f + C[X]m; ist.
Aus h = 0 folgt, daB3 % Teiler von v — v ist; somit gilt aus Gradgriinden
v — v = 0. Damit ist auch w — w = 0.

Die Matrix A in (4.1) ist also reguldr, und nach der Cramerschen Regel ist
die eindeutige Losung von (4.1) gegeben durch

xT; =
! det A’
wobei A; aus A durch Ersetzen der j-ten Spalte durch e entsteht.

jzl,,n—i—mz—Qtl,

Fiir Unbestimme U,...,U, sei F' .= Uy + U1 X + --- + U,X". Wie oben
vergleichen wir auf beiden Seiten der Polynomgleichung
OF +wm; = X" + Terme niedrigeren Grades in X,

4.2
wobei 0, w € Q(U)[X], degy ¥ < m; —t;, degxw < n —t;, (4.2)

die Koeffizienten der Monome X"+tmi—ti—1 X%+l X% und erhalten ein

lineares Gleichungssystem

By =e (4.3)
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mit B € Q[U|nmi—2t)x(ntmi=2t) ¢ wie oben, fiir die unbekannten Koeffi-
zienten der Polynome 0, w. Die Eintrage der Matrix B sind dabei polynomial
in jeder Unbestimmten U, fiir v € {0,...,n}, und zwar héchstens vom Grad
1 in U,, wie man aus (4.2) ablesen kann.

Es ist det B # 0, da man durch Einsetzen von aq . . ., a, fiir Uy, ..., U, in der
Matrix B die Matrix A erhélt und det A # 0 ist.

Wir setzen

L det Bj
Y= et B

jzl,,n—le—Qtz,

wobei B; aus B durch Ersetzen der j-ten Spalte durch e entsteht.
Der Vektor ¥ := (Y1, ..., Ynitm_2:,)" ist dann eine Lésung von By = e, bzw.
das zugehorige Paar 0, Losung von (4.2). Durch Einsetzen von g in U in

diese Losung erhalten wir die Losung v, w gemé$ (4.1), denn aus den Matrizen
B; bzw. B erhélt man so A; bzw. A.

Es sei P(U, X) := (det B)(vF + wm;) € Q[U][X].
Dann ist degy P; = ¢; < %, und fiir jedes v € {0,...,n} ist

degy, Py <max{deg; detB; |1 <j<n+m;—2t}+1
<(n+m; —2t;—1)+1<3n

wegen m; < 2n, und da die Eintrage der Matrizen B; hochstens vom Grad 1
in U, sind. (Wir entwickeln det B; nach der Spalte e.)

Ferner ist Pi(a, X) = (det A)(vf + wm;) # 0 und Pi(a,x;) = 0, da z; € C
gemeinsame Nullstelle von f und 7; ist.

(iii) Wir setzen

fy::min<{%‘mk>2n,1§k§s}u{%‘mj§2n,1§jgs}>.
n j
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Damit ist v > 2, da ¢; < 5%, und somit gilt

72

2v —1

>

Q| >

Nach Konstruktion gilt vdegy P; < m; fir alle ¢ € {1,...,s}. Denn ist
v = 2k fiir ein my, > 2n, so ist

Tk <M =my,  falls my > 2n,
vdegx P =\ ., ms
und ist v = T—JJ fiir ein m; < 2n, so ist
Top < Mop=m,, falls m; > 2n,
vdegx P =< . ,
Wir kénnen Satz 1 mit diesen Polynomen P fiir 7 € {1, ..., s} und diesem ~

anwenden. Sei dazu r := L(f); dann gilt r < 2y/n.

Unter der Annahme, daB (%)° > n"r+2? gei gilt

2 s s
Y > % > n?(r+2)2.
2y —1 3

Dann existiert nach Satz 1 ein beziiglich P, ..., P, und r nullstellenrelevantes
Polynom ¢ € Q[X1,..., X ] mit degy, ¢ < ydegy P < m; fiir 1 < i < s.
Da P;(a,X) # 0 und Pi(a,x;) = 0 nach Konstruktion der P; gilt, ist also
q(xy,...,xs) =0, im Widerspruch zur Voraussetzung an die xy, ..., x5 wegen
Lemma 5.

Dies zeigt, daB (%)8 < n72)? gilt, also ist (fiir r > logn > 2)

1 4 s 1 s
2r >r+2 >4/ =log—= > — ,
7 3\ logn = 5V logn
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und somit

1 S
> — .
— 10 logn

r (4.4)

Der Vergleich mit der Gradschranke, namlich r» > max{log n, %0 log‘n}’

zeigt r > %\3/5 (durch Elimination von n in logn = -, /=2

10 1ogn>' O

Wir geben nun einige Folgerungen dieses Korollars an.

Folgerungen

1. Bsist L(g-]T}_,(X —x;)) > £/ fiir alle hinreichend groBen s, wobei fiir
die algebraischen Erweiterungen Q(x;),...,Q(xs), jeweils vom Grad
> 2 iiber Q, wieder

[Qz1, ..., zs) : Q) = [[[Q(x:) : Q)
i=1

gilt, und fiir jedes i ist kein Konjugiertes von x; Nullstelle von g € C[X].
Beispiel: Es ist L(g-[];_,(X — /D7) > £+/s fiir alle hinreichend groBen
s, wobei pq,...,p, paarweise verschiedene positive Primzahlen sind,
und g € C[X] mit g(—/p;) # 0 fiir alle i € {1,...,s}.

2. Die Formel (4.4) im Beweis zeigt L(IT_,(X — z;)) > &, /o5 fiir
alle hinreichend groflen s, wobei fiir die algebraischen Erweiterungen
Q(z1),...,Q(xy), jeweils vom Grad > 2 iiber Q, wieder

s

[Qz1, ..., zs) : Q) = [ [[Q(x:) : Q)

i=1
gilt.

Beispiel: Es ist L([T_1(X — /D)) > 154 /1e fiir alle hinreichend
groflen s, wobei wie oben pq,...,ps paarweise verschiedene positive

Primzahlen sind. Dies ist das in der Einleitung erwihnte Resultat von
HEINTZ und MORGENSTERN in [7].
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4.4 Algebraische Werte an rationalen Stiitzstellen

Das néchste Korollar beschreibt schwerberechenbare Interpolationspolynome
mit rationalen Stiitzstellen und gewissen Werten an diesen Stellen, die iiber
Q algebraisch unabhéngig oder algebraisch vom Grad > 2 sind.

Korollar 5. Sei s hinreichend grofi, seien yi,...,ys € Q und sei f € C[X],
wobei f(y1), ..., f(ys) tber Q entweder algebraisch unabhingig seien, oder
algebraisch mit [Q(f(y;)) : Q] > 2 fiir alle i € {1,...,s} und

S

QUf (1), - f(ys) : Q) = [[IQ(f(w:)) : Q.

i=1
Dann ist L(f) > +/s.
Beispiel. Ist s hinreichend grof, sind py, . .., ps paarweise verschiedene posi-
tive Primzahlen und ist f € C[X] mit f(i) = \/p; fiir alle ¢ € {1...,5}, so
ist L(f) > 195,

Beweis des Korollars. Zunéchst sind laut Voraussetzung die vy, . .., ys paar-
weise verschieden und f nicht konstant.

Fir n := deg f gilt n > s — 1. Denn sonst zeigt Lemma 7, Teil (b), dafl
eine nichttriviale Linearkombination der f(y1),..., f(ys) mit Koeffizienten
aus Zyi, - . ., ys] € Q existiert, die gleich 0 ist, im Widerspruch zu Lemma 5.

Sei PZ(Q,X) = Uy + Uy, +U2yl2+ +Unyf - X € Q[Q,X] fiir alle
ie{l,...,s},und v := 2.

Sei f =377 a;X7. Dann ist Pi(a, X) = f(y:) — X # 0, und Pi(a, f(y:)) =
fyi) — f(y;) =0 fiir alle i € {1,...,s}. Sei r := L(f); also gilt r < 2¢/n.

Es gelte (5)* > n+2°  dann gilt

2 s s
i _ (2 s e,
2y —1 3

und es existiert nach Satz 1 ein beziiglich Py, ..., P, und r nullstellenrele-
vantes ¢ € Q[X1,..., X | mit degy, ¢ < 2 fiir 1 <i < 5. Es gilt dann also
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q(f(y1),- .., f(ys)) = 0. Dies ist nach Lemma 5 aufgrund der Voraussetzun-
gen an die f(y1),..., f(ys) nicht moglich, und es folgt (%)s < n’r+2? also
r> é\g/g wie im Beweis von Korollar 4. O

Bemerkung. Gilt neben den anderen Voraussetzungen in Korollar 5 sogar

Q(f(v:)) : Q] > 2V5 fiir alle i € {1,...,s}, so gilt L(f) > %\/5

Beweis: Wir benutzen dieselben Polynome P; wie in Korollar 5, und fiir
v :=n ist
2 2 2
r T .2
2v—1 2n—1 2n 2

Es gelte 14(r + 2)? < s, dann gilt 7 < /s und

s 14(r+2)2 9
(g) > (g) > 727 letgteres fiir groBes n.

Aus Satz 1 folgt q(f(y1),..., f(ys)) = 0 mit degy. ¢ < n fiir allei € {1,...,
s}, und dies ist wegen [Q(f(y;)) : Q] > 2v® > 2" > n (Gradschranke)
ein Widerspruch zu Lemma 5. Es folgt 14(r 4+ 2)? > s, also r > 1/s fiir
hinreichend grofles s, wie im Beweis von Korollar 1. O

Beispiel. Sei a € Z\{0,+1} quadratfrei. Ist s hinreichend grof}; sind py, ...,
ps > 2V paarweise verschiedene positive Primzahlen und ist f € C[X] mit

fi) = ari fiir alle i € {1,...,s}, s0ist L(f) > £1/5.
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4.5 Schnell wachsende Werte an ganzzahligen
Stiitzstellen

Das néchste Korollar beschreibt schwerberechenbare Interpolationspolyno-
me mit ganzzahligen, im Betrag nach oben beschrinkten Stiitzstellen, aber
schnell wachsenden Werten an diesen Stellen.

Korollar 6. Sei s hinreichend grof, sei B € N mit 1 < B < 25, seien
Yty Ys € Z mit |y;| < B fir allei € {1,...,s}, und sei f € C[X] mit
2

If(y1)| > (2B)= und | f(yis1)| > |f(vi)|? fiir allei € {1,...,5—1}. Dann ist
I > Lo

Beispiel. Ein Polynom f mit f(2°) = 22" fiir alle s € Nmit 1+3logs < i < s
erfiillt diese Bedingungen mit B = 2%5~; denn wir haben s — [3logs] viele
Stellen, und es gilt

)l = [FRIE) > 22 = (2B)% > (2B)3( [3lose)”,
Es interpoliert die Exponentialfunktion an den Stellen 2¢ fiir 1 +3logs < i <

s. Es folgt L(f) > £{/s — [3log s| > 15+/s fiir alle hinreichend groBen s.

Beweis des Korollars. Zunéchst sind laut Voraussetzung die v, . .., ys paar-
weise verschieden und f nicht konstant. Wir gehen wie in Korollar 5 vor. Sei

dazu wieder n := deg f und r := L(f).

Es gilt n > s—1. Denn sonst gibt es nach Lemma 7, Teil (b), eine nichttriviale
Linearkombination der f(y1),..., f(ys) mit Koeffizienten aus Zyy, . .., ys] C
2

Z vom Betrag < (2B)7, die gleich 0 ist, im Widerspruch zu Lemma 6.

Wir setzen wie im Beweis von Korollar 5
P(U,X):=Uy+ Uy + U2yi2 -+ Uny — X € Z[U, X]

fiir alle i € {1,...,s} und v := 2. Wir nchmen an, da8 (3)* > n’r+2* gei.

Dann gilt
2 s s
v 4 7(7"-‘,—2)2
=(=] > .
(27 - 1) (3) !
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Wir priifen nun die Voraussetzungen fiir Teil (b) von Satz 1.

Zum einen hat jedes P;(U, X) ganzzahlige Koeffizienten, und es gilt degy P;
=1 < 4" sowie

wtP <1+B+B?*+---+ B"+1<max{n+2,B""}
< 25 < gintan _ gin® <y’

fiir groffe s und n, da ohne Einschréankung r» > 2 wegen der Gradschranke
r > logn gilt.

Satz 1 mit Teil (b) zeigt somit, daf es ein nullstellenrelevantes Polynom ¢
mit degy, ¢ < 2 fiir alle i € {1,..., s} gibt, das sogar die Koeffizienten —1, 0
oder 1 hat.

Es folgt q(f(y1), .-, f(ys))

= 0, was nach dem Lemma 6 nicht moglich ist,
da | f(y1)| = 2 und |f(yis1)] = |

(y;)|? fiir alle i € {1,...,s — 1} gilt.

Es folgt also (5)* < n™+2? und somit r > /s fiir alle hinreichend grofien
s, wie im Beweis von Korollar 4. O

Bemerkung. Gilt neben den anderen Voraussetzungen in Korollar 6 sogar
i) > | F(y) 2 firalle i € {1,...,5— 1}, so gilt L(f) > L5,

Beweis: Wir benutzen dieselben Polynome P; wie im Beweis von Korollar 6,
und v := n liefert

72 n? n? n

2y—=1 2n—-1 2n 2

Es gelte 14(r + 2)? < s, dann gilt r < /s und

s 14(r+2)2
(ﬁ> > (E) > n7(r+2)2, letzteres fiir n > 4.

2 2
Satz 1 zeigt q(f(y1)....,f(ys)) = 0 fiir ein ¢ # 0 mit degy, ¢ < n fiir alle
i €{1,...,s}, wobei die Koeffizienten des nichttrivialen Polynoms ¢ alle 0,

1 oder —1 sind. Dies ist ein Widerspruch zu Lemma 6 wegen Vs > 9or >
(Gradschranke). Wir erhalten 14(r + 2)* > s, also r > /s fiir alle hinrei-
chend groflen s, wie im Beweis von Korollar 1. O
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Beispiel. Ein Polynom f mit f(2¢/V31) = 22! fiir alle i € {1,..., s} erfiillt
diese Bedingung mit B = 2:/V5l; denn es gilt [f(y1)| = |f(2VF])| > 227" >

(2B )é fiir alle hinreichend grofien s. Es interpoliert die Exponentialfunktion
an den Stellen 2V fiir alle i € {1,..., s}. Es gilt also L(f) > £/s.

Auch gewisse Vielfache der Polynome aus Korollar 6 sind schwerberechenbar:
Korollar 7. Sei s hinreichend grof, sei B € N mit 1 < B < 25, seien
Yty -, Ys € Z mz’t ly:| < B fiir alle i € {1,...,s}, und sei f € C[X] mit

f)| > (2B)F und [f (i)l = 1f ()] fW alle v € {1,...,5 — 1} Sei
gE (C[X]\O mit |g(y;)| < 25 fir alle i € {1,...,s}. Dann ist L(fg) \/_

Beweis des Korollars. Sei n := deg fg. Dann ist n > deg f > s — 1; man
vergleiche dazu den Beweis von Korollar 6. Sei r := L(fg).

Wir setzen Pi(U, X) := 37, Uyl — g(y:) - X € Z[U, X] fir i € {1,...,s}.
Dann ist degy P, = 1 < 4™ und

wtP, <14 B+ B>+ -+ B"+2° <max{n+1, B"} +2°
< 21+82-2n < 24n2-4n — 216n3 < 4nr+2

fiir groffe s und n, da wegen der Gradschranke r > logn > 2 gilt.

Sei fg = Y7 ga; X7, Dann ist Pi(a, X) = (fg)(y:) — g(y:) - X # 0 und
Pi(a, f(y:)) = 0.

Sei 7 := 2. Es gelte (4)° > n"0+?°, dann gilt

2 s s
Y . % 7(r+2)2
(7)) - () =

Satz 1 mit seinem Teil (b) zeigt dann die Existenz eines nullstellenrelevanten
Polynoms ¢ mit degy, ¢ < 2 fiir alle i € {1,..., s} und mit Koeffizienten 0, 1
oder —1. Es gilt somit ¢(f(y1, ..., f(ys))) = 0, im Widerspruch zu Lemma 6.

Dies zeigt, daB doch (%)° < n"r+2? ist, also folgt wieder r > + /s, wie im
Beweis von Korollar 4. O
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Schwerberechenbare Polynome erhélt man auch durch Verketten eines Poly-
noms f aus Korollar 6 mit einem Polynom g, das ganzzahlige Koeffizienten
und beschrianktes Gewicht besitzt:

Korollar 8. Sei s hinreichend grof, sei B € N mit 1 < B < 25, seien
Ui, Ys € Z mit |y;| < B fir allei € {1,...,s}, und sei f € C[X] mit
2

1f(y)| = (2B)7T und |f(yiv1)| > |f(yi)|? fiir alle i € {1,...,5 — 1}. Sei
g € ZIX)\0 mit wtg < 2°° fir allei € {1,...,s}. Dann ist L(go f) > /5.

Beweis des Korollars. Sei n := deg(go f). Dann ist n > deg f > s — 1; man
vergleiche dazu den Beweis von Korollar 6.

Sei r := L(g o f). Wir setzen P,(U, X) := 377, Uiyl — g(X) € Z|U, X] fiir
alle i € {1,...,s}. Dann ist degy P, <n < 4" und

Wt P, <14 B+ B>+ -+ B"+ 2 <max{n+ 1, B"} +2°
< 21+32-2n < 24n2-4n _ 216n3 < 4nr+2

fiir grofe s und n, da ohne Einschriankung r» > 2 wegen der Gradschranke
r > logn gilt.

Sei go f = Z?:oanj- Dann ist P(a, X) = g(f(y;)) — g(X) # 0 und
Pi(a, f(y;)) = 0. Sei v := n und ohne Einschrankung 2r < /s — 1.

Wir setzen nun ¢ := |/s| und z; := f(y;) fir alle i € Nmit 1 <4 < |3].
Dann ist

t t t—1
‘xi|2 = |f(yzt)|2 < |f(yzt+1)\2 << |f(y(i+1)t)‘ = |z

und 2t > 2 V51 > 221 > n? laut Gradschranke.

Es gelte 14(r +2)* < [ 2], dann gilt

v? L] _ n? %] - (ﬁ) 1£] - <ﬁ>14(r+2)2 > pT0+2)
2y —1 m—1 2 2 =

fiir alle hinreichend grofien n.

Satz 1, angewendet auf die xq,...,2|s), zeigt nun die Existenz eines null-
stellenrelevanten Polynoms ¢ mit degy ¢ < n? < 2! fiir alle i € N mit
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1 <i < |7] und mit Koeffizienten 0, 1 oder —1. Es gilt g(z1, ... ,xL%J) =0,

im Widerspruch zu Lemma 6.

Dies zeigt, daB doch 14(r 4 2)? > | 2] ist. Es folgt » > 1z /s fiir alle hinrei-
chend groflen s, wie im Beweis von Korollar 3. O
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4.6 Algebraische oder schnell wachsende Koeffizienten

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafl Satz 1 auch bisher bekannte
schwerberechenbare Polynome mit algebraischen oder schnell wachsenden
Koeffizienten liefert, die bereits STRASSEN [14] angegeben hat. Weitere Bei-
spiele fiir schwerberechenbare Polynome mit gewissen Koeffizienten sind bei
VON ZUR GATHEN und STRASSEN [5] oder bei HEINTZ und SIEVEKING [§]
zu finden.

Korollar 9. Sei n hinreichend grofS und seien ay,...,a, € C algebraisch
iber Q mit [Q(a;) : Q] > 2 fiir allei € {1,...,n} und

n

Q(ar,. .. a,) : Q = [[[Q(a) : Q.

i=1
Sei f =371, ;X" € C[X]. Dann ist L(f) > 15/ pan-
Beispiel. Ist n hinreichend grof, sind py, . .., p, paarweise verschiedene posi-

tive Primzahlen und ist f = 377, \/piX" € CIX], soist L(f) > 151/ 1oen-
Beweis. Wegen [Q(\/p;) : Q] = 2 fiir alle ¢ € {1,...,n}, und [Q(\/p1, ..,
VPn) + Q] = 2" 1aBt sich Korollar 9 anwenden. O

Beweis des Korollars. Wir setzen s := n und P;(U, X) := X — U; fur alle
ie€{l,...,s}. Sei v :=2und r := L(f). Die Polynome Pi(a, X) = X — q;
sind # 0, und es gilt Pi(a,a;) = a; —a; =0 fir allei € {1,...,s}.

Es gelte (2)" > n70+2° dann gilt

2 s s
il _(2) s e,
2y -1 3

und die Voraussetzung (3.1) von Satz 1 ist erfiillt.

Nach Satz 1 gibt es somit ein Polynom ¢ € Q[X1, ..., X,]\0 mit degy, ¢ < 2
fir alle : € {1,...,s} und mit g(aq,...,as) = 0. Wegen Lemma 5 ist das
nicht moglich.
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Dies zeigt (3)" < n’c+2? also 1 > = g fur alle hinreichend grofien

n. ]

Sind die Koeffizienten eines Polynoms algebraisch unabhéngig oder algebra-
isch von geniigend hohem Grad, erhalten wir eine optimale untere Komple-
xitétsschranke %\/ﬁ fiir den Grad n des Polynoms.

Korollar 10. Sei n hinreichend grofi, seien ay,...,a, € C iber Q entweder
algebraisch unabhingig oder algebraisch mit [Q(a;) : Q] > n fir alle i €
{1,...,n} und

n

[T10@) : QL.

i=1

)
—
S

-
S
S
~
=)
I

Sei f=Y" a; X" € C[X]. Dann ist L(f) > £/n.

Beispiel. Ist n hinreichend grof, sind py,...,p, > n paarweise verschiedene
L -

positive Primzahlen und ist f =7, e XI € C[X], so ist L(f) > $v/n.
Beweis. Wegen [Q(e’%l) :Q] =p;—1firallej € {1,...,n}, und [Q(e%i, e

27i

erm):Q]=(p1—1)---(p, — 1) laBt sich Korollar 10 anwenden. O

Beweis des Korollars. Sei s :== n und Pi(U,X) = X — U; fiir alle i €
{1,...,s}. Sei v :==n und r := L(f).

Es gelte n7+2” < (5)", dann gilt

2 n 2 n 2\ "1 n
7 (2 N L <ﬁ) S pTr+2)?
2y —1 2n —1 2n 2

Satz 1 zeigt dann die Existenz eines Polynoms ¢ € Q[Xy,..., X,]\0 mit

degy. ¢ < n fiir alle i € {1,...,s} und ¢(ai,...,a,) = 0, was Lemma 5
widerspricht. Es folgt n’+2* > (2)™ und somit 2r > r + 2 > /\/n fir
alle hinreichend grofien n, also ist r > %\/ﬁ O

Auch Polynome mit schnell wachsenden Koeffizienten kénnen mit unserer
Methode behandelt werden:
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Korollar 11. Sein hinreichend grofS, und seien ay, ..., a, € C mit |a;| > 2
und |aiy1| > |a;|* fir allei € {1,...,n—1}. Sei f = 3" a; X" € C[X].
Dann ist L(f) > L, /=2

10 logn *

Beispiel. Tst n hinreichend groB, und ist f = Y7, 2% X' € C[X], so ist

L(f) Z %\/ logn'

Beweis. Wegen |22| = 2 und |22 = 222 fiir ¢ € {1,...,n — 1} liBt sich
Korollar 11 anwenden. O

Beweis des Korollars. Wir gehen so vor wie im Beweis von Korollar 9. Sei
s:=n,r:=L(f) und v := 2.

Die Polynome P;(U, X) = X — U; haben ganzzahlige Koeffizienten, und es
gilt degy P, = 1 < 4" sowie wt P, = 2 < 4" fiir alle i € {1,...,n}. Die

Voraussetzungen von Teil (b) in Satz 1 sind also erfiillt.

Es gelte (2)" > n™0+2° dann gilt

2 s s
il I R
2y -1 3

und die Voraussetzung (3.1) von Satz 1 ist erfiillt.

Nach Satz 1, Teil (b), gibt es somit ein Polynom ¢ € Q[Xq,..., X,]\0 mit
Koeffizienten 0, 1 oder —1, so da8 ¢(ay,...,as) = 0 gilt. Wegen Lemma 6 ist
das aber nicht moglich.

Dies zeigt (5)" < n+2? also r > - Toer O
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5 Vielfache von Polynomen mit speziellen
Koeffizienten

In Abschnitt 4.6 konnten wir Polynome f mit algebraischen oder schnell
wachsenden Koeffizienten behandeln. Um auch schwerberechenbare Vielfa-
che f - g solcher Polynome f zu erhalten, benutzen wir eine Methode, die
wieder mit den Nullstellen von f arbeitet. Dafiir verwenden wir eine mo-
difizierte Version von Satz 1, die dies zuldafit. Wir zeigen die Existenz eines
nullstellenrelevanten Polynoms ¢, das die spezielle Form eines Polynoms in

01(X),...,05(X) hat. Die Polynome o7, . . ., 05 bezeichnen die elementarsym-
metrischen Funktionen in den s Unbestimmten X1, ..., X, also
oi(X) = Y XX, €Z[Xy,... X]

1<j1<<ji<s

fur allet € {1,...,s}.

Gilt somit fiir x4, ...,z baw. fir oy(z),...,0s(z), daB p(o1(z),...,0:(z)) =
0 nicht erfiillt ist, so sind alle Polynome, die mindestens die Nullstellen x4, . . .,
xs besitzen, schwerberechenbar. Dies sind alle Polynome der Form fg mit
= TEa(X —2) = X° + Y0 (<)o, i(z)X und g € C[X]\0. Es
geniigt dann, nur die Koeffizienten von f zu kennen, nicht die Nullstellen.

Wir werden in diesem Kapitel diese Idee durchfiithren. Wir zeigen zunéchst
die Modifikation von Satz 1.

Satz 2. Seienr,s,n € N>y mit r < 2v/n, s <2n und n > 482,

Seien Py, ..., Py € Q[Uy,...,U,, X] Polynome mit degy P, = --- = degy P
und degy, P; < 3n fir allei € {1,...,s} und alle j € {0,...,n}. Seiy € R
mit 1 <~ <n und

2 s
( il ) > pS0+2? (5.1)

S+ 7y

(a) Dann gibt es ein bzgl. Py,..., Ps und r nullstellenrelevantes Polynom
q € Q[Xy,...,X,| der Form

q( Xy, ..., Xs) =plo1(X),...,04X))



Vielfache von Polynomen mit speziellen Koeffizienten 53

mit p € Q[Y1,...,Ys] und degy, p < ydegy Py fiir alledi € {1,...,s}.

(b) Haben die Polynome Py, ..., P; auflerdem ganzzahlige Koeffizienten, und
gilt wt P, < 4" fiir alle i € {1,...,s} und degyx P < 4™, so gibt es
ein Polynom p gemdfs Teil (a) derart, daf$ alle seine Koeffizienten gleich
—1, 0 oder 1 sind.

Beweisidee: Wir gehen so vor wie im Beweis von Satz 1, setzen aber die dort
auftauchenden ¢; an als

ql'<X1, e 7Xs) = pl<0-1<X)’ ooy Us(X))
Die p; € QY1 ..., Y;] wihlen wir so, dafl degy, pj < vd fiir alle ¢, j gilt, wobei
d:=degy P, = - =degy P ist.
Wieder gilt Lemma 2. Zu zeigen sind noch die Analoga zu Lemma 3 und

Lemma 4.

Lemma 8. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 gibt es ein Polynom

Q: Z qz<X17"'7XS)Y1j1"'}/;jS EQ[X7X]\O

0<j1,....js<n?

wie in Lemma 2, so dafy gilt: q¢;(X1,...,Xs) = pj(o1(X),...,04(X)) mit
pj € Q1, ..., Y] und degx, p; < ~vd fiir alle i, j.

Beweis. Wir betrachten die Gleichung

Q(Ka Pl(Q(Z)vxl)v o '7Ps<

S
S
=
Il
\.O

also

B pnE) PR X) - PAQIZL X =0

(5.2)

mit degy, p; < 7d fiir alle 4,j. Wir fassen diese auf als homogenes lineares
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten der p; als Unbekannten; dies sind
N = (n? - [yd])® viele.
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Der hochste Grad, in dem ein X; vorkommen kann, ist nun s([yd] — 1) +
d(n®—1).

Bei der Abschitzung fiir den hochsten Grad in einem Z; bekommen wir

2rn-3n-(n+1)-(n®>—1)s
<2-2\/ﬁ-n-3n~2n-n2~2n:48n%+6§n7ﬁirn2482.

Die Anzahl M der Gleichungen ist somit

M < 0"t (1 4 syd + d(n® — 1))°.

Es ist nun
~dn? < ydn? B yn?
1+syd+dn2—1) ~ d+syd+dn®—1) sy+n?
L | ¥

s%+1_s%+1_37+72_5+7’

da d > 1 und v < n. Ungleichung (5.1) liefert also

=l=

S 1 ydn? B
— n7+2? \ 1+ syd + d(n? — 1)

1 72 s 2)2
= n7(r+2)2 s +’}/ > n(T-‘r ) Z 2> ]-7

(5.3)

d.h. N > M, und es existiert somit eine nichttriviale Losung fiir das Glei-
chungssystem. O

Lemma 4 hat folgendes Analogon.

Lemma 9. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 inklusive Teil (b) ist das
Polynom Q) aus Lemma 8 so wihlbar, daf§ die Koeffizienten der p; gleich —1,
0 oder 1 sind.

Beweis. Wir wenden das Siegelsche Lemma auf das nun abgednderte Glei-
chungssystem aus (5.2) an. Die Gewichte der Linearformen der linearen Glei-
chungen des Systems schéitzen wir nach oben ab durch das Gewicht des Po-
lynoms auf der linken Seite von (5.2), wobei wir nun die Koeffizienten von
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p; als zusétzliche Unbestimmte betrachten. Als obere Abschitzung fiir dieses
Gewicht erhalten wir

. (n2-1)s

s s nrt2 nr (n+1)-3n

p () (47 ()

wobei wt P; < 47" deg @Q; < 4™ und degUJ_ P; < 3n verwendet wurde.

Wegen s < 2n, v < n und d < 4" 148t sich dies weiter nach oben abschiitzen
durch

2
T\ 2n 42 r+2 (n®—1)2n
S n6n . 42nr+1 . 47nr+2-2n3
2 r+1 r+5 r+5
S 46n +2n +14n S 42011 = w.

Wegen Ungleichung (5.3) gilt ﬁ < 2% < 2n~2? yund daraus folgt

gn—(r+2)2 2
M 5 —r“—=3r+1
~—7 20n"+ 40n +
wWwN-M < <4 ) =4 .

Dies ist kleiner als 2, d. h. es ist nrﬁgpl < %, da n > 80.
Somit liefert das Siegelsche Lemma eine nichttriviale Losung fiir (5.2) mit

Komponenten —1, 0 oder 1. Also besitzen die zugehdrigen Polynome p; nur
die Koeffizienten —1, 0 oder 1. O

Beweis von Satz 2. Der Beweis von Teil (a) in Satz 2 besteht aus Lemma 2
und Lemma 8. Der Teil (b) folgt zusdtzlich aus Lemma 9. O

Das erste Korollar aus Satz 2 beschreibt die Komplexitdt von Polynomen # 0
eines Ideals C[X]- f, bei dem die Koeffizienten von f algebraisch unabhéngig
oder algebraisch von geniigend hohem Grad sind.

Korollar 12. Sei s hinreichend grofS, und seien «y,...,as_1 € C dber Q
entweder algebraisch unabhingig oder algebraisch mit [Q(oy) : Q] > 2V* fiir
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allei € {0,...,s — 1} und

s—1

[Q(avg, ... a51) : Q] = H[@(%) : Q).

=0

Sei f =37 ;X" € C[X] mit oy = 1, und g € C[X]|\0. Dann ist L(fg) >
W
Beispiel. Ist s hinreichend gro8, sind py, . . ., ps paarweise verschiedene Prim-
zahlen mit p; — 1 > 2V fiir alle j € {1,...,s}, und ist

27

f= Xs+Ze”JXJI C[X]

und g € C[X]\0, so ist L(fg) > /5.
Beweis. Sei oj_q := er fur j € {1,...,s}. Dannist [Q(a;_1) : Q] = ¢(p;) =
p; — 1 und

[Q(ao, .-, s-1) : Q= @(p1---ps) = (p1 = 1) -+ (ps — 1).

Korollar 12 zeigt die Behauptung. U

Beweis des Korollars. Sein := deg(fg) > s; fiir hinreichend grofies s ist also
auch n grofl genug, um Satz 2 anzuwenden.

Sei (U, X) =Uy+ U, X +---+ U, X" fiir alle i € {1,...,s}. Sei v :=n
und 7 := L(fg); insbesondere gilt r < 24/n.

Es gelte 16(r 4+ 2)? < s, dann ist 2r < /s und 2V® > 22" > n?. Weiter ist

() - () ()
G () e

wobei s < n und n > 4 verwendet wurde; also gilt (5.1).
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Seien nun zy,...,zs € C die komplexen Nullstellen von f, und sei fg(X) =
Z?:O aiXi c C[X]

Dann ist Pi(a, X) = fg(X) # 0 und Pi(a,x;) = fg(z;) = 0 fur alle i €
{1,...,s}.

Nach Satz 2 existiert dann ein Polynom p € Q[Y7,...,Y;]\0 mit degy. p <
yn = n?, so dafl

0=plor(zy,...,25),...,06(x1,...,25))
= p(_as—la Qg_2,..., (_1)8a0)7
im Widerspruch zu Lemma 5, da 2V* > n?.

Es folgt 16(r + 2)? > s, also 2r > 7 +2 > i\/g (dar>logn > 2 firn>4),
also ist r > £/s. O

Bemerkung. In Korollar 12 spielen die Nullstellen von f nur beweistechnisch
eine Rolle, sie miissen nicht bekannt sein.

Zum Abschlufl dieses Kapitels beschreiben wir die Komplexitéit von Poly-
nomen # 0 eines Ideals C[X] - f, bei dem die Koeffizienten von f schnell
wachsend sind.

Korollar 13. Sei s hinreichend grofs, und seien ay, . .., a1 € C mit |ag| >
2 und |a; 1| > |eq|2” fiir allei € {0,...,s —2}. Sei f =37 ;X' € C[X]
mit oy = 1, und g € C[X]\0. Dann ist L(fg) > /5.

Beispiel. Ist s hinreichend grof}, und ist

F=Xx4+> 22X e Clx]

J=1

und g € C[X]\0, so ist L(fg) > /5.
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Beweis des Korollars. Wir gehen genauso vor wie im Beweis von Korollar
12. Sei wieder n := L(fg) > s und r := L(fg). Sei P,(U, X) := Uy + U; X +
<o+ Up X" und v :=n.

Es gelte 16(r + 2)? < s, dann gilt wieder 2v® > n? und

( 72 ) >’I’L8(T+2)2.
s+

Zu uberpriifen sind noch die Voraussetzungen von Teil (b) in Satz 2. Sie
gelten, da P, € Z[U, X], degy P, =n <4" und wt P, =n +1 < 47 gl

Demnach gibt es nach Satz 2 ein Polynom p # 0 mit Koeffizienten —1, 0 oder
Lund p(—as—1, 52, ..., (—1)%ap) = 0. Wegen degy. p < n* < 2V5 haben wir
einen Widerspruch zu Lemma 6.

Es folgt 16(r 4 2)* > s, also L(fg) > 1/s. O

Bemerkung. Sei f ein Polynom mit weniger schnell wachsenden Koeffizien-
ten, und zwar mit Koeffizienten «y,...,as1 € C so, dal |ap| > 2 und
|| > |oy)? fiir alle 7 € {0,..., s—2} gilt. So ein Polynom ist beispielsweise
f=Xo4+3 22 X0

Man erwartet, dafl f ebenfalls derart ist, daf} alle seine Vielfachen # 0 schwer-
berechenbar sind, vermutlich mit unterer Komplexitétsschranke C'/s fiir je-
des Vielfache # 0, mit einer Konstanten C' > 0.

Tatséchlich 148t sich dies mit unseren Methoden nicht zeigen.

Diese laufen namlich darauf hinaus, ein nullstellenrelevantes Polynom der
Form p(04(X), 021(X), ..., 012 1(X)) mit ¢ := [ {/s]| zu benutzen, dhnlich wie
es im Beweis von Korollar 3 benutzt wurde.

Um zu zeigen, daf} ein solches Polynom existiert, wére eine Modifikation von
Satz 2 notig, die nicht moglich ist. Denn im modifizierten linearen Gleichungs-
system, das dem in (5.2) entspricht, bleibt die Abschitzung fiir die Anzahl
M der Gleichungen zwar gleich, aber die Anzahl N der Unbestimmten ist
dann zu klein. Die Bedingung N > M 183t sich so nicht mehr erfiillen.
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6 Vergleichsweise kleine ganzzahlige
Koeffizienten

Es gibt ein Polynom mit vergleichsweise kleinen ganzzahligen Koeffizienten,
so daf alle Vielfachen # 0 schwerberechenbar sind. Gemeint ist ein Polynom,
dessen Koeffizienten nicht schnell wachsen, wie das sonst bisher der Fall war

(z.B. in Korollar 13). Genauer gesagt, diese lassen sich im Betrag nach oben

durch 2V5 abschéitzen, wenn s den Grad bezeichnet. Leider 148t sich ein

solches Polynom nicht explizit angeben.

Wir erhalten nicht, dal die meisten Polynome mit derart kleinen ganzzahligen
Koeffizienten diese Eigenschaft besitzen. Dies wire in dem Sinne des in der
Einleitung erwéhnten bekannten Satzes, nach dem die meisten Polynome mit
{0, 1}-Koeffizienten schwerberechenbar sind.

Satz 3. Fliir alle hinreichend groffen s gibt es ein Polynom f € Z[X] vom
Grad s und mit Koeffizienten vom Betrag < 2V so, dap fiir alle g € C[X]\0
die Abschitzung L(fg) > /s gilt.

Beweis. Sei s hinreichend groff mit 7 := [£/s] > 1. Dann gilt

@ > 2P, (6.1)

da 6r(r 4+ 2)% < 6r(3r)? = 54r° < 3s = 15 < slog(3) gilt. Sei n := 2" =
2l% V5 Fiir hinreichend grofles s ist also auch n grof}, und es gilt s < n.

Seien Qo(Z),...,Qn(Z) die Polynome des Darstellungssatzes fiir n und r in
den Unbestimmten Z, ..., Z 9. Sei fiir Unbestimmte Uy, ..., U,
PU,X)=U+U X +---+U, X"
und
F(Z,X) = P(Qo(Z2), ..., Qu(2), X) € Z[Z, X].
Wir betrachten fiir weitere Unbestimmte X7, ..., X, die Gleichung
Y GX)FNZ X)) FRZ,X) =0 (6.2)

0<g1,00js<n?
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mit

»

¢X)= > B ]l II :X)-Deqlx]  (63)

—n<ki,....,ks<n i=1 —n<i<n

als homogenes lineares Gleichungssystem in den Unbekannten (3; ;. Man er-
hilt es (wie im Beweis von Lemma 3), wenn man die linke Seite von (6.2) als
Linearkombination von Monomen in X, Z schreibt und einen Koeffizienten-
vergleich vornimmt. Es hat ganzzahlige Koeffizienten, und gesucht ist eine
nichttriviale rationale Losung.

Die Anzahl N der Unbekannten 3, ; des Gleichungssystems ist
N =n*.(2n+ 1),

und die Anzahl M seiner Gleichungen ist gleich der Anzahl der in (6.2)
vorkommenden Monome in X, Z. Wir bestimmen dazu fiir jede Unbestimmte
X; bzw. Z; den héchsten Grad, mit der sie in (6.2) vorkommen kann.

Fiir X; ist dieser Grad 2ns + n(n® — 1).
Fiir Z; ist er 2rn(n+1)(n*—1)s < n® — 1. Diese Abschitzung gilt wegen der
Gradabschitzung im Darstellungssatz, r < /s < y/n und s < n. Es folgt

M < nS0+2% (2ns 4 n(n? — 1) + 1),
Wir erhalten

N S 1 n*(2n + 1) i
M — nb0+2? \ 2ns + n(n2 —1) +1
< 1 n*(2n+1)\" 1 2n +1Y\°
= p6(r+2)? 2n2 +n3 T p6(r+2)? 24n
s N\ 6(r+2)2
> # ? > 1 267"(7’—}—2)2 _ 2_ r+2) —1
= nér+2)2 \ 4 n6(r+2)? “\n o

wegen Ungleichung (6.1). Also ist M < N, und das Gleichungssystem hat
eine nichttriviale rationale Losung fiir die Unbekannten (3, ;. Die zugehdrigen
Polynome ¢; der Form (6.3) erfiillen also (6.2) und sind nicht alle gleich 0: Ist
etwa () # 0, und sind 1, ..., z, die komplexen Nullstellen des Polynoms

s—1
X5+ (1)K, X' € Z[X],
=0
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so gilt
(e, e = Y Bex [ Tl (es@) =1
—n<ki,....ks<n i=1 —n<I<n
I£k;
= > Gl II W-=0=8w]] II *i-D#0, (64
—n<ki,....ks<n =1 —n<i<n i=1 —n<i<n
l#k; I#k]

also ist g; # 0.

Sei nun j' = (ji,...,j;) das lexikographisch erste s-Tupel j mit g; # 0, und
dazu ein k' mit B p # 0 gegeben. Sei

s—1
=X (-1, X e Z[X].
i=0
Dann ist |k <n =27 <2¢V5 <25 fiir alle i € {1,...,s}. Wir zeigen, daf
dieses Polynom f die Behauptung erfiillt.

Sei dazu g € C[X]\0. Wir nehmen an, dafl L(fg) < r sei.

Da dann wegen der Gradabschitzung deg(fg) < 2LU/9) < 2" = n gilt, schrei-
ben wir fg =377 (b;X’ € C[X].

Nun gilt Lemma 2 fiir das Polynom

Q=Y ¢(X)Y Y} eZ[X,Y]
J

mit P, := P fir alle ¢ € {1,...,s}. Somit ist ¢ nullstellenrelevant bzgl.
P ...,Pundr. B
————

s-mal

Es folgt: Sind 1, ..., z, die komplexen Nullstellen von f, so sind 1, ...,z
Nullstellen von P(b, X) = fg(X) # 0, und somit ist gy (v1,...,7s) = 0.
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Wie in (6.4) konnen wir aber auch g; (71, ..., s) # 0 zeigen, und dies ist ein
Widerspruch zur Annahme L(fg) < r = [£¥/s]. Es folgt L(fg) > r > &5/
fiir hinreichend grofies s. O

Ebenso kénnen wir auch den folgenden Satz zeigen:

Satz 4. Flir alle hinreichend groffen s gibt es ein Polynom f € Z[X]| vom
Grad s und mit s ganzzahligen Nullstellen vom Betrag < 2V so, daf fiir alle
g € C[X\0 die Abschitzung L(fg) > 15/s gilt. (Mehrfache Nullstellen sind

dabei maglich.)

Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz 3, wobei die 0;(X) in dem Ansatz
(6.3) fiir die g; jeweils durch X; zu ersetzen sind. Die Abschétzungen fiir N
und M bleiben gleich. Zu beachten ist noch, daf die komplexen Nullstellen
x1,...,%s von f,namlich &, ..., k., in der erforderlichen Reihenfolge gew&hlt

werden konnen.
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